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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES   RENDUS   ET    \\  K\A  SES. 

Œuvres  complètes  de  Christiaan  Huygens,  publiées  par  la  Société  hol- 
landaise des  Sciences;   t.   I,   1888  :    Correspondance  (il  >);    t.   II. 
1889  :  Correspondance  (1657-1659);  l.  III;  1890  :  Correspondance    il 
[661).  La  Haye,  Martinus  X\liofT(1). 

Dans  la  séance  du  28  octobre  1882  de  la  section  des  Scien 
de  L'Académie  royale  d'Amsterdam,  à  L'occasion  .rime  proposition 
tendant  à  rendre  à  la  mémoire  de  Huygens  un  hommage  public, 
en  lui  érigeanl  une  statue,  M.  van  de  Sande  Bakhuyzen  lit  remar- 
quer qu'on  pourrait  atteindre  !<•  Imi  proposé,  fonder  un  monu- 
ment en  L'honneur  de  Huygens,  el  en  même  temps  rendre  à  la 
Science  un  service  signalé,  soil  en  faisant  paraître  une  nouvelle 
édition  de  ses  Œuvres,  soil  en  publiant  ses  écrits  restés  inédits, 
ainsi  que  sa  Correspondance.  A  ce  projet,  I  académie  donna  una- 
nimement son  adhésion, 

Nous  empruntons  ce  renseignement,  qui  fait  connaître  I  origine 
de  la  publication  entreprise  par  la  Société  hollandaise  des  Sciei  1 
de  Harlem,  à  la  préface  signée  par  les  Directeurs  de  cette  Société. 

La  commission  à  Laquelle  L'Académie  des  Sciences  avait  conué 
Le  soin  d'étudier  le  projet  de  la  publication  a  continué  et  consi- 


(«)  Voir  Bulletin,  XII,,  p.  181   "1 


6  PREMIÈRE   PARTIE. 

dérablemenl  élargi  sa  Lâche  en  se  chargeant  de  la  rédaction.  Dans 
la  préface  des  Directeurs,  que  M..).  Bertrand  a  fait  déjà  connaître 
aux  lecteurs  de  ce  Bulletin,  se  trouve  retracée  l'histoire  des  édi- 
tions antérieures  des  travaux  de  Huygens,  ainsi  que  <•< •  1 1 <*  de  la 
publication  d'une  partie  de  sa  Correspondance  tirée  des  docu- 
ments que  Huygens  avait  légués  à  la  Bibliothèque  de  Leyde. 

I  h  avertissement  de  la  Commission  (')  donne  le  plan  général 
de  l'Ouvrage  el  les  renseignements  nécessaires  pour  guider  le 
lecteur, 

I.  I  ne  des  propriétés  les  plus  caractéristiques  de  l'édition  de 
la  Correspondance,  c'est  la  règle  adoptée  par  la  Rédaction  «  de  ne 
laitier  perdre  aucun  dérail,  de  faire  publier  tout  ce  qui  pouvait  être 
mis  dans  un  ordre  et  fous  une  forme  intelligibles  ».  Les  considéra- 
lions  qui  recommandent  cette  résolution  sont  analogues  à  celles 
qui  obligent  à  donner,  dans  le  cas  d'observations  de  haute  préci- 
sion, huis  les  détails  possibles,  sans  partage  et  sans  réserve.  Ce 
n'est  que  de  cette  manière  que  l'on  obtient  un  travail  durable, 
donl  on  peut  connaître  la  valeur  scientifique  et  capable  d'être 
complété  el  amendé  par  des  recherches  postérieures.  Il  est  évi- 
dent qu'on  n'eût  pu  suivre  cette  règle,  si  l'on  avait  eu  à  tenir 
compte  avec  des  fonds  restreints.  Heureusement  MM.  les  Direc- 
teurs de  la  Société  hollandaise  ont  été  d'avis  que  la  grande  utilité 
d'une  publication  absolument  complète  ne  permettait  pas  la 
moindre  restriction.  Sans  cette  généreuse  libéralité,  M.  A. -M. 
Clerke  (2)  n'eût  pu  dire  que,  même  dans  ce  siècle  avec  son  abon- 
dance  d'éditions  complètes,  il  n'a  jamais  été  érigé  à  la  mémoire 
d'un  grand  homme  un  monument  littéraire  aussi  gigantesque  que 
celui  de  l'édition  nouvelle  des  Œuvres  de  Huygens. 

Le  principe  que  nous  venons  d'indiquer  a  obligé  la  Commission 
de  rédaction  à  comprendre  dans  la  Correspondance,  non  seule- 
ment les  lettres  écrites  par  Huygens  ou  adressées  à  lui,  mais  aussi 


(*)  Le  référât  du  Jahrbuch  ùber  die  Fortschritte  der  Wathematik  (t.  \\. 
p.  10)  parle  d'une  seconde  préface  de  M.  Bierens  de  Haan,  ce  qui  esl  moinsexact. 
L'avertissement  .1  été  signé  par  M.  Bierens  de  Haan  en  ^a  qualité  <\c  Présidenl  rk 
la  Commission. 

Xature,  t.  XXXVIII,  p.  ><,      1  388 
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celles  qui  iraitent  de  lui  ou  qui  peuvent  contribuer  à  le  faire 
connaître  dans  le  cadre  de  son  temps.  Des  1012  documents  pu- 
blics dans  les  trois  Volumes  parus  jusqu'à  présent,  17  j  u  appar- 
tiennent pas  à  la  Correspondance  proprement  dite  de  Huygens 
De  ces  1  -  \  pièces,  ni  fonl  parties  de  la  Correspondance  de  Con- 
stantin Huygens  père,  56  s'occupenl  des  questions  brûlantes  de 
l'horloge  à  pendule  ou  du  système  de  Saturne,  >4  ont  trail  à  des 
questions  mathématiques  ou  mécaniques,  5  se  rapportent  à  la 
personne  de  Huygens  ou  à  ses  OEuvres,  \  fonl  mention  de  quelques 
autres  problèmes  d'Astronomie,  2  appartiennent  à  la  Correspon- 
dance mutuelle  des  frères  Constantyn  et  Louis,  1  enfin  est  un 
écrit  de  Rircher  trouvé  dans  la  collection  et  traitant  d'observa- 
tions botaniques. 

Les  ~j9.  Lettres  faisanl  partie  de  la  Correspondance  de  Con- 
stantyn père  nous  donnent  de  précieux  renseignements  sur  l'en- 
fance des  (ils.  Les  comptes  rendus  du  précepteur  Henri  Bruno, 
au  sujet  de  l'étude  de  ses  élèves  (if,3c)  et  la  «  Norma  ikidiorum  et 
vitee  reliquae  praeferipta  Conftantino  et  Chnttiano  Hugeniis,  Aca- 
demiam  Leidenfem  adituris  »  du  [)ère  (  {),  montrent  que  dans  ce 
temps-là  notre  question  de  surmenage  dans  l'enseignement 
n'existait  pas  encore  ou  au  moins  ne  préoccupai I  pas  les  précep- 
teurs. Cependant  les  projets  de  Bruno  n'obtinrent  pas  toujours 
l'approbation  du  père,  qui  sentait  sa  supériorité  s  .  Ces!  sur- 
tout la  correspondance  avec  les  professeurs  de  l'eschole  illuftre 
d'Orange  »,  qu'on  venait  de  fonder  à  Breda,  avec  van  Renesse  1  1  5, 
28),  Brosterjiuysen  (16),  Dauber  (19,  29,  34,  36,  \- .  '>N  et  tvec 
le  Curateur  Bivel  (26,  32,  33,  60,  63),  qui  nous  montre  les 
soins  consciencieux  et  touchants  avec  lesquels  Constantyn  Huygens 
père  s'acquittait  de  ses  devoirs  envers  ses  enfants;  de  plus,  elle 
procure  un  Tableau  de  la  vie  à  Breda.  Comme  détails  nous  cite- 
rons les  cimices  au  collège  de  Breda  1  1  5  ;.  le  désir  des  professeurs 
de  dîner  à  la  table  (\u  régent  (26),  le  scandale  que  causa  Bi 
terhuysen  en  vivant  avec  sa  servante     1  I  .  etc. 

On  s'imagine  sans  peine  la  joie  <pi  a  dû  causer,  aux  professeurs 


(■)  Plusieurs  de  ces  i_î  Lettres  ont  été  incluses  dans  >!<•■*  Lettres  idres 

lln\  -ms. 
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de  Breda,  l'arrivée  des  deux  61s  très  doués  du  Curateur  Huygens 
de  l'Université,  déjà  renommée,  de  Levde,  à  leur  nouvelle  école. 
Par  rapport  à  Christiaan  surtout,    Dauber  esi  plein  d'éloges.   Il 

l'appelle  «  un  nouvel  Orient,  qui  ne  tardera  pas  à  envoyer  les  lu- 
mières par  tout  >■  (36),  et  plus  lard  «  aetate  juvenis  fed  virtute 
fenex  »  |  [-). 

Parmi  les  autres  Lettres  de  la  Correspondance  de  Constantin 
Huygens  prie,  nous  signalons  celles  du  P.  Mersenne,  aux- 
quelles nous  revenons  toul  à  l'heure,  celle  à  la  princesse  palatine 
Elisabeth,  disciple  de  Descartes  (210)  et  celles  à  Béatrice  de 
Cusance,  duchesse  de  Lorraine  (744?  (^'4)-  La  description  que 
Constant  vu,  dans  le  style  expansif  qui  lui  est  propre,  donne  des 
fêtes  en  l'honneur  (\u  mariage  de  sa  lille  Suzanna  (744)  es'-  une 
contribution  intéressante  à  l'histoire  des  mœurs  hollandaises  du 
dix-septit  me  siècle. 

2.  Ce  qui  prèle  en  second  lieu  à  l'édition  en  question  une 
valeur  de  haute  importance,  ce  sont  les  nombreuses  Notices  bio- 
graphiques et  bibliographiques  insérées  au  pied  des  pages  et  les 
cinq  Tables  des  matières  placées  à  la  fin  de  chaque  Volume. 

Par  les  Notices  biographiques  et  bibliographiques,  pour  les- 
quelles le  Présidenl  de  la  Commission,  M.  Bierens  de  Haan,  s'est 
donné  beaucoup  de  peine,  on  s'est  proposé  d'orienter  les  lecteurs 
à  l'égard  des  personnes  mentionnées  et  à  donner  «  un  aperçu  des 
reifources  littéraires  que  les  favants  du  dix  feptième  siècle  avaient  à 
leur  difpofition  ».  Probablement  dans  la  rédaction  des  œuvres  pro- 
prement dites  qui  paraîtront  après  la  publication  des  huit  Volumes 
de  Correspondance,  la  Commission  elle-même  sera  la  première  à 
cueillir  tous  les  fruits  de  ce  travail  immense.  En  effet,  il  permettra 
de  se  rendre  facilement  compte  de  l'état  d'avancement  de  la 
Science  au  commencement  de  la  carrière  scientifique  de  Huygens, 
dans  chacune  des  branches  dont  celui-ci  s'est  occupé,  et  de  suivre 
ce  qui  pendant  sa  vie  a  été  contribué  concurremment  avec  lui  par 
(I  aul res  auteurs. 

Quiconque  veul  étudier  la  nouvelle  édition  de  Huygens  éprou- 
vera bientôt  l'utilité  des  cinq  Tables  des  matières,  indispensables 
pour  un  travail  d'une  étendue  aussi  importante.  La  première  et  la 
deuxième  donnenl  les  lettres  en  ordre  chronologique  et  en  ordre 
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alphabétique,  d'après  les  noms  de  l'auteur  et  de  l'adressé.  La 
troisième  et  la  quatrième  font  connaître,  par  ordre  alphabétique, 
les  personnes  et  les  Ouvrages  mentionnés  dans  les  lettres;  elles 
renvoient  à  tous  les  lieux  où  figurent  ces  personnes  et  ces  I  ou- 
vrages; les  passages  les  plus  importants  sont  indiqués  en  eliill 
gras  au  lieu  principal.  Enfin,  la  cinquième  Table  indique  les  ma- 
tières traitées  dans  les  lettres.  C'est  plus  particulièrement  cette 
dernière  Table  méthodique  qui  peut  être  de  grand  service.  C'est 
un  guide  sûr  qui  fait  retrouver  facilement  tout  ce  qui,  dan-  la 
volumineuse  Correspondance,  se  rapporte  à  quelque  sujet  parti- 
culier. A  cet  effet,  les  matières  scientifiques  y  ont  été  group<  - 
sous  divers  articles  généraux  (*).  Ainsi,  pour  connaître  tous  les 
endroits  où  quelque  sujet  est  traité,  on  n'a  qu'à  chercher  dans  la 
Table  l'article  général  auquel  ce  sujet  appartient;  là  on  trouvera 
soit  le  sujet  même  avec  les  passages  qui  s'\  rapportent,  soil  un 
sous-article  qui  y  conduit.  Il  va  sans  dire  que  la  construction  de 
cette  dernière  Table,  travail  longel  fastidieux  d'ailleurs,  ne  saurait 
cire  confiée  qu'à  une  personne  initiée  à  tous  ces  sujets.  Il  n'est  que 
juste  de  remercier  le  membre  de  la  Commission.  M.  korlew 
qui  s'en  est  chargé. 

3.  11  est  impossible  de  définir  exactement  l'odeur  dune  rose; 
on  ne  peut  que  la  sentir.  De  même,  il  est  impossible  d'analvser  le 
charme  particulier  que  présente  la  Correspondance  de  Huygens. 
Cependant,  soit  qu'on  parcoure  en  feuilletant  les  trois  gros  Vo- 
lumes, soit  qu'on  étudie  quelque  sujet  particulier,  on  reçoit  deux 


(•)  Les  trois  Volumes  contiennent  17.    n,    16  de  ces  articles               i\.   tandis 

que  l'on  en  trouve  ig  dans  les  trois  Volumes  ensembl  •  articles  sont  : 

Ugèbre.  odésie.  <  >pl  ique. 

\ii;iii>nii<\  graphie.  Philologie. 

arithmétique.  Géométrie.  Philosophie, 

astrologie.  Hydrostatique.  Physioloj 

astronomie.  Logique,  Physique. 

Beaux  arts.  Mécanique.  -  el  mesures. 

Botanique.  M<  téorologie.  Probabil 

Chimie.  Mustque.  I  rigonoim  ti 

Ghronométrie.  Nai  igal  ion.  ilogie. 

Cours  des  études  des  frères  Huygens.  CH  uvi 

L'article  Œuvres  se  rapporte  aux  écrits  de  Huygens. 
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impressions  bien  distinctes.  La  première  a  été  exprimée  par 
l  ylenbroek  en  ces  mots  :  «  Je  crois  à  peine  pofïible  que  quel- 
qu'un parcoure  ces  écrits  fans  une  grande  jouillance  de  L'efprit  et 
fans  en  même  temps  en  éprouver  l'utilité,  lui  effet,  ils  font  d'un  tel 
caractère  et  d'une  telle  ampleur,  que  les  plus  illultres  philofophesde 
cette  ère  glorieufe  apparaiflent  devant  nos  yeux  comme  des  acteurs 
en  fcène,  racontant  et  dépeignant  ce  que  chacun  d'eux,  pour  le  bien 
et  l'avancement  de  la  Science,  a  penfé,  écrit  et  accompli,  non  pas  une 
fois,  mais  de  jour  en  jour  ».  La  seconde  se  rapporte  à  l'acteur  prin- 
cipal, à  Huygens  même.  C'est  le  portrait  vivant  de  sa  personne, 
de  son  caractère  modeste  et  franc,  de  sa  supériorité  Incontestable 
à  la  plupart  de  ses  correspondants.  La  Commission,  qui  dans  son 
travail  l'a  éprouvé  elle-même,  l'exprime  en  ces  termes  :  «  la  joie 
vie  voir  le  dégager  de  ces  documents,  trop  longtemps  reftés  inconnus, 
l'image  d'un  enfant,  merveilleusement  doué,  élevé  avec  les  plus 
tendres  foins  par  un  père  d'élite,  s'exerçant  dès  son  adolescence  aux 
travaux  de  l'efprit  comme  à  un  jeu,  et  bientôt,  avide  de  connaître, 
^agné  par  la  palfion  de  la  vérité,  s'élançant  dans  les  plus  hautes  ré- 
gions de  la  Science,  où  il  règne  comme  un  jeune  héros,  aimé  et  ad- 
miré de  les  plus  illullres  contemporains.  » 

4.  A  ces  remarques  générales,  relatives  à  l'édition  nouvelle, 
nous  voudrions,  avant  de  passer  en  revue  les  principaux  sujets 
traités,  ajouter  une  observation  qui  nous  paraît  de  même  se  dé- 
_  ger  des  documents  publiés  jusqu'ici.  Elle  se  rapporte  à  la  po- 
sition dans  laquelle  Huygens  lui-même  s'est  placé  à  l'égard  des 
Sciences  mathématiques. 

Dans  ses  premiers  Mémoires  (()5,  note  i  et  191,  note  1),  Huygens 
s'occupe  de  deux  problèmes  de  Mathématiques  pures,  la  quadra- 
ture de  l'hyperbole  et  du  cercle.  Ensuite  il  se  détourne  des  Ma- 
thématiques pour  se  vouer  de  plus  en  plus  à  la  Mécanique,  la 
Dioptrique,  la  Physique  et  l'Astronomie,  en  s'efforçant  toutefois 
d  a->  joir  ces  Sciences  sur  la  base  solide  des  Mathématiques.  Ces 
considérations  conduisent  à  admettre  que  la  force  principale  du 
génie  de  Huygens  ne  se  révèle  pas  dans  les  Mathématiques  pures. 
\  I  appui  de  celle  thèse  uous  présentons  les  remarques  suivantes. 

V  oyons  d  abord  comment  Huygens  prend  position  par  rapport 
à  la  I  héorie  <l<^  nombres  en  «  statu  nascendi  »,  c'est-à-dire  par 
rapporl  aux    problème-  de   Fermai  (372   el  65i).   Dans   la  Cor- 
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respondance  il  déclare  à  mainte  reprise  que  ces  problèmes  ne  le 
tentent  pas.  On  lit  :  (296)  «  moyqui  ne  me  fuis  gueres  exercé  dans 
les  queitions  des  nombres,  parce  que  j'ay  toujours  pris  plus  de 
plaifir  à  celles  de  Goemetrie  »,  (297  I  «  si  j'eftois  plus  versé  que  je  ne 
fuis  dans  des  femblables  queitions  des  nombres  »,  (  j6g  I  «  je  fuis 
marry  de  n'avoir  pas  feeu,  auparavant  que  de  veoir  la  solution  de  ces 
problèmes,  que  Monlieur  de  Fermât  la  jugeoit  de  telle  importance 
Et  ce  qui  est  plus  fort  encore,  on  trouvera  dans  le  \  olume  I  \  .  qui 
paraîtra  bientôt,  par  rapport  à  quelques  problèmes  de  la  théorie 
des  nombres  le  jugement  suivant  :  «  Les  queitions  que  vous  m'avez 
envoiees  ne  mentent  pas  qu'on  s'y  amuse  n'eitant  aucunement  belles 
ny  utiles  à  rien  :  cela  vient  de  quelque  arithméticien  et  non  pas  d'un 
Géomètre  »  (io54). 

Ce  qui  précède  peut  faire  naître  l'opinion  que  la  Géométrie 
pure  a  été  l'étude  favorite  de  rluygens.  On  ne  peul  cependant  la 
soutenir  après  la  lecture  des  lignes  suivantes  :  «  Et  lemper  quiJem 
il  la  maxime  contemplatione  digna  exiitimavi  in  quibus  non  nuda  ac 
fimplex  rigurarum  Geometricarum  confideratio  locum  haberet,  fed 
harum  vis  atque  efficacia  ad  veritates  quafdam  in  re  Phyfica  aliave 
eruendas  traduceretur.  Quanquam  et  ipsa  mera  Geometria  non 
exiguam  voluptatem  cultoribus  luis  adferat  »  (3<r   . 

Ces  quelques  lignes  que  nous  venons  de  citer  fonl  connaître, 
à  notre  avis  d'une  manière  très  précise,  les  sentiments  de  Huygens 
à  l'égard  des  Mathématiques.  Il  préfère  la  Géométrie  à  la  rhéorie 
des  nombres  et  la  Géométrie  appliquée  à  la  Géométrie  pure.  En 
effet,  la  découverte  de  la  développée  de  lu  cycloïde,  peut-être  la 
plus  belle  trouvaille  de  rluygens  en  Mathématiques  pures,  se  | 
sente  à  lui  dans  la  recherche  de  la  solution  exacte  d  un  problème 
de  Mathématiques  appliquées,  celle  du  tautochronisme  des  oscil- 
lations dll  pendule. 

\u  co ura ni  de  la  plume  nous  indiquons  ce  qui  nous  a  inté- 
ressé le  plus  dans  I  étude  des  trois  in-quarto.  I)  après  les  sujets 
nous  rangeons  nos  annotations  en  trois  groupes]  les  chi lires  s< 
rapportent  toujours  aux  numéros  des  Lettres  et  non  pas  aux  pages. 
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I.  —  Sciences  mathématiques. 

(t.  A  l'âge  de  17  ans  Huygens  retrouva  un  des  plus  beaux  ré- 
sultat» d'Archimède,  celui  du  rapport  des  aires  du  paraboloïde 
de  révolution  el  du  cône  inscrit;  il  y  joignit,  à  l'aide  d'une  inté- 
gration déguisée,  un  autre  non  moins  remarquable.  On  trouve  le 
fac-similé  de  la  Lettre  (11)  qui  en  contient  la  Communication  à 
son  frère  aine,  à  la  lin  du  second  Volume.  Nous  verrons  que  celte 
Lettre  n'est  pas  moins  importante  par  d'autres  résultats  qu'elle 
contient. 

//.  Quatre  années  plus  tard  Hujgens  découvrit  une  grosse 
inadvertance  dans  un  raisonnement  de  Cavalleri,  l'introducteur 
des  «  indivisibles  »  dans  l'Analyse  (86,87).  ^e  paralogisme  se  re- 
trouve (Tune  manière  plus  évidente  dans  la  démonstration  connue 
du  paradoxe  de  légalité  de  la  circonférence  d'un  cercle  à  son 
diamètre. 

c.  Huygens  s'est  occupé  de  plusieurs  problèmes  classiques. 
Non»  en  citons  les  principaux. 

y..  Le  problème  n'AitcHmÈnE  :  «  Datam  fphaeram  piano  in  data  ra- 
tione  (ecare  »  (118,  1  19).  —  La  solution  de  ce  problème  à  l'aide 
d'une  parabole  et  d'une  circonférence  est  très  élégante.  En  re- 
présentant par  /•,  s,  x  les  distances  de  M  à  A,  E  et  au  plan 
cherché  KL,  l'équation  de  condition  est 

«  (F),-»(?)+*1r- 

C'esl  ce  qu'on  trouve,  en  effet,  par  l'élimination  de  y  entre  les 
équations 

h  (y  -  Jr)*  =  (f-r  —  j)2,  (.r-4-s)2+j2  =  4r2+  s2 

de  la  parabole  et  du  cercle  auxiliaires. 

j.   L\  trisection  m.  l'angle.  —  De  ce  problème  G. -A.  Kinner 
à  Lôwenthurn  donne  trois  constructions  approximatives  (*) (160, 

Ci  [ci  approximatives  a  une  signification  extraordinaire. 
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'a\i).  Huvgens  l'emploie  à  donner  une  seconde  solution  du  pro- 
blème d'Archimède  (161).  En  effet,  en  posant  MX  =  x  et  AR  =  ■;..<>, 
l'équation  sin 3 <p  =  3  sin cp — 4sin3<p,  où  cp  représente  [arc  \li. 
fait  retrouver  l'équation  (i).  Une  modification  de  cette  nouvelle 
construetion  a  paru  dans  L'édition  de   1724  (Opéra  varia,  p.  388 

y.   Le  problème   des  deux    moyennes   proportionnelles  el    le 

PROBLÈME  DÉLIAQI  I.  OU    l.\    DUPLICATION    DU     Cl  BE.    —   On   Sait  (jlie  le 

second  problème  forme  un  cas  particulier  du  premier,  celui  où  le 
rapport  des  deux  lignes  données  esl  égal  ;'i  deux. 

De  la  part  d'un  de  ses   amis  le  V .  Mersenne  soumel  au  juge- 
ment de  Huygens,  à^é  de  i()  ans,  une  prétendue  solution  du 
particulier  (5o).  Des  deux  côtés  cette  solution  esl  reconnue  fausse 
(5i,  V>.  ),  53  u'étanl  pas  égal  à  •>.' . 

Du  cas  général  la  Correspondance  contient  six  solutions.  Huygens 

en  donna  deux,  15.  F.  de  Sluse  trois  et  Th.  Hobbes  une.  De  1 
solutions  seulement  la  seconde  de  Huygens  |  |i  j  t  et  la  première 
de  de  Sluse  (  {89)  sont  rigoureuses;  elles  s'obtiennent  à  l'aide 
d'une  ellipse  ci  d'une  circonférence.  Les  autres  solutions  de 
Huygens  ci  de  Sluse  (161,  .{()(>  >  ne  son!  qu'approximatives  el 
celle  de  Hobbes  (8g5)  esl  fausse;  elle  .1  été  réfutée  par  Lord 
Brouncker  (896).  Enfin  Huygens  l'ait  allusion  à  la  solution  primi- 
tive de  Dioclès  à  l'aide  de  la  cissoïde  5ia  }.  ajoutons  que  la  dis- 
pute entre  L.  Dulaurens  et  de  Roberval  esl  mentionnée  par 
Cl.  Mylon  el  .1 .  Boulliau  { 599,  6  [5,  6  î«s,  65  i  >. 

0.  Les  problèmes  d* Apollonius.  Quelques  Lettres  9  >,  .,|. 
i(i{,  i(>(),  168)  contiennenl  ce  (pion  retrouve  dans  l'édition  de 
1724  (Opéra  varia,  p.  .><)-- {o'M  el  dans  les  Exercitatiom  s  Wa- 
thematicce  de  van  Schooten  (p.   169 

s.   Normales    \    une    parabole.  Les    pieds   *\^->    normales, 

abaissées  d'un  point  (a,  M  sur  la  parabole^"        \p ./ •.  se  détermi- 
nent à  l'aide  de  l'hyperbole  d'Apollonius  j?y      [p  1       b 
Donc  l'élimination  de  x  fait  trouver^3       'l'y1'     /'  )        ^'l'1 
De  plus  le  cercle  ./•-  •  y2=ïÇkx          '     rencontre  la  parabole  au 
sommel  el  aux  trois  points  déterminés  par 

1         -     ,  p{  A  />  H    —  S  ;t/. 
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Donc  ces  points  sonl  les  pieds  des  trois  normales  sons  les  condi- 
tions a  a  :  x  p,  \\).  h.  En  effet,  Huygens  si;  sert  du  cercle, 
donl  l'équation  es!  aj2-r-y2  =  (a -\-p)x  -+-  jby\  ici  ( i G 3 )  il  pré- 
pare  le  chemin  à  Joachimsl  bal  [  '  ). 

;.    Poikts  n'i\ri.r\n>-\    m:   i.\  < ox.noïni:.  —  En  posant  GA  =  r 

•  ■!   V.Q       s  (fig>  2  di"  i64)  I;»  conchoïde  peu!  être  représentée  par 

!<••-  deux  équations  x  =  s  cosœ,  y  =  r  tangu  -f-  .y  si  11  z>. 

I  )onc  on  1  rouve 

dy  r  -4-  s  cos3  cp 

f/.r  .s'  sin  co  coso 

de  manière  que   ,  ' ,  disparaîl  sous  la  condition  x*-\-d>rx% — 2rs2=o. 

r2 <j2 

En  posant  x  ■+•/*  =  X  et —  =  S,  on  trouve 


ce  résultai  rappelle  l'équation  (1)  du  problème  a.  A  la  vérité  la 
solution  générale  (fig.  1  de  iô"4  et  i65)  se  base  sur  la  recherche 
des  points  communs  aux  courbes 

(jiTon  obtient  en  substituant  x  =  \,  s  =  S  dans  les  équations  (2) 
de  a.  De  plus,  on  satisfait  à  l'équation  du  problème  en  posant 

x  -f-  r  =  2r  sin<I/,  r2 — 52  =  /*2  sin 3 vL». 

En  effet,  dans  la  construction  donnée  par  Huygens  pour  le  cas 
s<  r.  on  a 


S  2  /'2_  .ç2 

EA  =  -         et         GE  =  ' 

r  r 


De  même,  on  vérifie  aisément  la  modification  delà  construction 

dans  le  rus  r<ZsSr^2  {fig.  3  de  [64). 

Gommcnl  Huygens  ;i-i-il  pu  déterminer  les  points  d'inflexion 
de  la  conchoïde?  On  sait  qu'ordinairemenl  il  déterminait  la  tan- 
gente à  une  courbe  en  un  poinl  donné  à  laide  de  la  sous-tangente 


(*)   D'après  la  Lettre  739,  Huygens  s'esl  occupé,  de  même,  du  problème  analogue 
l  "m  I  il  lipse  el  I  "  1 1  \  perbole. 
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\ Régula  ad invenieridas  tangentes  linearum  curvarum  (Opéra 
varia,  p.  igg,  où  z  représente  la  sous-tangente)].  Probablement  il 
a  déterminé  le  maximum  ou  le  minimum  de  cette  sous-tangente 
[Démons  tratio  regulœ   de  ma. ri  mis  et   minimis  (Opéra  varia, 

p.  49°)] • 

A  noire  avis,  la  solution  du  problème  en  question  esl  un  chef- 
d'œuvre  d'invention,  de  précision  el  d'élégance. 

r4.  Le  problème  oe  Pappi  s  ou  \i>  3  et  j  i.i.m  as.  —  Le  lifii  du 
point  P,  dont,  les  distances  a,  b,  c,  d  aux  côtés  d'un  quadrilatère 
donné  vérifient  la  relation  ac  =  bd:  se  compose  de  « I tu x  co- 
niques, si  Ton  ne  fixe  pas  d'avance  les  signes  des  distances.  \ 
cette  duplicité  du  lieu,  Descartes  u'a  pas  l'ail  attention.  C'esl  ce 
qui  forme  le  sujet  principal  <le  quelques  Lettres  de  la  <  iorrespon- 
dance. 

L'inadvertance  de  Descartes  a  été  remarquée  pour  la  première 
fois  par  Biaise  Pascal.  Mersenne  écril  à  Constantin  père  :  Si 
voftre  Archimede  vient  auec  vous,  nous  luy  ferons  veoir  l'un  des 
plus  beaux  traitez  de  Géométrie  qu'il  ayt  jamais  vu,  qui  vient  d'eftre 
achevé  par  le  jeune  Pafchal.  C'est  la  iolution  du  lieu  de  Pappus  ad  3 
et  4  lineas  qu'on  prétend  icy  n'auoir  pas  efté  relolu  par  Mr.  des 
Carres  en  toute  l'on  eftendue.  Il  a  fallu  des  lignes  rouges,  vertes  et 
noires,  etc.  pour  diftinguer  la  grande  multitude  de  confideration 
(4^).  Mais  c'était  l'étude  d'un  Livre  de  P.  de  Fermât,  qui  induisil 
Huygens  d'écrire  à  Fr.  van  Schooten,  qui  avail  publié  une  édition 
latine  de  la  «  Géométrie  »  de  Descartes  :  a  In  prima  tamen  Pappi 
propofitione  univerfali,  quae  legitur  in  fine  paginas  162,  aliquid  am- 
plius  habet  niti  fallor  quam  à  te  infpectum  sit  »  1  121  .  Par  rapport 
à  ci;  nui  fallor,  G. -P.  de  Roberval  rassure  Hujgens.  Il  écril  : 
«  La  faute  du  bon-homme  (  Pescarles)  vient,  à  mon  auiz  de  ce  qu'il 
n'a  pas  connu  qu'vn  tel  lien,  p  >ur  élire  parfait,  demande  deux 
léchons  à  la  fois,  et  chacune  toute  entière  1  In  .  Roberval  at- 
taque  van  Schooten  :  «  Je  fcay  que  Monfieur  Schoten  tache  d'ex- 
eufer  la  faute  de  fon  auteur.  Mais  je  voudrais  pour  l'honneur  de 
ce  feauant  homme,  qu'il  cuti  eu  moins  de  complaifance  pour  r. 
cartes  »  (3i  1).  Ensuite  Huygens  tâche  de  convaincre  van  Schooten 
de  la  vérité  (3 17)  el  eu  fa  il  pari  à  Roberval  I19  .  Ces  efforts  oe 
réussissent  pas  de  suite  (32o),  ce  qu'il  communique  aussi  .1  R 
berval  (  >m)>.  Enfin,  dans  une  seconde  tentative,  <'ù  entre  un  cas 
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particulier  intéressant  (356),  il  a  plus  de  succès  (358).  Ce  cas 
particulier  (356,  •><)<),  joi)  prouve  en  même  temps  qu'il  est  pos- 
sible que  le  lieu  se  compose  de  deux  hyperboles,  comme  le  pré- 
lend  de  Rober\ .il . 

0.  Mwim\  ii  \iim\i\,  —  D'abord  il  s'agil  du  problème  proposé 
par  de  Fermai  àTorricelli  et  par  Torricelli  à  \  iyiani,  un  problème 
d'après  \  iviani,  quod}  ut  vera  fateor,  nonnisi  iteratis  oppug- 
nationibus  tune  nobis  sincère  datum  fuit.  Huygens  en  fait 
connaître  la  solution  (i3p,);  plus  loin,  il  est  question  d'une  ex- 
tension (739).  De  plus,  la  Correspondance  de  Huygens  et  de 
Sluse  nous  donne  trois  autres  problèmes  et  leurs  solutions  (3g4? 

197,398). 

»..  Le  problème  d'Alhazen.  —  Huygens  communique  à  de  Sluse 
le  problème  du  point  de  réflexion  d'un  miroir  sphérique,  dont  il 
s'esl  occupé  à  mainte  reprise  (3()<)).  Ce  problème  reparaîtra  dans 
les  \  olumes  suivants. 

(I.  Le  Livre  du  père  Gregorius  a  Sancto  Vincentio  sur  la  qua- 
drature du  cercle  forme  le  sujet  de  plusieurs  Lettres  du  premier 
Volume.  Mersenne  le  mentionne  le  premier  (25);  il  le  trouve 
«  extrêmement  long  &  ennuyeux  »  et  dil  que  de  Beaune  «  y  a  trouué 
des  paralogifmes  ( 1  )  »  (49).  Après  la  lecture  du  Livre.  Huygens 
s'adresse  immédiatement  à  l'auteur  même.  Il  lui  indique  des  fautes 
el  le  prie  de  révoquer  les  'Dièses,  afin  qu'il  ne  soit  contraint  de 
les  réfuter  (96).  Celte  Lettre  montre  à  merveille  l'urbanité  et  la 
douceur  du  caractère  de  Huygens.  Car  il  ajoute  :  «  Id  autem 
maxime  delidero,  ut  priufquam  fententijs  diflideamus,  mutuainter  nos 
amicitia  contrabatur  ».  La  réponse  de  Gregorius  (99)  est  très 
satisfaisante  :  «  Author  tibi  fum,  vt  quae  commentatus  es,  et  mihi 
et  totj  orbj  communices;  hoc  et  laudi,  nominis  tuj  adfcribam,  nec 
mini  paruo  honorj  ».  Huygens  en  est  content  et  dit  qu'il  publiera 
-;i  réfutation  t  100).  De  suite,  il  en  envoie  un  exemplaire  à  son  ad- 


O  Descartes  en  «lit  :  a  là  ce  qu'il  escrit  de  Proportionalitatibus  ne  me  semble 
d'aucun  usage,  pource  que  frustra  lit  per  plura  quod  potest  tieri  per  pauciora  » 
1 17",    1 18  ci  Opéra  varia,  |>.  3  \H  ). 
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versa  ire  (106),  (jui  lui  en  accuse  bientôt  réception  (i  1 1).  Et  quoique 
Huygens  remarque  que  Gregorius  ne  répond  à  ses  arguments  que 

par  des  politesses  (ii5),  la  correspondance  prend  une  tournure 
de  plus  en  plus  amicale  et  aboutit  à  une  visite  (128). 

La  brochure  en  question  parut  sous  le  titre  Kzi-y.z:z  ('),  à  la 
fin  du  Mémoire  Theoremata  de  quadratura  hyperboles,  ellipsis 
et  circuit  (Opéra  varia,  p.  3i 5).  On  \  trouve  la  première  quadra- 
ture de  l'hyperbole.  Par  rapporl  à  ce  Livre.  Kiimer  ;'i  Lôwenthurn 
déclare  :  «  De  his  fi  quœris  quid  fentiam;  fatebor  ingénue;  dixi 
ilico  :  fi  in  uiridi  ligno  (2)  haec  faciunt,  in  arido  quid  fiet?  Yide- 
bantur  enim  mihi  eiufmodi  Theoremata  Geometricam  etiam  cani- 
tiem  non  dedecere,  quae  Tu  in  uiridi  etiamnum  aetate  féliciter  inue- 
nisti  »  (i36).  Néanmoins  il  prend,  dans  la  même  Lettre,  le  parti 
de  Gregorius. 

e.  La  lecture  de  ce  qui  se  rapporte  à  la  courbe 

de  de  Sluse  est  particulièrement  intéressante.  De  cette  courbe  de 
S I use  propos*;  à  Huygens  la  quadrature,  la  construction  de  la  tan- 
gente en  un  point  donné  et  la  détermination  du  centre  de  gravité 
(4oi).  En  quelques  jours  Huygens  donne  les  résultats  cherchés 
dans  la  forme  la  plus  élégante  (4o3).  De  plus,  il  propose  les 
questions  à  van  Schooten  (4o8),  qui  lui  envoie  les  calculs  el 
quelques  particularités  se  rapportant  à  l'ordonnée  oiaxima,  au 
point  d'inflexion  el  à  la  tangente  par  I  origine  qui  touche  la  courbe 
ailleurs  (  f  19)-  Dans  cette  même  Lettre,  van  Schooten  propose  les 
mêmes  questions  par  rapport  à  trois  autres  courbes  que  lui  a  en- 
voyées son  ami  J.  I ludde  (  [3  i  1.  Ce  Hudde,  donl  dous  tenons  le 
théorème  connu  des  racines  égales  d  une  équation  algébrique, 
montre  ici  en  vrai  farceur.  Car  \\  mène  par  le  boni  du  nei  Huy- 
gens,  de  Slu.se  et  \;m  Schooten.  I  \es  trois  courbes  proposées,  la 
première  es I  représentée  par  a'2 x  \  y  a  '-'.  résultai  des  sub 
stitutions  x  =  y  -t-  ûs,   y      — x  dans  l'équation  (!<•  la  courbe  de 

de    Sluse.      \in>i,    la    première    courbe    de    llmlde    ne    diffère   de    la 

courbe  de  de  Sluse  que  par  la  position  par  rapporl   aux  axes  de 


(■)  Comparez  la  lettre  228  de  J.  Wallis  ave»   le  résultai 
{'■)  A  l'époque  de  la  conception  de  ce  travail  Huygens  a> 
Utill.  des  Sciences  nuit  hem.  1    \\  1 
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coordonnées  |  '  ij  el  la  seconde  courbe  «lu  sixième  ordre  s  obtient 
par  la  soustraction  des  ordonnées  correspondantes  des  courbes 
paraboliques  r-     :  ax  et  y3=  a-x.  En  effet,  la  rationalisation  de 


■■ 


l  «'.111.111011  y      \  ax       \  ax-  aonne 

ce  qui  esl  précisémenl  l'équation  de  la  seconde  courbe  de  Hudde. 
Cette  déduction  géométrique  de  la  courbe  de  deux  courbes  para- 
boliques lui  permet  de  résoudre  sans  peine  les  trois  questions 
posées,  tandis  que  les  résultats  restent  cachés  à  ceux  qui  l'ignorent. 
La  Lettre  qui  révèle  le  secret  (436)  est  une  des  plus  curieuses. 
ajoutons  que  cependant  elle  manque  de  délicatesse  et  qu'il  ne 
sied  nullement,  même  si  Hudde  eût  été  bourgmestre  d'Amsterdam, 
charge  qu'il  occupa  jusqu'à  dix-neuf  fois  plus  lard,  de  conseiller 
Eïuygens  «  à  proposer  et  à  résoudre  dorénavant  au  lieu  de  questions 
aussi  inutiles  que  celle  de  la  courbe  de  de  Sluse,  qui  ne  valent  pas 
même  un  gâteau  à  l'huile,  des  questions  d'intérêt  public  »  (-). 

La  courbe  a2y  =  x2(a —  x)  rentre  dans  la  catégorie  générale 
des  courbes  aP+<?~ryr  =  xP(a  —  ./•)'/,  qu'on  appelle  les  perles  de 
de  Sluse.  Elle  esl  une  cubique  à  centre  (au  point  d'inûexion 
x  =  la,  y  =  o). 

L  M  ii  s  loin  |  jb'i  |,  il  est  question  d'un  rapport  remarquable  entre 
les  deux  pelles  a2y2  =  x3(a  —  x)  et  yk  =  x*(a  —  x). 

Par  rapport  à  la  combe  de  de  Sluse,  on  trouve  un  théorème 
intéressant  donné  par  van  Heuraet  (435).  Ce  théorème  s'ap- 
plique à  toutes  les  courbes  y  =  a  -f-  bx  -+-  ex2 -h  dx3. 

f.  Nous  axons  remarqué  que  I  tuygens  débuta  par  un  problème 
de  l'espace,  l'évaluation  de  l'aire  du  paraboloïde  de  révolution. 
|)i\  années  plus  lard,  il  revint  à  celte  surface  pour  en  donner  la 
complanation  (43g).  Celle  découverte,  qu'il  communiqua  à  de 
Sluse  |  (3g),  à  van  Schooten  (444)  e'  à  Gregorius  (678),  ne  larda 
pa>  à  exciter  l'admiration  de  ses  contemporains.  Dans  des  termes 


(  '  )  La  représentation  graphique  de  ces  deux  courbes  laisse  beaucoup  à  désirer. 

I  raducl  ion  du  texte  hollandais. 
1  >  -  le  milieu  du  second  Volume  la  Commission  a  ajouté  la  traduction  française 
l       1       ii. il  1  mdaiscs  de  quelque  importance. 
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très  bien  choisis,  de  SI  use  lui  apporte  des  félicitations  |  \\\  el 
Opéra  varia.  p.  [02).  Plus  Lard,  van  Heurael  (457)  (  '  )  el  Pascal 
(585)  obtinrent  le  même  résultat.  Ensuite,  Huygens  donna  aussi  la 
(|uadraturc  de  la  surface  des  ellipsoïdes  de  révolution  allom 
et  aplatie  (/\()6,  678);  de  ces  deux  résultats,  le  second,  qui  n'esl 
qu'une  transformation,  s'obtient  sans  intégration. 

g.    Nous  avons  à  parler  encore  de  lu  rectification  ci  de  la  qua- 
drature  de  quelques  courbes  pi;. nés. 

a.  Cercle.  —   On   trouve  deux  constructions  approximatives 
pour  la  rectification  de  la  circonférence.  La  première  (182,  i% 
est  de  Huygens,  la  seconde  <  827)  de  l'ambassadeur  P.  de  Chanut. 
(les  deux  constructions  reposent  sur  les  équations  approximatives 


ce h  2  tang  — 

12  5    17 


el  -  -+-  I  /  1  h-  sin2  -  =  -  -. 

2  1        \  8-2 


^j.  Cissoïde.  —  Géométriquement  Huygens  a  démontré  que 
l'aire  plane  comprise  entre  la  cissoïde  et  son  asymptote  est  égale 
à  trois  lois  l'aire  du  cercle  générateur    VBC  il   \    parvint 

d'une  manière  très  élégante  à  l'aide  de  la  relation  générale 

Aire  cissoïdale  APEFBA  =  Secteur  KI'.M       Corne  Kl I M 

\u  même  problème,  J.  Wallis  applique  son  Krithmé tique  des 
infinis  (56o). 

v.  Cycloïoe.  —  On  saii  (pie  la  Lettre  circulaire  adressée  par 
Pascal,  sous  le  pseudonyme  de  De ttonvilli us,  à  tous  lesgéomèti 
les  invitant  à  résoudre  ses  problèmes  sur  la  cycloïde  pu'.  5oo  . 
a  contribué  beaucoup  à  l'étude  de  cette  courbe.  La  Corres- 
pondance (pu  nous  occupe  peut  en  fournir  I  épreuve.  <  m  j  trouve 
des  contributions  importantes  a  l  étude  de  la  cycloïde  due-  à 
Huygens,  Wren,  Pascal  même,  de  Sluse  el  de  Fermât.  I»  1  nous 
ne  saurions  qu'effleurer  le  riche  matériel  compris  dan-  la  (  iorres 
nondanec. 


(')  Comparez,  par  rapport  à  van  Heuract,  les  Lettres 
|    !  Voir  Jig.   1  de  l.:  Lettre  is  I 
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Huygens  évalue  l'aire  du  segment  CYZ  dans  un  cas  particulier 
5o3);  il  se  trompe  dans  la  détermination  de  la  distance  lk  du 

centre  de  i^ i . i n  i i » '■  (5i6)  el  donne  les  vraies  distances  —-  (58o)  et 

(  i  -i.  -  —  —  ' —  )((  (()■> :  i).  La  première  rectification  de  La  courbe 

par  Wren  nous  est  communiquée  par  Mylon  (577).  \  Taule  de 
considérations  1res  subtiles,  Pascal  rectifie  les  cycloïdes  allongée 
el  raccourcie  en  réduisant  la  longueur  moyenne  du  rayon  vecteur 
d'un  cercle  à  la  moyenne  des  génératrices  d'un  cône  et  ensuite  à 
li  surface  courbe  d'un  cylindre  incliné  divisée  par  une  droite  (6 1 4). 
\\ce  beaucoup  de  sagacité  de  Sluse  détermine  une  courbe  parabo- 
lique )■''  =  '\~(i.i' :î.  qui  montre  un  rapport  très  remarquable  avec 
la  cycloïde  ordinaire  (638).  De  Fermât  prélehd  «  que  toutes  les 
roullettes  (')  allongées  font  efgalles  à  la  fomme  d'une  ligne  droicte  et 
d'une  circulaire,  et  que  toutes  les  roullettes  acourcies  lont  efgalles  à 
des  courbes  paraboliques  »  (727).  Dans  notre  langage,  il  dit  que 

la  longueur  s  =  Sa  f   \  /i- -\-  (1  —  n-)z-  dz  de  la  cycloïde 

•  0 

x  —  a{\  —  cos©), 
y  =  na(<o  -+-  sin  cp) 

s'évalue  parles  expressions 

\n-(i  ,  ,  \n'la      .       H-y/i  — n2 


[a arc  sec/i     ou     <\a-\ — -  — —  10 

y/ '  n'1 —  r  y/i  —  n'1 


n 


selon  qu'on  a  n  >  i  ou  n  <C  T     Pour  n  =  y/2,  la  première  expres- 
sion donne 

î  a  h-  2 ait, 

résultai  menl ionné  par  de  Fermai. 

Enfin,   Huygens    nous  fait  connaître   la  développée  de    la  cy- 
cloïde (817)  | 2). 


(  ')  Roulette  el  trochoïde  -"ni  des  aoms  \icillis  de  la  cycloïde. 

(-)  Que  Huygens  lui  même  se  réjouit  de  cette  découverte,  et  qu'il  estimait 
van  Heuraet,  <|ni  donna  la  rectification  ingénieuse  de  la  courbe  parabolique 
1  a  b  prouve  la  citation  :  «  Subtilifïïmo  llcuratio  non  difplicebit  opinor  haec 
inventif);  nam  inihi  quidem  omnium  tel  ici  ili  ma  videtur  in  quas  unquam 
inciderim      (691  ). 
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0.   Hyperbole   et    parabole.    —   Huygens  exprime    l'aire   d'un 
segment  hyperbolique  à  L'aide  d'une  parabole  dépendante 

Si  l'on  représente  ces  deux  courbes  par  les  équations 

b    , 

y  =  —  \f ./'- —  a1         el  v-  =  >./'  r, 

la  réduction  esi  représentée  par  1  équation 


\p'2   I  \l x1  —  a1  d.r  —  \a-  j       //>-— }'-  dy  =  a*\/<ï- 


M'1- 


clans  laquelle  les  parties  logarithmiques  du   premier  membre  se 
détruisent.  De  plus,  il  chercha  le  centre  <!••  gravité  du  segment 

\  I J  F 

hyperbolique  (~o?>).  Si  l'on  pose  -       =  -  =:  //.  on  trouve 

QO  .  DB        n\  n  --■>  . 
0\  '  BA  ==  'i{n  +  \f-' 

Pour  n  =  2  et  n  =  3,  ce  rapport  anharmonique  est  égal  à  j  el 
comme  Huygens  prétend.  Ensuite,  de  Fermai  exprime  la  suri 
engendrée  par  la  rotation  de  la  parabole  r-  =  ■>./>. r  autour  d'une 
de  ces  ordonnées  jKo ;|  l'aide  d'un  rectangle  el  do  deux  li\  perboles 

^  =  —  \l x-  —  jc\  et  y  ~  y/'i;- — T7,I}1  (7^5).   Enfin,    il   remarque 

(pu;  la  longueur  de  lare  d'une  courbe  parabolique  | j  :  ■  -  -  _..   )  • 

depuis  l'origine  (jusqu'au  point  yo  =  -$&),  esl  égale  à  celle  de  la 

spirale  r  =  a(  1  —  —  J   comprise  entre  les  points  <p:   :o  et  ç 
(756). 

A.  En  signalant  lit  position  de  Huygeos  ;'i  I  égard  des  Mathéma- 
tiques pures,  nous  avons  remarqué  qu  il  ne  s  esl  p.i^  distingué  par 
la  sol  ut  ion  des  problèmes  de  Fermât,  qui  se  rapportent  à  la  théorie 
des  nombres.  Il  e>t  juste  que  nous  5  ajoutions  à  présent  que  pai 
l'intermédiaire  de  I*.  de  Carcavy,  \\  s'est  développé  \\\\  commerce 
très  vif,   relatif  à  des  problèmes  de  chance  entre  de    Fermai  «1 

I  lu\i;eiis. 

D'abord  on  trouve  en  version  hollandaise  1    s  1    et  latin< 
une  partie  de  la  contribution   De  ratiociniis  in  ludo  ateo    de 


PREMIÈRE   PARTIE. 

Huygens  aux  E xercitationes  Mathematicce  de  van  Schoolen.  En- 
suite i  3oi  )  de  Fermai  communique  les  résultats  de  quelques  pro- 
blèmes de  Huvgens,  el    Huygens  en    fail  connaître  les  solutions 
I08,  309).  Enfin,  il  esl  question  de  quelques  autres  problèmes 
lus  par  de  Fermai  |  336  1,  etc. 

II.        Sciences  physiques. 

\  l'âge  de  17  ans  Huygens  écril  à  son  frère  aîné  :  «  AB  eft  une 

hauteur  de  laquelle  on  laille  tomber  un  poids  C,  je  demonftre  qu'au 
premier  temps  de  fa  cheute  il  pa lie  un  efpace  comme  icy  CD,  au  le- 
cond  temps  efgal  au  premier,  3.  de  tels  efpaces,  et  vient  jufques  en  E. 
au  troisième  5.  espaces,  au  quatriefme  7,  et  qu'ainfy  continuera  à 
faire  chafque  lois  encor  de  plus  grands  progrez,  adjouilant  au  dernier 
toufjours  deux  lois  le  premier  efpace;  mais  il  ne  faut  pas  coniiderer 
la  resistence  de  l'air,  qui  cause  à  la  fin  (li  le  poids  tombe  d'une  fort 
grande  hauteur,  quelque  pelant  qu'il  foit)  qu'il  parvient  à  un  point, 
d'où  il  commence  en  temps  efgaux  de  faire  des  progrez  efgaulx.  Outre 
cecy  j'ay  demonitré  que  s'il  elt  jette  de  quelque  collé,  qu'il  deferit  une 
parabole;  de  tout  cecij  et  encor  d'une  infinité  de  chofes  qui  en  dé- 
pendent, je  n'ay  jamais  fçeu  la  demonftration  avant  que  de  l'inventer 
moy  mefme  »  (11). 

L'auteur  de  ces  lignes  étail  évidemment  un  examinateur  indé- 
pendant, de  qui  1  on  pouvail  prédire  qu'il  n'accepterait  rien,  dont 
il  ne  se  fui  convaincu  par  des  recherches  personnelles.  Et  toui 
ce  que  les  trois  \  olumes  de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  com- 
plètes nous  communiquent  par  rapport  aux  travaux  physiques  de 
Huygens  confirme  ce  jugement.  Toul  de  suite  Huygens  se  dé- 
barrassa de  quelques  opinions  erronées  émises  par  Galilei,  Des- 
cartes  el  leurs  adhérents.  Nous  faisons  allusion  à  trois  sujets  im- 
portants, la  forme  de  la  chaînette,  la  loi  de  la  percussion  des 
corps  solides  el  la  propriété  principale  des  lentilles  sphériques. 

«  La  demonlhation  de  ce  qu'une  corde  ou  chaîne  pendue  ne  faict 
point  une  parabole,  et  quelle  doit  eltre  la  prefïion  fur  une  corJe  ma- 
tematique  ou  sans  gravité  pour  en  faire  une  »  (1  \)  est  un  des  pre- 
miers coups  d  aile  du  génie  du    jeune    Huvgens  (20,  21,  22);  (die 

esl   simple  ci  concluante.  A  la  vérité    Mersenne  en   déclare  (pie 
Huygens  «  s'est  furpaffe  foymefme     1  ■'.{). 

f)n  saîl  que  la  Société  Kovale  de  Londres  proposa  en  1668  la 
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question  du  choc  des  corps  solides  et  que  Huygens,  \\  allisel  \\  pen 
l'ont  résolue  peu  après.  Cependant  la  Correspondance  montre 
que  Huygens  disposait  déjà  en  1662  de  toute  ta  théorie  de  la  per- 
cussion centrale  des  boules  parfaitement  élastiques.  Il  écril  à  van 

Schooten  :  «  Corpus  A  fertur  verfusB,  limulque  B  vertus  A.  Estque 
B  duplo  majus  quam  A,  fed  A  duplo  celerius  moveturquam  B.  Quid 
tiet  pottoccurfum  mutuum  inC?Egodico  utrumque  eâdem  qua  venit 
celeritate  rétro  actum  iri.  Vult  enim  Cartel! us  corpus  A  nullo  pado 
movere  polie  B  majus  exiftens,  fi  hocquiefcat.  Quomodo  igitur  ipfum 
repellet  tibi  occurrens?  nam  hoc  quidem  multo  videtur  difficilius  » 
(i3o).  Mais  van  Schooten  reste  fidèle  à  Descartes,  car  il  répond  : 
Dico  corpus  B  ipli  A  occurrens  in  C  debere  pergere  verfus  finistram, 
ita  quidem  ut  nullam  fui  motus  partem  amittat,  nec  novum  motum 
recipiat;  fed  A  refiliens,  fervatâ  celeritate  fuâ,  rétro  aclum  iri 
(i3i)C). 

On  rencontre   l'autre  question,   celle  des  lentilles   sphériques 
dans  les  mêmes  Lettres.  Huygens  écrit  à  van  Schooten  :  •  N  une  au- 
tem  in  dioptricis  totus  lum,  et  nuperrime  elegans  inventum  obtigit, 
cujus  ope  telefcopium  multo  quam  cetera  perfeclius  me  c  mftruclu- 
rum  arbitror,  fi  modo  artificem  reperire  queam  experientem.  Illud 
autem  inventum  eft,  quod  radios  ad  punchnn  uiuim  tendentes  ope 
fuperriciei  fphaericae  ad  aliud  punclum  propius  vel  longinquius  co 
pofle  demonftravi,  idque  praecite.  Et  confequenter  quod  venientes 
puncto  uno,  fimili  luperficie  infleclere  licet  quafi  à  punclo  veniant 
propriori  vel  remotiori.   Haec  autem   Cartefius    per  fuperficies  cur- 
vas  antea  ignotas  artificioie  molitus  est,  fed  quae  nulla  ratione  1 
liri  poflent  »  (i3o).   Ici,  au  lieu  de  contredire,  van  Schooten  ex 
prime  son  doute  :  nefeio  an   fatis  accuratè,  quae  de  Refraclionum 
Ugibus  tradidit,  examinaveris       1  >i). 

On  pourrail  croire  que  dans  cette  dernière  question  les  points 
de  vue  de  Descartes  el  de  Huygens  sonl  tout  à  fail  différents,  lu 
effet,  tandis  que  Descartes  avail  donné  dans  ses  ovales  la  solution 
rigoureuse  du   problème  de   réunir  en   un   seul   point  les   rayons 

ÎSSUjS   d'un   autre,    solution    qui    n'admellail    pas   i\<^    applications, 

Huygens  par  sa  solution  approximative  construise  des  lentilles  de 
grande  utilité  pratique,  malgré  leur  aberration  sphérique.  <  lepen 
danl  il  nous  semble  que,  dans  I»'  passage  cité,  Huygens  fait  allu- 

(  »)  (  'omparez  les  Letl  rcs  1 35      iiippl^im  nt  «lu  t.  III),  j    •  1  :    i 
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sion  .m  cas  particulier  «lu  cercle  comme  ovale  <lc  Descartes.  Si  u 
el  v  représentent  les  distances  d'un  poinl  aux  points  \  et  l> 
d'issue  el  de  réunion  des  rayons  lumineux,  l'équation  différen- 
tielle   .  -  =  —  n   du   problème   en    question    admel    la    solution 

//  —  nv  — .-  c.  Nous  croyons  que  l'invention  de  Huygens  se  rapporte 
au  cas  c  o,  auquel  Descartes  u'a  pas  fait  attention.  Si  cette 
supposition  s'accorde  avec  la  vérité,  la  solution  de  lluygcns  est 
matbématiquemenl  rigoureuse.  Cependant  elle  ne  Ta  pas  mené  à 

des  liniel  tes  perfeel  ionnées. 

Nous  venons  d'indiquer  les  deux  parties  de  la  Physique  dont 
Huygens  s'esl  occupé  par  préférence  :  la  Mécanique  et  l'Optique. 

Le  poinl  de  vue  de  Huygens  par  rapport  à  un  des  principes  les 
plus  importants  de  la  Physique  générale,  le  principe  de  la  conser- 
vation  de  l'énergie,  se  déduit  facilement  des  deux  citations  sui- 
vantes :  «  Mais  toutes  nos  inventions  »,  écrit-il  à  de  Carcavy,  «  vont 
estre  peu  considérables  fi  celle  de  l'Allemand  Johannes  Joachimus  Be- 
cherus  s'effe&ue,  ou  s'il  ne  nous  trompe  pas,  car  il  m'a  allure,  m'ayant 
esté  veoir  icy,  qu'il  a  coniiruit  un  mouuement  perpétuel  à  Mayence, 
qui  continue  d'aller  depuis  fix  mois.  Et  hier  il  m'en  envoya  les  figures 
qu'il  a  fait  graver  en  deux  grandes  planches  à  Amsterdam.  L'on  ne 
peut  pas  pourtant  comprendre  le  fecret  de  l'invention  par  ces  figures, 
devant  que  de  voir  la  description  qu'il  en  promet,  ayant  par  tout 
adjoustè  de  lettres  et  des  nombres.  Seulement  l'infcription  tient,  et 
l'on  le  voit  à  peu  près  que  l'une  des  machines  (car  il  a  deux  inven- 
tions diverfes)  est  purement  mechanique  et  l'autre  physico-mecha- 
nique.  Pour  celle  cy  la  choie  ne  me  paroit  pas  tout  a  fait  impofïlble. 
mais  de  l'autre  j'advoue  qu'elle  palle  ma  croyance  »  (722).  Au  fils 
de  Simon  Stevin,  qui  lui  avait  envoyé  une  brochure  tendant  à 
démontrer  l'impossibilité  du  perpetuum  mobile,  il  écrit  :  «  Ce 
n'est  pas  une  affaire  de  peu  d'importance  que  dans  votre  Livre  vous 
avez  entrepris  de  démontrer.  Quant  à  moi,  je  crois  de  même  qu'il  est 
impoflible,  ratione  mechanica;  même  il  est  incompatible  avec  les 
principes  dont  je  me  suis  toujours  servi.  Mais  il  ne  semble  pas  poifible 
iVen  donner  une  démonstration  si  évidente  qu'on  ne  trouvera  toujours 
personnes  qui  aspirent  à  l'impoffibilité  en  cherchant  à  tromper 
la  nature  1   (749)  (*)• 


I  1  . 1  •  1 1 1 1  I  i"n    'In    textl     li"l  l.i  imI.i  1 
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Toutes  les  recherches  optiques  de  Huygens  se  basent  sur  la  l«»i 
de  la  réfraction  Lrouvée  par  Snellius.  Il  donna  (  i  35  une  construc- 
tion exacte  des  foyers  principaux  (rime  lentille  sphérique  el  con- 
naissait donc  la  formule  -  = h  -—7—  •  H  s'occupa  de  I   il 

x  r  r  ' 

ration  sphérique  (1 53).  Il  donna  une  détermination  exacte  de 
l'indice  de  réfraction  de  l'eau  en  l'air  à  l'aide  de  l'angle  sous  lequel 
on  voit  le  rayon  de  l'arc-en-ciel;  de  plus  il  résolu!  le  problème 
inverse  (  1 53).  De  cette  découverte  il  déclare  :  «  ego  certè  cum  in- 
venilïem,  non  parum  gavifus  fum  »  La  solution  du  premier  de  1 
problèmes,  donnée  par  H  u  y  gens  en  i653,  es!  donc  attribuée  à 
tort  à  l'astronome  Halley  (  *  ). 

Au  sujet  de  la  réfraction  dans  une  goutte  d'eau,  on  trouve  dans 
la  Correspondance  une  petite  controverse  entre  Huygens  el 
Kinner  à  Lôwenthurn  (162,  [72,  176,  177)  où  lu  vérité  esl  «lu 
coté  de  Huygens.  Celui-ci  aborde  de  même  !«•  phénomène  très 
rare  des  parhélies.  Il  faut  avouer  qu'on  n'en  rencontre  pas  encore 
une  explication;  nous  apprenons  seulemenl  que  Huygens  croil 
l'avoir  trouvée  (77-"),  874).  De  toute  part,  il  cherche  à  obtenir  des 
dessins  et  des  descriptions  de  cas  intéressants  ;  un  de  ces  dessins, 
envoyé  par  J.  Hévélius,  a  été  reproduit  dans  le  t  roisième  \  olume. 

Les  recherches  dans  chacune  des  deux  directions  que  nous  ve- 
nons d'indiquer,  ont  mené  Huygens  à  des  applications  impor- 
tantes, à  la  construction  des  horloges  à  pendule  el  des  lunettes. 

Les  contributions  les  plus  importantes  de  Huygens  à  la  M< 
nique  sont  renfermées  dans  son  Livre  «  Horologium  oscillatorium 
qui  ne  parut  qu'en  [673.  Doue  plusieurs  découvertes  «pu  \  lurent 
publiées  sont  d'une  date  postérieure  au  3i  décembre  1661,  où  se 
ici-mine  la  (  Correspondance  parue  jusqu  à  présent .  Unsi  la  Lettre 
du  8  décembre  io'j(>,  dans  laquelle  Mersenne  propose  de  chercher 
une  règle  pour  la  détermination  du  centre  de  percussion  d  un 
triangle,  porte  le  subscriptum  :  «J'ay  trouué cette  règle  en  1 
Ce  Horologium  oscillatorium  (Opéra  varia,  p.  i5)  ne  doil   pas 
être  confondu  avec  le  Horologium  (Opéra  varia,  p,  1  .  brochure 
parue  en  1 658  (5i  i),  < j  1 1  i  ne  conlienl  que  la  description  de  I  w 
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loge  à  pendule,  l'.ir  rapporl  à  ce  petil  travail  important  J.  Cha- 
pelain  lui  écril  :  Vous  ne  meulTiés  pu  rien  refpondre  de  plus 
agréable  que  ce  que  j'ay  veu  et  leu  dans  le  Plan  de  votre  merueilleufe 
Horloge,  et  dans  le  Difcours  qui  luy  lert  d'explication.  l'y  ay  re- 
marque vue  imagination  trefféconde,  vn  jugement trefïblide,  vn ordre 
irefclair,  vn  stile  trefpur  et  treffacile,  et  enfin  des  londemens  d'vfage 
pour  d'admirables  choies,  fi  vous  les  exécutés  comme  il  femble  que 
vous  vous  y  engagiés  »  <  5  {3  ). 

I  h  coup  d'œil  rapide  sur  le  très  grand  nombre  de  pages  citées 
sous  les  articles  Horloges,  Lentilles,  Lunettes  et  Œuvres  (floro- 
logiuniy  llorologium  oscillatorium,  Dioptriea  )  dans  La  Table  mé- 
thodique à  la  lin  des  Volumes  suffit  à  démontrer  qu'il  est  impos- 
sible d'indiquer  toutes  Les  richesses  de  la  Correspondance  et  que 
nous  avons  à  nous  restreindre  à  quelques  remarques  générales. 

Le  nom  «  horologium  »  se  rencontre  pour  la  première  fois  dans 
le  sommaire  d'une  Lettre  de  Huygens  à  Wallis  (337)  de  sep- 
tembre iô*56.  Le  premier  modèle  est  achevé  le  a5  décembre  \(')^C). 
\u  mois  de  juin  de  i(i,)y,  Huygens  en  montrait  la  construction  à 
loul  le  monde.  \u\  derniers  jours  de  i65-  ou  aux  premiers  jours 
de  [658,  il  fit  dresser  une  grande  horloge  à  pendule  au  clocher 
du  village  de  Schéveningue  près  de  la  Haye. 

Les  ennuis  que  procurent  trop  souvent  à  l'auteur  d'une  inven- 
tion importante  les  réclamations  de  priorité  tardives,  mal  fondées 
ou  suspectes,  de  personnes  qui  prétendent  avoir  eu  la  même  idée, 
ou  avoir  déjà  rencontré  quelque  chose  de  pareil,  ne  lurent  pas 
épargnés  à  Huygens.  Il  s'en  plaint  dans  une  Lettre  à  de  Car- 
eaw  (722)  :  «  C'est  une  choie  eitrange  »,  écrit-il,  «  que  perfonne 
devant  moy  n'ait  parlé  de  ces  horloges,  et  qu'à  cette  heure  il  s'en  dé- 
couvre tant  d'autres  autheurs  ».  La  remarque  paraîtrait  trop  mo- 
dérée vis-à-vis  des  termes  imprudents  dans  lesquels  Léopold  de 
Vlédicis  lit  connaître  à  Boulliau  sa  première  impression  en  rece- 
vanl  la  description  de  l'horloge  à  pendule:  «  certo  è  che  l'Inven- 
zioneè  bella,  ma  non  ii  deve  detraudare  délia  gloria  douutali  al  nostro 
Signore  per  fempre  ammirabile  Galileo  »  (&o4a).  Hardiment  Boulliau 
pril  le  parti  de  Huygens  pour  le  défendre  contre  l'injuste  suspicion 
du  trop  zélé  admirateur  de  Galilée  :  «  Hune  virum  »,  répond 
Boulliau,  «h  parlanl  de  Huygens  :  «  adeo  fincerum  ac  procul  ab 
omni   jaclantia   &    m   xevooo^'a  alienum  noui,  ut  cujufquam    famae 
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aliquid  detrahere  quo  fuatii  augeat,  ne  cogitando  quidem,  noJit 
(Ooo/').  LéopoJd    s'est  empressé  de  retirer  loyalement  ce  que  sa 
première  communication  pût  avoir  de  désobligeant  envers  1 1 u  \  - 
gens  (62  \a). 

Les  passages  cités  son!  extraits  d'une  série  de  lettres  et  d<>- 
cuments  trouvés  dans  La  Bibliothèque  nationale  de  Paris  par 
M.  Bosscha,  Secrétaire  de  la  Société  hollandaise  des  Sciences,  1  1 
membre  de  la  Commission  de  rédaction.  La  pièce  la  plus  impor- 
tante de  cette  collection,  qui  se  trouve  insérée  dans  le  supplément 
du  tome  II,  es!  le  fameux  Mémoire  de  \  iviani,  que  quelques  ail- 
leurs italiens  du  commencemenl  de  ce  siècle,  Venluri,  Mbèri  el 
autres  ont  allégué  pour  prouver  que  Galilée  a  eu  l'idée  d  appliquer 
le  pendule  aux  horloges  cl  que  son  fils  \  incentio  en  a  commei 
l'exécution  sans  toutefois  pouvoir  réussir.  Nous  ne  pouvons  entrer 
ici  dans  celle  discussion,  qui  a  eu  un  certain  retentissement  en 
Vllemagne  à  la  suite  des  écrits  de  MM.  Gunther  el  Gerland.  Nous 
nous  bornerons  à  signaler  La  Correspondance  de  Léopold  de  Médicis 
et  de  Boulliau  sur  celle  question,  publiée  pour  la  première  fois  <  11 
cniier  dans  les  Œuvres  complètes  de  Christiaan  Huygens;  elle 
contient  le  lexte  authentique  du  Mémoire  cité  de  Viviani.  < 
pièces  fournissent  des  données  nouvelles,  don!  la  portée  -<'  trouve 
indiquée  succinctement  dans  lc->  Noie»  qui  accompagnenl  le  texte. 
On  y  remarquera  les  nombreuses  altérations  et  mutilations  que  le 
Mémoire  original  de  Viviani,  envoyé  par  le  prince  I  pold  à 
Boulliau  et  conservé  dans  la  Bibliothèque  nationale,  a  subi  de  la 
part  des  premiers  éditeurs  italiens 

l  u  autre  exemple  du  peu   de  respect  avec  lequel  son!  traités 
quelquefois  des  documents    historiques   est   fourni   par   une   des 
Lettres,  qui  se  trouvent  ajoutées  à  la  Correspondance  du  prince 
Léopold  avec  Boulliau.  C'est  la  lettre  par  laquelle  Galilée  oflï 
aux  Liais  Généraux  des  Pays-Bas,  le  projet  resté  incxi  cuté  et,  en 
réalité    inexécutable,    de   déterminer  les   longitudes    sur  mer  au 
moyen  des  apparences  des  satellites  de  Jupiter.  Dans  le  texte  ori- 
ginal de  celle  lettre,  conservée  dans  les  archives  du  royaume  d<  - 
Pays-Bas,  et  reproduite  <\.i\^  le  supplémenl  du  tome  III    6^3 
Galilée  reconnaît  à  deux  reprises  que  la  lunette  est  une  invention 
hollandaise.  Il  appelle  Lui-même  «  Tubo  Olandico  ■  l'utile  instru 
ment  qu'en  l'honneur  du  philosophe  toscan  on  continue  d<   n< 
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mer  l.t  lunette  de  Galilée.  Les  premiers  éditeurs  italiens  onl 
simplement  supprimé  les  deux  passages.  Dans  les  Actes  de  l'In- 
stitut royal  de  \  enise,  M.  Favaro  n'a  pas  craint  de  signaler  cette 

niiiti  lai  ion  (  '  ). 

III.  -  Sciences  astronomiques. 

\  l'aide  de  ses  lunettes,  Eïuygens  découvrit,  cmi  mars  i655,  un 
des  satellites  de  Saturne.    Le   i3  juin   [655,   il  en  lit  mention  à 

Wallis  dans  une  anagramme:  «  Perfpicillum  mihi  nuper  paravi 
ipfe  12  pedum  longitudine,  quo  vix  aliud  praeftantius  reperiri 
cxiltimo  quam,  quum  antehac  nemo  viderit,  quod  ego  recens  obier- 
vavi.  Scribitur  autem  tranlpoiitis  literis  in  hune  modum  :  admo- 
vere,  etc.  »  (27.4).  Ce  n'est  qu'en  mars  i656  qu'il  publia  sa  décou- 
verte el  expliqua  son  anagramme  dans  le  petit  Mémoire  De  Sa- 
lurni  luna  observatio  nova  (Opéra  varia,  p.  52i)  (267).  En 
attendant,  Wallis  envoya  à  Huygens  une  autre  anagramme  à  un 
grand  nombre  de  caractères  (277),  qu'il  n'expliqua  qu'après  J'ap- 
parition  de  l'opuscule  de  Huygens  (278).  Wallis  a  déclaré  lui- 
même  que  son  anagramme,  assez  prolixe  pour  en  tirer  tout  ce 
qu'on  voulait,  n'avait  été  proposée  par  lui  que  pour  mystifier 
Huygens  et  les  savants  anglais.  Une  annotation  de  Huygens  au 
pied  de  la  Lettre  277  de  Wallis  indique  que  celui-ci  n'a  pas  réussi 
à  faire  des  dupes  de  sa  plaisanterie,  qui  nous  paraît  d'un  goût 
douteux. 

La  seconde  découverte  à  laquelle  Huygens  a  été  mené  par  le 
supériorité  de  ses  lunettes  est  celle  de  l'anneau  de  Saturne. 
(  iomme  le  prouve  une  seconde  anagramme  publiée  à  la  fin  de  son 
opuscule  sur  la  lune  de  Saturne,  il  l'a  faite  en  mais  i656  (premier 
dessin  de  Saturne  sous  la  Lettre  217).  Il  communiqua  cette  dé- 
couverte  importante  d'abord  à  Boulliau  (443),  puis  à  Chapelain 
1  [77);  ensuite,  il  la  publia  en  août  1659  dans  son  Systema  Sa- 
1 11  r ni  11  m  (Opéra  varia,  p.  .">?.-)  (648). 

Le  problème  de  la  cause  des  apparences- différentes  de  Saturne 
a  excité  vivement  l'intérêt  des  contemporains  de  Huygens.  Hévé- 


[]  esl  digne  d(  remarque  <\\\c  l'histoire  des  lunettes  de  Huygens  esl  comprise 
dans  ses  Lel  1  res. 
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lius  en  avait  donné  une  théorie  dans  son  «  De  Saturni  nativa  facie 
(319).  Jl  parle  de  «  Saturnus  trifphaericus  ».  c<-  qui  fait  supposer 
à  Huygens  que  les  lunettes  d'approche  <h-  Hévélius  û'étaien!  pas 
excellentes.  De  Roberval  cherche  à  expliquer  l<-^  apparences  à 
l'aide  d'exhalations  de  La  planète  (3 2^  1.  Remarquons  que  Huygens 
commence  sa  réfutation  des  idées  «le  Roben al  par  lr>  mots  :  Yoltre 
hypothele  pour  Saturne  est  certainement  trelbien  imaginée  »\  >2g   . 

11  va  sans  dire  que  l'explication  de  Hujgens  ne  lut  pas  goûtée 
immédiatement  de  tout  le  monde.  En  effet,  la  supposition  d'un 
anneau,  invisible  pendant  quelques  périodes  el  suspendu  librement 
dans  l'espace,  n'était  pas  ordinaire.  \u  lieu  de  s'étonner  des  doutes 
([ne  rencontrait  la  théorie  de  Huygens,  il  faul  plutôt  admirer, 
comme  le  fit  (railleurs  Huygens  lui-même,  la  sagacité  de  Chapelain 
à  lever  la  seconde  difficulté  en  supposant  L'anneau  composé  d'une 
série  de  lunes  «  coite  a  coite,  pour  remplir  le  cercle  d'vn  terme  à 
l'autre»  (725,  748).  La  Correspondance  contienl  des  matériaux 
précieux  par  rapport  à  l'opposition  faite  à  l'explication  de  Huy- 
gens.  (liions  d'abord  l'histoire  amusante  du  défi  d'Eustachius 
Divinus  (7^7),  l'expression  «  tua  machina  annulans  lit  venia 
verbo)  »,  dont  se  sert  I  tévélius  (758),  les  expériences  des  membres 
de  l'Académie  de  Florence  (774)5  '(>>  réflexions  de  \.  Borelli 
(796,  797)  et  de  L.  Magalotti  (7<rs  I,  el  ensuite  les  additions  à  la 
théorie  de  Frenicle  de  Bess^  (894,  901)  el  Wren  i<)>i-  Par  rap- 
([ort  à  ces  additions,  Huygens  écrit  à  M.  Moraj  :  «  J'ay  grande  con- 
fiance que  les  obfervations  de  deux  années  lui  Liantes  renverleront 
toutes  ces  belles  penfées  et  jullirieront  mon  hypothefe  u  (940).  i  3 
mots  montrent  que  Huygens  cherchait  à  éviter  les  spéculations 
s'il  pouvait  disposer  d'observations.  Combien  il  désirait  ardûmenl 
de  les  Taire,  prouvent  les  mots  :  «  H  me  tarde  fi  fort  de  Les  appliquer 
(mes  lunettes)  derechef  à  Saturne,  que  \c  donnerais  volontiers 
reste  de  Telle  pour  avoir  Thyver  »  | 

Immédiatement  après  l'invention  de  I  horloge  à  pendule,  Huy- 
gens tâcha  de  l'utiliser  à  la  détermination  des  longitudes  sur  mer. 
Le  1  2  janvier  [657,  il  écrit  à  van  Schoolen  :  ■  Inveni  hifeediebus 
novam  horologij  l'abricam,  tam  accurate  tempora  dimetientis,  ut 
non  parva  fpes  lit  Longitudines  ejus  ope  detinire  porte  utique  fi  per 
mare  vehi  patiatur  »  (368).  Cependant  les  difficultés  causées  par 
le  mouvement  des  navires  sont  si  grandes  que  Huygens  ne  réussit 
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n.is  encore  l  î'ss.  823).  Déjà  en  1 655,  Eïuygens  examina,  pour  les 
l.i.iis  Généraux  de  la  Hollande,  une  méthode  de  J.  Placentinus  à 
déterminer  des  différences  de  longitude  à  laide  de  culmmations 
de  la  Lune;  sa  critique  est  entièrement  correcte  <  21 4)- 

Pour  la  détermination  de  La  marche  des  horloges,  on  a  besoin 
de  connaître  l'équation  du  temps.  Sur  ce  sujet,  Huygens  échange 
quelques  Lettres  avec  BouLliau,  où  il  corrige  une  théorie  émise 
par  cet  astronome  (718,  723,  724,  943).  De  plus,  il  indique  des 
inadvertances  <le  Hévélius  dans  la  description  des  phases  de 
Vénus  (747),  et  s'occupe  d'une  transition  de  Mercure  (860,  861, 
866)  («). 

Terminons  en  souhaitant,  dans  l'intérêt  de  la  Science,  que  les 
membres  de  la  (  Commission  auront  la  satisfaction  d'achever  l'œu>  re 
grandiose  qu'ils  ont  entreprise.  P. -H.  Schot  te. 

<  Ironingue,  août  [891 . 


MOLENBROEK.         Théorie  der  Quaternïonen.    i   vol.   in-8°;   vii-284    p. 

Leiden,  E.-J.  Brill;  1891 . 

La  Théorie  des  Quaternions  que  publie  M.  Molenbroeketdont 
la  lecture  peut,  dans  une  large  mesure,  suppléer  à  la  lecture  des 
Livres  d'Hamilton  sur  la  matière,  diffère  essentiellement  des  diffé- 
rents Traités  élémentaires  publiés  sur  ce  sujet  en  ce  qu'elle  ne 
comporte  aucune  application;  c'est  la  théorie  seule  et  ses  déve- 
loppements les  plus  importants  que  M.  Molcnbroek  veut  exposer. 
\u  fond,  il  convient  de  le  reconnaître,  et  malgré  la  sécheresse 
qui  en  résulte,  la  clarté  \  gagne  :  le  lecteur  qui  a  la  patience  de 
suivre  ces  développements  abstraits  sait  toujours  à  quoi  il  a 
affaire;  il  ne  risque  pas  de  perdre  le  fi]  des  idées  qui  se  suivenl 
et    s'enchaînenl   avec   une  parfaite  rigueur;   il  est  juste  d'ajouter 


(  •  )  <  >n  trouve  un  compte  rendu  presque  exclusivement  des  points  remarquables 
pour  l'astronomi   dans     Sature  de  M.   V.-M.  Clerke  (t.   WWIII.  p.    ig3;   1.   XL, 

1.  \l.lll.  p.   \ 
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que  L'exposition  de  M.  Molenbroek  esl  très  celle  et,  sans  doute, 
les  applications  ne  présenteront  aucune  difficulté  pour  celui  <pii 
aura  étudié  son  Livre.  M.  Molenbroek  promel  d'ailleurs  d<-  pu- 
blier bientôt  un  exposé  systématique  des  principales  applications 
des  qualernions,  et,  d'après  le  Volume  donl  nous  rendons  compte, 
on  peut  être  assuré  qu'il  mènera  ce  travail  à  bien. 

La  Théorie  des  Quaternions  comprend  sepl  Chapitres. 

Après  avoir  exposé  les  définitions  el  propositions  préliminaires 
relatives  aux  vecteurs,  l'Auteur  défini I  géométriquement  le  qua- 
ternion  connue  le  quotient  de  deux  vecteurs,  c'est-à-dire  comme 
l'ensemble  des  opérations  (extension  el  rotation  »  qui  permettent 
d'amener  un  vecteur  sur  un  autre  el  traite  ensuite  de  l'addition, 
de  la  multiplication  et  de  là  division  des  quaternions,  el  en  par- 
ticulier des  quaternions  droits,  c'est-à-dire  don!  L'angle  esl  égal  à 

-•  On  esl  resté  jusqu'ici  dans  le  domaine  de  La  Géométrie  el  c'esl 

seulement  à  la  liu  du  second  Chapitre  qu'on  trouve  la  représeï 
tion  analytique  du  qualernion.  I);ms  le  Chapitre  suivant,  M.  M 
Lenbroek  traite  de  la  multiplication  dc>  vecteurs. 

Le  Chapitre  l\  esl  consacré  principalement  aux  équations  de 
la  Ligne  droite,  de  la  sphère  el  du  cercle.  <  )n  \  remarquera  d'in- 
téressants développements  sur  le  rôle  du  symbole  \  —  i  dans  la 
théorie,  et  sur  la  représentation  des  éléments  imaginaires,  repré- 
sentation (|ui  se  relie  à  des  idées  développées  par  M.  I  arrj  dans  le 
Congrès  de  V Association  française  /><>ur  le  développement 
Sciences  de  l'année    i  889. 

Dans  le  Chapitre  suivant,  l'Auteur  s'occupe  delà  diflerenlialion 
des  quaternions,  de  la  formule  de  Taylor  el  de  I  int<  gralion  des 
formules  différentielles.  Enfin  les  deux  derniers  Chapitres  son! 
consacrés  à  la  théorie  des  équations  du  premier  el  du  second 
degré.  '      I 
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Lettre  inédite  de  Descartes  à  Mersenne  du  2  novembre  1646. 

Descartes  ne  pouvait  prétendre  sérieusement  mettre  à  exécution 
les  menaces  de  sa  Lettre  précédente,  du  12  octobre;  il  avait  pro- 
voqué Roberval,  il  lui  fallait  rester  dans  la  lice.  Dès  qu'il  eut  reçu 
de  Mersenne  la  Lettre  de  Roberval  à  Gavendisli,  il  répliqua, 
comme  je  l'ai  dit,  par  la  pièce  Glerselier  111,  96,  qui  était  destinée 
à  rire  montrée. 

Le  même  jour,  en  envoyant  cette  pièce  à  Mersenne,  il  adressait 
à  celui-ci  la  Lettre  intime  ci-après,  qui  est  inédite  : 

«  Mon  Révérend  Père, 

»  Vous  verrez  ici  ma  réponse  à  la  Lettre  de  Roberval  et  je  vous 
puis  assurer  que  je  n'y  ai  mis  aucune  chose  par  passion,  mais  que 
j'ai  loui  simplement  écrit  la  vérité  de  mes  sentimens  sans  les 
déguiser;  seulement,  ai-je  été  plus  libre  dédire  mon  opinion  de  ses 
fautes  que  je  n'ai  coutume  d'être,  à  cause;  que,  le  voyant  obstiné  à 
médire  de  moi  sans  raison,  je  crois  qu'il  est  bon  que  le  monde 
sache  que  nous  ne  sommes  pas  amis,  et  ainsi  qu'on  ne  doit  pas 
croire  à  ses  paroles  ni  aux  miennes,  mais  seulement  peser  les 
raisons  de  pari  et  d'autre.  Pour  moi,  j'en  remarque  si  peu  de  son 
côté  que  j'admire  qu'on  lui  daigne  donner  audience,  et,  quoique 
j'aie  examiné  sa  règle  prétendue  (').  j(>  "'\  trouve  aucune  appa- 

(*)  Pour  trouver  les  centres  d'oscillation. 
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rencede  vérité.  Car,  outre  qu'il  prétend  donner  règle  d'une chi 
que  je  crois  ne  pouvoir  être  déterminée  par  raison,  mais  seule- 
ment par  expérience,  je  vois  qu'il   se  fonde  sur  ce   qu'il    p<  i 
qu'on  doit  rapporter  la  direction  de  tous  les  points  du  mobil< 
une  certaine  perpendiculaire,  ce  qui  est  cause  qu'il  prend  les  - 
cantes  de  tous  les  arcs  de  cercle,  et  tout  cela  me  semble  entière- 
ment hors   de   raison;   aussi    se  garde-t-il    bien   de    dir<     s   -   dé- 
monstrations prétendues,    desquelles   il    ne    manquerait    pas   de 
faire  parade,   s'il  pensoit   qu'elles  fussenl  vraies  et  que   je   n'en 
pusse  faire  voir  les  défauts.  C'est,  en  un  mot,  un   liomme  qui  est 
accoutumé  à  se  faire  valoir  parmi   ses  disciples  en   se   vantant   de 
savoir  tout  ce  qifil   ignore,   et  s'esl   acquis  quelque  réputation 
par  l'analyse  à    cause  qu'il  s'esl   rencontré  à   Paris  en   un  temps 
qu'il   n'y  avoit  que    lui    qui  y  sût   quelque   chose;    mais  en   cela 
même,   il  n'est  pas  des  plus  savans,  comme  il  a  paru  par  les  deux 
calculs  que  j'avois  laissés  en  mes  solutions  et  que  M.  de  Beaune 
lui  acheva  (1  ). 

»  La  démonstration  du  solide  hyperbolique  infini  est  forl  belle 
au  regard  de  Torricelli  qui  l'a  trouvée;  mais  ce  n'est  rien  au 
regard  de  Roberval  pource  que  l'ordre  des  propositions  que  Tor- 
ricelli lui  avoit  données  ne  pouvoit  manquer  de  I  \  conduire    - 

»   Et  pour  sa  roulette  (  !  |,  ce  n'est  qu'une  question  particul 
qu'il  a  pu   trouver  par  hasard   <i  suis  grande  science;  en  toute 
autre  chose,  je  ne  remarque  en  lui  aucun  esprit  ci  ce  que  \<>u> 
dites  qu'il  lui  faut  deux  ou  trois  mois  à  faire  une  mauvaise  lettre, 
qui  ne  contient  que  des  paroles   sans  raison,   le  confirme   assez. 


(')  Il  s'agit  des  problèmes  résolus  par  Descartes  dans  la  lettre  du  )3aoûl 
à  Mersenne  :  tangente  du  folium  parallèle  a  I  axe  de  la  courbe;  construction  .l'un 
quadrilatère  dont  on  donne  doux  côtés  adjacents,  l'angle  compris,  la   diagonale 
i ssio-  .lu  sommet  <l«'  <■<•(  angle  el  !<•  rapport  des  perpendiculaires  al>.u<-. 

v met   mit   I. !S  Côtés  inconnus  i  (  '.ler-H  ici  ,    [II,  6 

(■)  Dans  son  Ouvrage  De  spheera  et  s<>/i  /i<  sphœralibus  libri  <///•■  |  Floi 
1 644  )  Torricelli  avail   démontré  que,  >i   l'on  fait   tourner  une  hyperbole  autour 
d'une  asymptote,  le  \ <>l u m<-  engendré  ••  partir  d'une  abscisse  donnée  jusqu'i  l'in- 
fini est  limité.  Roberval  (dans  une  lettre  adressi         I     ricelli  le  i"  janvier  i 
publiée  en  partie  par  Carlo  Dati  dans  la  Letteratx  Filaletid 
Florence,  i663)  venait  d'énoncer  la  propriété  analogue  d< 
entre  les  hyperboles  de  degré  supérieur  el  leurs  asymptoi 

^   i  La  quadral ure  de  la  <\ clolde. 

lUill.  des  Sciences  mathe'm.,  »•  série,  i.  \\  l    |  lan>  ei 


;;  PREMIERE   PARTIE. 

Quoi  qu'il  en  soit,  je  vous  prie  «le  ne  m'envoyer  plus  rien  de  sa 
pari,  ni  aussi  d'aucun  autre,  s'il  vous  plaît,  car  je  fais  profession 
de  ne  sa\ oir  plus  m  lire  ni  écrire. 

Je  suis  marri  de  l'affliction  de  M.  de  Carcavi  ('),  mais  je  ne 
suis  que  bien  aise  de  ne  poinl  recevoir  les  Lettres  qu'il  me  vou- 
loil  envoyer;  ce  m'es!  autant  de  peine  épargnée. 

>-  Si  le  I*.  Fabri  n'écrit  rien  contre  moi,  je  ne  me  soucie  pas 
aussi  «le  le  voir,  mais  pource  qu'on  vous  avoil  dil  qu'il  écrivoit 
toute  la  philosophie  beaucoup  mieux  et  en  meilleur  ordre  que  je 
n'ai  fait,  je  pensois  que  les  Jésuites  eussent  dessein  de  l'opposer 
à  moi,  el  en  ce  cas  je  semis  obligé  devoir  son  Livre  afin  de  lâcher 
de  me  défendre;  mais  rien  ne  seroit  pourtant  si  pressé  que  je  ne 
pusse  bien  attendre  à  le  recevoir  par  mer  ('-). 

»  Je  ne  manquerai  pas  d'adresser  votre  Lettre  à  Elzevier  et  de 
faire  mou  mieux  pour  procurer  qu'il  vous  envoie  ses  Livres  (3). 
Je  \ous  remercie  de  celui  qu'il  vous  plaît  que  j'aie  pour  moi,  et 
tant  s'en  faut  que  j'en  désire  davantage  que  même,  sil  vous  plaît 
obliger  quelque  autre  en  lui  donnant  celui  que  vous  m'offrez,  je 
m'en  pourrai  fort  bien  passer,  à  cause  que  je  ne  crois  pas  qu'il  y 
Mil  lien  dans  Viète  que  je  doive  apprendre  et  que  je  ne  suis  pas 
curieux  d'avoir  des  Livres  pour  orner  une  bibliothèque. 

»  Il  v  a  Longtemps  que  j'ai  remarqué  qu'après  avoir  attentive- 
ment regardé  quelque  objet  fort  illuminé,  son  image  demeure 
dans  l'œil  quelque  temps,  lorsqu'il  est  fermé  ou  en  ténèbres,  et 
paroîi  avoir  diverses  couleurs;  de  quoi  je  pense  avoir  mis  la  raison 
quelque  part  en  la  Dioptrique  ou  aux  Météores,  et  elle  n'est  autre 
sinon  que  les  extrémités  du  nerf  optique  qui  sont  au  fond  de  l'œil, 
étant  fort  agitées  par  cette  grande  lumière,  retiennent  quelque 
temps  après  leur  mouvement  et,  à  mesure  qu'il  diminue,  il  re- 
présente diverses  couleurs. 

»   Il  y  a  longtemps  que  j'ai  aussi  vu  faire  une  expérience  pareille 


(')  Sod  père  avait  fait  de  mauvaises  affaire,  et  il  se  trouvait  obligé  de  se  clé- 
faire  de  sa  <  barge  de  conseiller  au  Grand  Conseil. 

Il  s'agit  des  deux  volumes  qui   furent   envoyés  à  Huygens  et  dont  il  a  été 
fait  mention  dans  l'art  icle  précédent. 

(')  C'est-à  dire  des  exemplaires  <l<-  l'édition  de  Œuvres  de  Viète,  que  les  Elzé- 
\n^  avaient  probablement  promis  à  Mersenne  en  récompense  (!<■  la  part  qu'il 
tl\  ,i  ii  pi  ise  à  i  el  te  édit  ion. 
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à  celle  que  vous  me  mandez  d'une  poule,  car,  en  lui  faisan! 
quelques  signes  du  bout  du  doigt  devant  ses  yeux,  on  arrêtoit 
tellement  son  imagination  qu'elle  demeuroit  immobile.  El  pour  la 
formation  des  poulets  dans  l'œuf,  il  \  a  plus  de  i5  ans  que  j'ai  lu 
ce  que  Fabricius  ab  Aquapendente  en  ;i  écrit;  el  même  j j'ai  quel- 
quefois cassé  des  œufs  pour  voir  cette  expérience.  Mais  j'ai  bien 
plus  eu  de  curiosité,  car  j'ai  fait  autrefois  tuer  une  vache  que  je 
savois  avoir  couru  peu  de  temps  auparavant,  exprès  afin  d'en  voir 
le  fruit,  et  avant  appris  par  après  que  les  bouchers  de  ce  pays  en 
tuent  souvent  qui  se  rencontrent  pleine-,  j'ai  fait  qu'ils  m'ont 
apporté  plus  d'une  douzaine  de  ventres,  dans  lesquels  il  \  a  voit 
de  petits  veaux,  les  uns  grands  connue  des  souris,  les  au! 
comme  des  rais,  e1  les  autres  comme  de  petits  chiens,  où  j'ai  pu 
observer  beaucoup  plus  de  choses  qu'en  des  poulets,  à  cause  «pie 
les  organes  y  sont  plus  grands  el  plus  \  isibles. 

»  J'ai  de  l'obligation  à  Monsieur  de  Cavendissche  de  ce  qu'il 
ne  m'avoit  pas  voulu  envoyer  la  dernière  Lettre  du  Roberval; 
c'est  un  témoignage  de  sa  courtoisie  de  Laquelle  je  nous  prie  «le  le 
remercier  de  ma  part,  car  enfin  cette  Lettre  ne  contenant  que  des 
injures  el  do  vanteries  sans  aucun  raisonnement  qui  vaille  rien, 
ne  méritoit  pas  d'être  lue;  mars  uéanmoins,  à  cause  que  Roberval 
en  faisoit  parade  en  son  académie,  vous  m'avez  obligé  aussi  de 
me  l'envoyer  et  je  n'ai  pu  m'abstenir  d'3  répondre. 

»  Je  suis  bien  marri  de  la  morl  du  père  \iceron  el  je  serai 
toute  ma  vie, 


»    Mon  Révérend  Père, 


»  D'Ëgmond,  !<•  a  noi  em  bre  16  )• 


Vol !<•  1  rès  li umble  el  1  rès  télé 

-.'i\  il  l'iir, 

|)|>«  \K  11-. 
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Derniers  incidents  de  la  polémique  de  Descartes  contre  Roberval 

La  Lettre  Glerselier,  ML  06,  que  Descartes  envovail  à  Mersenne 
en  m  ('me  temps  que  la  précédente,  comme  réplique  à  Roberval  des 
tinée  à  être  montrée,  esl  dune  violence  singulière  que  Glerselier 
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ii  adoucie  quelque  peu.   Roberval   y  esl   traité  de  capitan  de  co- 

tnédie,  lait  pour  rire  <c  berné  el  souffleté  d'une  pantoufle  ».  Des- 
cartes  y  rappelle  ses  anciens  démêlés  avec  son  adversaire  où  il  a 
eu  tout  L'avantage  el  termine  en  déclaranl  qu'il  ne  daignera  doré- 
navant lire  aucune  chose  de  sa  pari,  si  ce  n'est  (pie  quelqu'un  qui 
s'\  entende  ne  lui  assure  qu'elle  mérite  d'être  lue. 

Dans  cette  Lettre,  comme  dans  celle  du  même  jour  à  Cavendish 
(Clerselier,  III,  91),  Descartes  revient  sur  le  désaccord  entre  sa 
théorie  el  l'expérience,  en  ce  qui  concerne  le  centre  d'oscillation. 
Il  entre  dans  une  discussion  subtile  pour  montrer  cpie  le  raison- 
nement ne  pouvait  effectivement  tenir  compte,  dans  le  cas  général, 
de  toutes  les  conditions  du  problème.  C'est  reconnaître  qu'en 
somme  il  n'avait  résolu  ce  problème  que  dans  des  cas  particu- 
liers. Roberval,  avec  ses  distinctions  et  ses  réserves,  avouait  de 
même  implicitement  qu'il  n'avait  pas  davantage  la  solution  géné- 
rale complète;  il  ne  pouvait  prétendre  qu'avoir  touché  la  vérité 
de  plus  près  que  Descartes  pour  les  mouvements  des  figures 
planes  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  leur  plan. 

Quoi  (jii  il  en  soit,  il  ne  répliqua  pas  de  nouveau  aux  attaques 
de  son  adversaire.  La  rédaction  de  ses  idées  lui  demandait, 
Minble-l-il,  de  plus  en  plus  de  temps  et  il  sentait  son  infériorité 
comme  polémiste;  il  garda  donc  le  silence,  bien  entendu  sans 
s'avouer  vaincu.  La  correspondance  ultérieure  de  Descartes  ne 
revient  plus  que  deux  fois  sur  la  dispute  engagée;  c'est  la  pre- 
mière lois,  dans  une  Lettre  écrite  vers  le  10  janvier  1647  (Cler- 
selier, 111,  89)  à  Mersenne,  lequel  avait  annoncé  à  son  correspon- 
dant que  la  règle  de  Roberval  lui  paraissait  toujours  d'accord  avec 
l'expérience  et  qu'il  avait  en  tous  cas  soumis  les  pièces  du  procès 
à  Florimond  de  Beaune. 

Descartes  répond  qu'il  a  ramené  la  règle  de  Roberval  à  une 
forme  plu-  simple,  qui  revient  à  poser  pour  la  distance  du  sommet 
du  triangle  au  centre  d'oscillal ion  : 


x  =      h  h  tan  g2  a    •    - — /itang*a. 

j  >  70 


A  étanl  l.i  hauteur  du  triangle,  a  le  demi-angle  au  sommet. 

Il  calcule  d'après  cela  que,  pour  a       -V\  ./■  dépasse   >•■».  A.  tandis 
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que,  d'après  l'expérience,  au  dire  de  Mersenne,  il  sérail  seulement 
d'environ  ,\li. 

Dans  une  Lettre  suivante,  écrite  vers  le  i"  mars  <^\~  (Cler- 
selier,  III,  92),  il  confirme  son  calcul  qui  cependant  esl  singuliè- 
rement faux,  sa  réduction  de  la  règle  de  Roberval  étant  erronée. 
Elle  eût  donné  en\  iron  x  =  3  // . 

L'année  suivante,  Mersenne  mourait,  et  Carcavi  s'offrait  à  Des- 
cartes pour  remplacer  le  correspondant  qu'il  perdait.  Tout  aus- 
sitôt, Descartës  en  profite  pour  provoquer  encore  une  fois  Ro- 
berval, et  le  plus  singulier,  c'est  qu'il  prend  l'occasion  d*un  défi 
indirect  que  Fermât  vient  de  lui  adresser  et  qui  concerne  l'éva- 
nouissement des  radicaux  dans  une  équation. 

Dans  une  Lettre  du  11  décembre  16*48  (Clerselier,  III.  83; 
adressée  à  un  intermédiaire  dont  le  nom  esl  inconnu  .  Descartes 
annonce  qu'il  a  trouvé,  en  moins  d'un  demi-quart  d'heure,  une 
méthode  générale  relative  à  celte  question  et  pose  à  ce  sujet  un 
problème  dont  il  réclame  surtout  la  solution  de  Roberval  parce 
qu'il  est  titulaire  de  la  chaire  de  Ramus  et  qu'il  est  tenu  dè>  lors 
de  résoudre  des  questions  de  ce  genre,  <>u  d*avouer  qu'il  esl  in- 
digne de  cette  chaire  |. 

Dans  la  Lettre  à  Carcavi  du  1  1  juin  1649  (Clerselier,  1IÏ,  ~ 
après  avoir  reçu  l'indication  de  la  méthode  employée  par  Roberval 
et  (|  11 1  revient  i\  celle  de  Fermât,  il  revient  sur  son  défi  et  demande 
que  Roberval  (qui  fait  profession  de  n  être  ]>.i^  son  ami  1  donne  le 
développemenl  complet  de  l'équation 

après    l'évanouissement    des   radicaux.    Il    indique    lui-même    1>  s 

huit   premiers  termes  de  ce  développement. 

Carcavi  répondit  le  9  juillet  1649  v  Clerselier,  III.  76).  Roberval 

lui    a    dit    qu'il    n'a    jamais    eu    d  autre    pensée    que   d  honorer    Dcs- 

cartes  et    l'a  prié  de  l'écrire  formellement  à  ce  dernier.  Le  bon 
père   Mersenne,  en  écrivant    innocemment    suivant   son   génie,  a 
troublé  la  |>.u\  qui  aurait   toujours  dû  régner  entre  les  deux  - 
mètres.  Roberval  a  seulement   recherché  I  occasion  de  signaler  ù 
Descartes  quelques  fautes  qu  il  cro\ail  trouver  dans  sa  tu  otn< 
et   que  •>(•■>  fonctions  de  professeur  I  obligeaient    '!<•  relever  dans 
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son  enseignement.  Carcavi  ïii<lît]ii<"  trois  points  sur  lesquels 
portent  les  critiques  de  son  ami.  Quant  à  lit  question  posée  par 
Descartes,  Roberval  u  \  répond  pas;  il  se  contente  de  dire  que  s;» 
méthode  porte  sa  démonstration  avec  soi,  el  s'applique,  quel  que 
soit  le  uombre  des  radicaux. 

La  correspondance  continua  par  une  réplique  de  Descartes 
du  |-  août  i()|()  (Clerselier,  III,  --)  cl  une  nouvelle  lettre  de 
Carcavi  du  2  î  septembre  1649 (Clerselier,  III,  78).  Il  semble  que 
Descartes,  lassé  d'une  discussion  qui  n'aboutissait  pas,  ne  répondit 
pas  à  eede  dernière  communication. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  discuter  les  trois  critiques  de  détail 
adressées  par  Roberval  à  la  Géométrie  de  Descartes. 

La  première  concerne  un  passage  de  la  page  326  de  l'édition  ori- 
ginale (p.  22  de  l'édition  Hermann,  Paris,  1 88(3) .  Après  avoir 
trouvé  l'équation  du  lieu  à  quatre  droites,  en  supposant  le  point 
du  lieu  dans  un  dc>  angles  formés  par  deux  de  ses  droites,  Des- 
caries ajoute  : 

<(  Et  si  la  quantité  y  se  trouvoit  nulle  ou  moindre  que  rien  en 
celle  équation,  lorsqu'on  a  supposé  le  point  C  en  l'angle  DAG,  il 
fa  u  droit  le  supposer  aussi  en  l'angle  DAE  ou  EAR  ou  RAG,  en 
changeant  les  signes  -f-  et  —  selon  qu'il  seroit  requis  à  cet  effet. 
Kl  si,  en  toutes  ces  quatre  positions,  la  valeur  de  y  se  trouvoit 
nulle,  la  question  seroit  impossible  au  cas  proposé.  » 

Roberval  affirmait  que  la  question  n'est  jamais  impossible. 

Il  convient  tout  d'abord  d'observer  que  la  convention  sur  le 
signe  (\^'>  coordonnées  dans  les  divers  angles  n'était  alors  nulle- 
ment établie  et  c'est  une  erreur  historique  que  d'attribuer  celte 
convention  à  l'auteur  de  la  Géométrie.  D'autre  part,  il  semble 
avoir  échappé  à  Descartes  que  le  lieu  à  quatre  droites  est,  de  fait, 
constitué  par  l'ensemble  de  deux,  coniques  (non  par  une  seule),  et 
en  telle  sorte  que,  dans  chaque  angle  des  coordonnées,  il  v  ait 
toujours  des  points  du  lieu.  Roberval,  qui  avait  approfondi  la 
question,  paraît  avoir  relevé  à  bon  droit  l'inadvertance  de  Descartes 
a  cet  égard. 

La  seconde  critique  louche  la  construction  donnée  pages  jo5-4o6 
de  la  Géométrie  (éd.  Hermann,  p.  81-82)  des  racines  vie  l'équation 

11   1, de  du  sixième  degré  par  l'intersection  d'un  cercle  et  d'une 
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courbe  spéciale  du  troisième  degré.  Cette  courbe  a  (Jeux  brancfa 
l'une  au-dessous,  l'autre  au-dessus  de  l'axe  des  x.  Cette  seconde 
brandie  seule  est  utilisée,  grâce  à  une  préparation  spéciale  subie 
par  l'équation,  et  il  peut  se  faire  que  cette  brandie  coupe  effective- 
ment le  cercle  en  six  points.  Roberval  semble  avoir  cru,  d'après 
la  forme  de  la  courbe,  que  la  rencontre  en  six  points  ne  pouvait 
avoir  lieu  qu'en  utilisant  les  deux  brandies  ;  ilnes'étail  pas  rendu 
compte  de  l'artifice  mis  en  usage  par  Descaries.  Celui-ci,  pour 
établir  la  validité  de  sa  construction,  se  contenta  de  proposer  à 
Carcavi  de  faire  le  calcul  sur  un  exemple  numérique,  pour  une 
équation  ayant  toutes  ses  racines  réelles  et  positives.  Son  corr<  -- 
pondant  fut  incapable  de  s'en  tirer.  En  tout  cas  la  critique  portail, 
cette  fois,  complètement  à  faux. 

Le  troisième  point  porte  sur  la  règle  de  Descartes  pour  le 
nombre  des  racines  positives  et  négatives.  Il  esl  difficile  de  se 
rendre  compte  de  la  nature  de  l'objection  de  Roberval.  Carcavi 
cite  comme  exemples  deux  équations  complètes  |  rime  du  troisième, 
l'autre  du  quatrième  degré)  qu'il  affirme  à  torl  ne  pas  avoir  de 
racines  imaginaires.  L'erreur  est  tellement  flagrante  qu  \\  esl  im- 
possible de  l'attribuer  à  Roberval;  Carcavi  ne  l'aura  pas  i  ompris; 
il  déclare  d'ailleurs  «  avoir  assez  de  peine  à  chevir  de  lui  à  cause 
des  écoliers  qui  l'occupent  ». 

L'énoncé  de  la  règle  de  Descaries  dan-  sa  Géométrie  supj 
implicitement  (pie  les  racines  multiples  soient  comptées  d'après 
leur  degré  de  multiplicité.  On  pouvait  juger  nécessaire  de  com- 
pléter cet  énoncé  en  faisant  explicitement  la  convention  indispen- 
sable à  cet  égard.  Mais  Roberval  admet  cette  même  convention 
dans  son  Traité  posthume  De recognitione  œquationum,  proba- 
blemenl  compost''  avant  la  ( irome: rie.  Si  donc   sa  critique  avait 

porté  sur  ce  point,  elle  n'aurait  en  tous  cas  concerné  que  l.i  tenue. 

Quant  à  la  restriction  de  la  règle  de  Descartes  dans  le  cas  où  il 
\  a  (\c>  racines  imaginaires,  elle  esl  d'autant  moins  en  question  ici 
qu'elle  avait  déjà  lait  l'objet  d'une  correspondance  antérieure  entre 
Roberval  el  Chauveau  (Clerselier,  III,  p.  i  r  el  Carcavi  énoi 
évidemment  d'après  Roberval,  le  principe  que  ces  racines  vonl  par 
couples. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  parait  bien  clair,  d'une  part,  que  Roberval 
n'attachait   pas   une  grande  importance  à  ses  critiques  de  détail 
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contre  la  Géométrie,  que,  d'un  autre  côté,  il  désirait  réellement, 
en  i<>î»).  >«¥  réconcilier  avec  l'auteur.  Carcavi  fut  beaucoup  trop 
maladroit  pour  pratiquer  celte  réconciliation,  cl  ses  lettres  ne 
purent  que  le  faire  mépriser  par  Descartes. 

I  n  passage  de  la  correspondance  de  ce  dernier  (Clerselicr,  III, 
l>.  j  |()  )  semble  au  reste  indiquer  la  véritable  raison  de  l'animosité 
qu  il  déploya  contre  Roberval  :  «  On  me  (il  voir  l'an  passe  des 
écrits  qu'il  avoil  enseignés  à  ses  disciples,  qui  conicnoient  plu- 
sieurs raisonnemens  très  foibles  qu'il  débitoit  pour  des  démon- 
strations et,  à  cause  qu'il  y  concluoit  des  choses  contraires  à  ce 
que  j'avois  écrit,  il  inféroit  de  là  que  j'avois  failli  (').  »  Des- 
cartes a  constamment  cherché,  depuis  la  publication  de  son  Dis- 
cours de  ht  méthode,  à  faire  pénétrer  ses  idées  et  ses  principes 
dans  l'enseignement;  c'est  là  le  mobile  de  toutes  ses  polémiques, 
le  secret  de  la  tactique  qu'il  déploie,  quand,  par  exemple,  il  a 
affaire  aux  Jésuites.  Tant  qu'il  espère  réussir,  il  est  gracieux, 
accommodant;  niais  en  fait,  il  pense  que  qui  n'est  pas  avec  lui  est 
contre  lui,  et  dès  qu'il  se  croit  attaqué  dans  un  enseignement,  il 
mène  les  hostilités  avec  une  vigueur  incomparable,  par  tous  les 
moyens  dont  il  dispose. 

\insi,  ce  que  Descartes  poursuit  en  Roberval,  ce  n'est  ni 
1  homme  ni  le  géomètre  :  c'est  le  professeur  en  vue  qui  n'a  pas 
adopté  ses  méthodes  et  qui  n'a  même  pas  craint  de  lui  tenir  tète. 
Roberval,  au  contraire,  n'avait  rien  à  gagner  à  une  polémique 
contre  un  homme  qui,  après  avoir  affirmé  sa  supériorité  comme 
mathématicien,  ne  s'occupait  en  réalité  que  de  philosophie.  On 
comprend  donc  très  bien  qu'après  l'engagement  de  1 638,  il  se  soit 
simplement  tenu  sur  la  défensive.  Si  l'on  fait  abstraction  de  la 
malencontreuse,'  diversion  de  Carcavi,  on  peut  dire  que  celle  dé- 
fensive  fui  très  honorable  pour  lui.  Descartes  fut  loin  d'avoir  con- 
stamment raison  au  fond,  et,  comme  forme,  il  mil  la  plupart  du 
temps  les  torts  contre   lui. 


(•)  I >a n ^  les  écrits  do  Roberval,  publiés  par  lui  ou  après  sa  mort,  il  n  \  a  au- 
cune .itta.jnr  contre  De><-arics ;  il  semble  que  celui-ci  parle  de  leçons  rédigées 
par  des  él<  ves. 


MÉLANGES.  4r 

NOUVELLES  FORMULES   POUR  REPRÉSENTER  LA   FONCTION  J      .(x) 

DE  BESSEL; 

Par  M.   \\  .   K  \\'\\.\  V 
Soient 

r    -ai+ir\  <la 
(  i  )  un  —         e  *"■  -  (n  =  o. i.a.3...  1 

*"     -—  G© 

et 

r        .  da 
An=   /      e-am , 

on  aura,  en  développant  è¥"\ 

(x     2  ,     (X\> 

un  =  A„+I-  I  _A/i+1  H j  (  -  I    A„^2  -+- 

Maintenant  l'intégration  par  parties  de  l'intégrale  A„  donnant 


A,,  = —  A/,-1, 

>.  IL    —    l 


on  obtient  aisément 


s  '■>■"  A.)  /  ~ 


I  .)...(>.//—  I  l  _,  I 

et 

2 

A  -  »'  V 

"'J    '(•>.«  +  i.)i2«  +  3)A'" 


En  subsl il uani  ces  \ aleurs,  on  ;i 

ri  n  h —  I 

Or 

i 

j  .  _  ./ "  "  T- I £^ 

"       ',  '   '    '  „       '        /  ,  \    I   '  •-    '"     •     i  »  ',.•,.-  |<  .>„ 

"     'M/'  '    i  » 
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par  suite 

(_!)•'  ; .r \„    \  r*  -a*+~da 

'!l    J„-^'')  =  Sr-(.i)    -JJ-      ""^     (»  =  >■»■«••■>. 

Pour   trouver  encore  une  autre  expression    pour  .1      ,(.r),j(; 

"—  i 
cherche  l'équation  différentielle  à  laquelle  u„  satisfait. 

En  différentiant  l'équation  (i)  par  rapporl  à  .r,  on  a 

du  a  _     .r 
dx         i 

et,  en  intégrant  l'intégrale  //,,  par  parties,  on  obtient 


2       /  .r2 

in  —  i  \  4 


De  ces  deux  relations  se  déduit  l'équation  différentielle 

d-un        in  ditfi 


-h  un  =  o. 


dx2  x     dx 

i\v\\n  équation  admet  pour  intégrale  générale 

il,,—  ( r- )    ( A  cos^r  +  B  sina?), 

\x  dx  ) 

où  A  et  B  représentent  des  constantes  arbitraires.  Pour  le  démon- 
trer, posons  x2=  2z  dans  l'équation  différentielle;  il  viendra 

d2un    ,   /  .du 

1Z        .    .     +      271  +  1)-; h  U  =  O. 

dz'1  dz 

En  faisant  la  môme  substitution  dans  l'équation  connue 

d'-v 
elle  se  transforme  en 


&  + p  =  °' 


d-v        dv 

Différentions  n  lois  de  suite  la  dernière  équation  et  comparons 
équation  résultante 

rfn+Zç  ,/"■'(■         dnV 

2  Z     ,         -  +  (  2  /i  +  1  )  -, H -. —  =  O, 

dz"     '  '  dz"  <  '  ûte" 
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avec  l'équation 

d-un         .  du 

•>■  z  — — -  h-  (  2  n  -+-  i  )  —. h  u  =  o  ; 

dz-  dz 

alors  il  est  évident  qu'on  aura 

u,i—    ,  —  {^  cos/as-h  R  sin  \/->.  z) 

ou,  en  revenant  à  la  variable  x, 

/ 1     d\n 
un  =  (  — j-  i    (A  cosa?  -f-  B  s i n  x  ).  . 

Pour  avoir  la  solution,  correspondante  à  la  valeur 


"-  =/.' 


—  rt*+    ,-  ;     d<l 


II 


lll 


il  faut  déterminer  les  constantes  A  el  P>  de  telle  sorte  que,  pour 
a;  =  oou  z  =  o, 

■Wtt 
tt„  =  A„=(— i)"— — 

[ .  3 . . .  (  a  n  —  1 1 

D'abord  on  déduit  du  développement 

.      / —         / —  /  2  Z  !  Z  i2 

sin/a*  =  /a*  (  i—  jj  +      -,     — 

que  -j—t  sin  y/ 2  ;  a  une  valeur  infinie  pour  -  =  o,  il  faul  donc  que  B 

soit  zéro. 

Pour  déterminer  ensuite  A.  on  tire  du  développement 

/—  2Z  (2Z)* 

COSV2  Z  =  1  —       ,    -\ —, •  •  ■  ■ 

2!  |  • 

d"  i .  >'  />'. 

— —  rosi/a:  =  (—  i  " r- 

dz»        v  v  n)\ 

(  )n  aura  dont: 


(a«)!  i .  > . .  .t  ■///  -  i  > 

ou 

\      I  \ 

et  enfin 

,  i     d  \" 


,"      «i  i  .      rffl  i     d 

/  a  ./    rfr 


>•>-./. 
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En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation(3),  on  obtiendra  la 
formule  simple 

/  9.    /  i   dx  \  n 

Cette  formule  scia  évidemment  identique  pour  /z=a,3,  ..., 

avec  la   formule 

(m—p  —  I  )#»!-*    (9.p  •+•  |)«4-1-Sp|î 


J        i(x)=      1/  —  sin.rV  (—  \)P 


-y^0^-^ 


p 


!  as'n-vp  ' 


que  M.  E.  Lommel   donne   dans    son    travail   Studien    tiber  die 
iïesselschen  Funclionen. 
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G.  KIRGHHOFF.  —  Vorlesuxgen  ùber  mathematische  Physik.   Il''   Band  : 
Leipzig,  B.-G.  Teubner,  1891;  in-8°. 

1.  u  II  arrive  parfois  (|ue  la  Science  rétrograde.  On  ne  pourrait 
donner  d'exemple  plus  frappant  que  la  théorie  de  la  lumière. 
Fresnel  a  découvert  la  surface  de  l'onde  lumineuse  qui  est  du  qua- 
trième degré;  .Mac  Cullagh,  Neumann,  Lamé,  onl  placé  la  vibra- 
tion parallèle  au  plan  de  polarisation;  tous  ce>  géomètres  <ont 
d'accord;  mais  maintenant,  pour  tous  ceux  qui  écrivent  sur  cette 
question,  ces  résultats  sont  perdus;  chacun  a  sa  théorie  a  soi  et 
ne  lit  pas  les  autres.  Pour  eux,  plus  d'onde  de  Fresnel,  plus  de 
vibration  située  dans  l'onde,  plus  de  vibration  parallèle  au  plan  de 
polarisation;  et  il  n'y  pas  deux  auteurs  qui  puissent  fournir  les 
mêmes  formules  à  l'expérience.  » 

Ces  lignes  d'E.  Mathieu  (')  affirment  nue  grande  vérité  trop 
souvent  méconnue  aujourd'hui  :  c'est  qu'en  Physique  mathéma- 
tique, comme  dans  tout  autre  ordre  de  connaissances,  le  progrès 
suppose  essentiellement  l'existence  d'une  tradition,  d'une  tradition 
suivie,  respectée,  et  contre  laquelle  les  physiciens  n-'  -<■  ré  vol  te  ni 
cpi'en  cas  d'absolue  nécessité. 

Vers  quel  but,  en  effet,  tendent  les  efforts  dc<  physiciens?  \ 
la  construction  d'un  système,  exclusivement  composé  de  notions 
empruntées  à  la  Géométrie  et  à  V  analyse,  et  donnant  une  repré- 
sentation de  l'ensemble  des  phénomènes  naturels.  C'est  cette  con- 
struction que  Ton  nomme,  assez  improprement,  la  Physique 
mathématique,  et  qui  mériterait  mieux  I»1  nom  de  Physique 
théorique  ou  de  Physique  rationnelle. 

Toute  nouvelle  découverte  dans  le  domaine  i\<-  1  expérience  ne 
trouve  pas  toujours  sa  représentation  dans  les  parties  déjà  con- 
struites du  système;  aussi  de  nouvelles  retouches  sont-elles  chaque 
jour  nécessaires;  tantôt,  il  faut  modifier  plu^  ou  moins  profondé- 
ment une  région  plus  ou  moin^  étend le  I  édifice,  tantôt  j  ajouter 

quelque  aile  nouvelle. 


(')  E.  Mathieu,  Cours  de  Physique  mathèmatiqi 

llull.  des  Sciences  mat  hem.,  ■•*  série,  t.  W  I    (I  «mut  iv 
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Mais,  pour  faire  ces  modifications,  il  n  est  pas  nécessaire,  en  gé- 
néral, de  jeter  à  l>;is  le  monumenl  élevé  par  nos  prédécesseurs,  de 
le  remuer  jusqu  aux  fondations  et  de  reconstruire  sur  un  plan  lotit 
nouveau . 

Sans  doute,  ces  profonds  bouleversements  s'imposent  quelque- 
fois. \insi  Newton  et  les  grands  géomètres  du  xvme  siècle  avaient 
édifié,  pour  représenter  les  phénomènes  de  l'Optique,  un  système 
d'une  belle  unité,  la  théorie  de  Vèryiission,  Mais  ce  système  était 
incapable  de  représenter  les  Innombrables  phénomènes  des  interfé- 
rences el  de  la  polarisation.  Les  efforts  de  Biot  pour  loger  quand 
même,  à  forée  de  complications,  les  découvertes  nouvelles  dans 
l'ancien  édifice,  sont  demeurés  un  exemple  d'obstination  puérile. 
[  ne  révolution  étail  devenue  nécessaire  dans  le  domaine  de  l'Op- 
tique  ;  il  fallait  en  briser  L'ancienne  constitution,  lui  donner  une 
constitution  nouvelle  reposant  sur  des  principes  essentiellement 
différents  :  ce  fut  l'œuvre  d'Young  et  de  Fresnel. 

Mais,  dans  le  développement  de  la  Physique  comme  dans  tous 
les  développements  que  nous  présente  la  nature,  la  révolution  est 
l'exception,  révolution  la  règle.  Aussi  compléter  l'œuvre  de  ses 
prédécesseurs,  y  apporter  les  modifications  de  détail  qui  peuvent 
la  rendre  plus  parfaite,  plus  conforme  à  la  nature  qu'elle  doit  repré- 
senter, telle  doit  être  la  tâche  du  physicien  qui  veut  contribuer 
pour  sa  part  au  progrès  de  la  Science. 

L'accomplissement  de  celte  lâche  demande  du  travail  et  de  la 
modestie  :  travail  actif,  opiniâtre,  pour  bien  comprendre  le  plan 
tracé  par  les  hommes  de  génie  qui  nous  ont  précédés,  pour  juger 
exactement  la  partie  de  ce  plan  que  nous  devons  réaliser,  pour 
apprécier  les  circonstances  où  il  est  légitime  d'apporter  à  leur  dessin 
de  légères  relouches;  modestie,  pour  subordonner  notre  œuvre  à 
la  leur,  pour  nous  faire  maçons  du  monument  qui  porte  leur  nom 
et  non  point  architectes  d'un  monument  qui  porterait  le  nôtre. 

Cet  rasa  il  opiniâtre,  cette  modestie,  se  rencontrent  bien  rarement 
aujourd'hui.  Chacun  veut  innover,  avoir  sa  théorie,  construire  sa 
physique.  Personne  ne  veut  lire,  méditer,  approfondir  les  œuvres 
des  maîtres.  De  là,  la  multiplicité  el  la  confusion  des  systèmes  que 
déplorait  E.  Mathieu.  Bien  déplorables,  en  effet,  sont  cette  mul- 
tiplicité el  cette  confusion  des  théories.  Au  lieu  de  se  disposer  avec 
ordre  et  harmonie  comme,  dans  une  \ille  bien  ordonnée,  s  alignent 


'  _ 
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les  monuments  construits,  sur  les  plans  de  quelques  archite<  les  de 
génie,  par  une  armée  de  manœuvres  actifs  et  dociles,  les  systèmes 
de  physique  s'entassent  en  désordre,  comme  un  fouillis  de  huttes 
que  chacun  haut  à  la  hâte  pour  s\  abriter  sa  vieduranl  sans  souci 
du  voisin,  sans  souci  de  celui  qui  viendra  plus  lard  jeter  à  bas 
celte  construction  fragile  et  inachevée.  Le  voyageur,  égaré  dans 
un  semblable  dédale,  incapable  de  suivre  les  rues  qui  en  doi- 
vent relier  les  diverses  parties,  renonce  bientôt  à  prendre  connais- 
sance de  celte  ville.  Ainsi  la  multiplicité  et  la  confusion  des  théories 
engendrent  bientôt  le  scepticisme  et  le  découragement. 

2.  Ceux  que  désespère  cet  étal  chaotique  de  la  Physique  actuelle 
salueront  avec  joie  l'œuvre  dont  il  nous  est  donné  de  rendre  compte 
aujourd'hui  :  les  Leçons  d'Optique  de  (i.  KirchhofF,  que  le 
D'Kurt  llensel,  privat-docent  à  II  niversité  de  Berlin,  vient  de 
publier  après  la  mort  de  l'illustre  maître. 

Certes,  G.  K.irchhoff  savait,  au  besoin,  créer  une  théorie  nou- 
velle ;  et  nul  n'oserait  regarder  comme  un  espril  routinier  l'inven- 
teur de  l'analyse  spectrale;  pourtant  nul,  plu-;  que  lui,  n'étail 
respectueux  de  la  tradition.  Ses  œuvres  si  parfaites  de  Physique 
mathématique  sont,  pour  la  plupart,  destinées  non  pas  à  renverser 
une  théorie  ancienne,  non  pas  à  créer  une  théorie  nouvelle,  mais 
à  compléter  à  perfectionner,  à  élucider  les  théories  déjà  existantes. 
En  Klectrod vnaniKpie,  en  Magnétisme,  en  Elasticité,  en  I  hermody- 
namique,  il  n'innove  pas  ;  il  suit  la  trace  d  Ohm ,  de  W.  Weber, 
de  Poisson,  de  Green,  de  Lamé,  de  Cauchy,  de  \\  .  I  nomsoo,  de 
Clausius;  mais,  dans  la  voie  ouverte  par  ces  grands  génies,  quel 
actif  pionnier!  et  comme  la  route  est  nette  et  bien  déblayée  partout 
où  il  s'est  chargé  de  la  fraver!  Pendant  une  grande  partie  de  sa 
carrière  scientifique,  il  s'est  fait  eu  quelque  sorte  I  élève  du  plus 
grand  inventeur  <pii  soii  aujourd  nui  en  Physique,  de  1  d  lustre 
II.  von  llelinholt/..  Placé,  à  I  1  niversité  de  Berlin,  aux  côtés  «!<•  i  e 
fécond  génie,  il  s'esl  attaché  à  exposer,  à  perfectionner,  à  déve- 
lopper les  idées qu'Helmhollz,  avait  émises  suri  Hydrodynamique, 
sur  l'Acoustique,  sur  les  déformations  des  corps  polarisés]  et,  de 
(■(Mie  sorte  de  collaboration,  sont  sortis  de  beaux  et  importants 
Mémoires,  et  surtout  une  grande  partie  de  ces  merveilleuses  / 
d('  Mécanique  oui  sont  comme  I  introduction  ù  I  Ouvrage  dont 
nous  rendons  compte  aujourd  nui. 


[« 
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Cel  Ouvrage,  comme  tout  ce  i|u  a  écril  Kirchlioff,  a  été  couru 
dans  ii ii  sentiment  de  respect  pour  la  tradition.  Fresnel  a  fait  de 
la  théorie  de  l'élasticité,  à  peine  ébauchée  à  sou  époque,  le  fon- 
dement des  théories  optiques.  Green,  Neumann,  Mac  Cullagh, 
Lamé,  onl  poursuivi  sou  œuvré,  en  retouchant  et  modifiant. seule- 
ment quelques  détails.  Leurs  travaux  forment  un  ensemble  d'une 
merveilleuse  unité.  Eh  bien  !  c'est  celle  théorie  élastique  de  l'Op- 
tique,  cette  théorie  traditionnelle,  que  G.  K.irchhoff expose  dans 
ses  Leçons,  avec  une  ampleur,  avec  une  perfection  inconnues 
j  iisqu'ici. 

Le  respect  de  la  tradition  exige,  nous  l'avons  dit,  un  travail  consi- 
dérable; une  sorte  de  paresse,  le  désir  de  produire  hâtivement  et 
à  peu  de  frais,  sont  pour  beaucoup  dans  le  mépris  avec  lequel 
quelques  physiciens  actuels  traitent  l'œuvre  de  ceux  qui  les  ont 
précédés.  Que  les  Leçons  d'Optique  de  Rirchhoff  leur  servent 
d'exemple. 

Dans  un  court  appendice,  M.  le  Dr  Kurt  Hensel  a  retracé  les 
vicissitudes  par  lesquelles  a  passé  la  rédaction  de  ses  Leçons  avant 
leur  publication.  Cette  histoire  est  instructive,  car  elle  nous 
apprend  par  quelle  élaboration  opiniâtre,  par  quelle  longue  série 
de  méditations  et  de  retouches,  la  pensée  de  Kir chhoff  arrivait  à 
cette  précision  et  à  cette  concision  que  nous  admirons  aujour- 
d'hui. 

Les  Leçons  d' Optique,  en  effet,  ne  sont  pas  simplement,  comme 
la  plupart  des  ouvrages  analogues  publiés  après  la  mort  de  leur 
auteur,  une  rédaction  des  notes  prises  au  cours  par  un  ou  plusieurs 
«'lèves.  Une  très  grande  partie  de  ces  Leçons  avaient  été  soigneu- 
sement rédigées  par  G.  Rirchhoff  lui-même.  Aussi  y  retrouvons- 
nous  non  seulement  la  pensée,  mais  encore  le  style  de  l'illustre 
physicien. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  a  été  composé  au  moyen  de  brouillons  de 
leçons  laissés  par  kirchhoU',  et  des  notes  prises  à  ses  cours  par 
MM.  Nœther,  Weinstein,  konig,  iNath  et  kurt  Hensel.  La  multi- 
plicité' de  ces  documents,  la  compétence  de  ceux  qui  les  ont  four- 
nis, enfin  le  soin  avec  lequel  M.  H.  von  Melinhollz  a  revu  la  rédac- 
tion de  l  Ouvrage,  nous  assurent  que  nous  axons  bien  I  expression 
exacte  des  idées  de  Kirscnhoff. 


3.  Ces  idées,   nous  l'avons  dit,  représentent  !<•  plus  magistn 
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exposé  de  la  théorie  des  ondulations  qui  ait  été  donné  jusqu'ici. 
En  particulier,  la  théorie  des  phénomènes  présentés  par  les  corps 
isotropes  est  traitée  avec  une  telle  ampleur  que  Ton  ne  sail  ce  que 
l'on  doit  le  plus  admirer  ou  de  la  rigueur  logique  avec  laquelle 
les  diverses  parties  de  celte  théorie  sont  enchaînées  les  unes  aux 
autres,  ou  de  l'élégance  et  de  la  généralité  des  procédés  analy- 
tiques qui  servent  à  la  traiter.  Déjà,  en  1882,  G.  Kirchhofl  avail 
donné,  dans  les  Comptes  rendus  de  V Académie  de  Berlin >  un 
Mémoire  (')  qui  renfermait  tous  les  éléments  de  la  théorie  dont 
nous  lisons  aujourd'hui  le  développement.  Mais,  entre  le  Mémoire 
Sur  La  théorie  des  rayons  lumineux  et  les  Leçons  d'Optique, 
il  y  a  toute  la  distance  qui  sépare  une  esquisse  traitée  par  un 
maître  du  tableau  auquel  ce  maître  a  mis  la  dernière  main. 

La  première  leçon  est  consacrée  aux  hypothèses  par  lesquelles 
la  théorie  des  ondulations  parvient  à  établir  les  équations  aux  dé- 
rivées partielles  du  mouvement  lumineux. 

On  considère  un  solide  isotrope  fictif,  Téllier,  el  les  déplacements 
transversaux  infiniments  petits  d'un  tel  solide.   Les  trois  compo- 
santes ii,   Vj  iv   d'un   tel    déplacement    vérifient,    en    tout    point 
(#,  v,  z)  du  milieu  el  à  tout  instant  £,  les  trois  équations  aux  i\<>\\ 
vées  partielles 

d*w 
a*  Au'  1 

ôtl 
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O'-u 

a*Lv 

z  dt* 

et  aussi 

l  équation 

(2) 
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Faisons  encore,  sur  les  quantités  //.  r,  ir.  deux  hypothèses  com- 
plémentaires qui  sont  les  suivantes  : 

in   Les  trois  quantités  m,  p,  w  sonl  trois  fonctions  périodiques 

de   /,;ivant  une  même   période  T.    Cette    période  esl   e\l  rèmemen t 

courte  par  rapport  à  la  durée  de  persistance  des  impressions  lu- 
mineuses sur  la  rétine. 


(«)<;.  Ku;i  iiiim  1  .  ////■  Théorie  der  Lichtstrahlen.  Noua  avons  traduit  ce 
Mémoire  dans  les  [finales  de  l'École  Normale  supérieure  «-t  nous  <-n  atons 
exposé,  dans  ce  Bulletin,  les  principales  idées    Bulletin  ■'  •  s 

tiq nés,  l.  M  I ,.  p.    (3  ). 


PREMIÈRE   IWKTll'. 


»  '  La  longueur  d'onde  aT  est  1res  petite  par  rapport  aux  dis- 
tances  visibles,  par  exemple  par  rapport  aii  millimètre. 
Dès  lors,  si  Ton  considère  l'expression 


-u 


où  o  est  la  densité  de  l'éther,  cette  expression  fournira,  par  ses 
propriétés  analytiques,  une  image  des  propriétés  physiques 
qu'offre  l'intensité  d'une  lumière  monochromalique  dans  un  mi- 
lieu isotrope  parfaitement  transparent.  La  durée  de  vibration  T 
caractérise  la  couleur;  la  densité  p  de  l'éther  caractérise  le  milieu; 
la  vitesse  de  propagation  a  dépend  à  la  fois  de  la  couleur  de  la 
lumière  et  de  la  nature  du  milieu. 

Des  hypothèses  que  nous  venons  d'énumérer,  la  dernière,  celle 
qui  a  traita  la  petitesse  de  la  longueur  d'onde  par  rapport  aux  lon- 
gueurs visibles,  est,  comme  le  montre  le  développement  de  la  théo- 
rie, le  nerf  de  toute  l'explication  des  phénomènes  de  diffraction. 

L'étude  des  équations  aux  dérivées  partielles  (i)  et  (2)  se  pré- 
sente naturellement  comme  le  premier  objet  aux  recherches  de 
l'opticien.  Clebsch  a  montré  que  l'on  intégrait  ces  équations 
d'une  manière  générale  en  prenanl  trois  intégrales  U,  \  ,  AN  de 
l'équation 
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et  en  posant 
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C'est  doue,  en  réalité,  l'étude  de  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles (3)  qui  domine  la  théorie  mathématique  de  la  lumière, 
comme  elle  domine  la  théorie  mathématique  du  son. 

Ces  préliminaires  généraux  posés,  KJrchhoff  les  complète, 
dans  la  première  leçon,  en  indiquant  brièvement  les  principes  re- 
latifs aux  mouvements  vibratoires  plans  et  à  leur  composition. 
Puis,  passant  à  la  notion  du  point  lumineux  et  à  la  théorie  des 
ondes  sphériques  donnée  par  Euler,  il  expose  I  explication  de  la 
classKiue  expérience  des  deux  miroirs. 
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4.  L'étude  de  ['équation  aux  dérivées  partielles  (3)  domine, 
nous  venons  de  le  dire,  la  théorie  mathématique  de  la  lumière. 
On  doit  à  G.  Kirchhoff  le  théorème  fondamental  qui  régit 
l'étude  de  cette  équation,  et  c'est  à  l'exposé  de  ce  théorème  qu'esl 
consacré  le  début  de  la  deuxième  leçon.  Insistons  quelque  peu 
sur  l'importance  de  ce  théorème. 

Caucliv  a  montré  que,  si  l'on  considère  un  point  <>.  d  affixe  c„. 
intérieur  à  une  courbe  fermée  el  une  fonction  j\  z)  de  la  variable 
complexe  3  régulière  à  l'intérieur  de  celte  courbe,  on  a 


l'intégrale  s'étendant  au  contour.  Cette  égalité,  on  le  ^ait.  s'ob- 
tient sans  peine  en  appliquant  le  théorème  de  Green  d'une  pari  à 
la  fonction  /(  z  ),  et  d'autre  part  à  la  plus  simple  des  fonctions  de  z 
avant  un  pôle  au  point  O,  c'est-à-dire  à  la  fonction 


-D 


On  sait  comment  cette  proposition  de  Cauch)  peut  être  prise  pour 
fondement  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe; 
comment,  en  particulier,  elle  démontre  que  toute  fonction  d  une 
variable  complexe  régulière  dans  une  aire  est  en  même  temps  ana- 
lytique dans  cette  une. 

Le  même  procédé  appliqué,  d'une  part,  à  une  fonction  \  harmo- 
nique à  l'intérieur  d'une  certaine  surface  S,  d  autre  part,  à  la  plus 
simple1  di<>   fonctions  harmoniques  qui  ont  pour  pôle  le  point  <> 

intérieur  à  cette  surface,  c'est-à-dire  à   la  fonction-i  a  fourni  à 


(  ireen  la  célèbre  nient  lié 

/  "  '  V     \ 


1 

v  -  —  /'(  v  ''''      !  "N    là 


Cette  identité  est  fondamentale  dans  l'étude  des  fonctions  li.uino- 

niques;  elle   permet   de  démontrer  que  toute   fonction   régulière 
dans  un  espace  esl  analytique  dans  cel  espace. 

La  théorie  du  son  conduit  à  considérer  les  fonctions  qui  vi  ri 
lient  une  équation  aux  dérivées  partielles  de  la  forme 

±■1        k 


I  >. 


Nil- .mi  km-:  paki  n<: 


La  plus  simple  des  fonctions  qui  vérifie  celle  équation  aux  dé- 
rivées partielles  el  <|m  ail  au  point  o  un  pôle  esl  l;i  fonction 


cos  K  /• 

/■ 


M.  II.  Non  Helmhollz,  en  appliquant  l'identité  de  Green  à  celle 
fonction  d'une  pari  cl,  d'autre  part,  à  une  fonction  qui,  à  l'inté- 
rieur de  la  surface  S,  contenant  le  point,  o,  esl  régulière  et  vérifie 
l'équation  aux  dérivées  partielles  précédente,  a  obtenu  l'identité 

,     .  /'/.     à    cosKr       cosK/'   *J;  \ 

J    \     0/ii        r  r        ont  ) 

Cette  identité,  fondamentale  dans  l'étude  des  fondions  'l,  conduit 
en  particulier  à  cette  conséquence  que  toute  fonction  'l  régulière 
dans  un  espace  est  analytique  dans  cet  espace. 

Ces  diverses  identités,  déduites  du  théorème  de  Green,  aux- 
quelles il  faudrait  joindre  les  identités  analogues  relatives  aux 
fonctions  harmoniques  de  deux  variables  et  aux  fonctions  6  de 
deux  variables,  ont,  dans  l'étude  des  fonctions  auxquelles  elles  se 
rapportent,  une  importance  capitale.  G.  Kirchhoff  a  donc  fait 
faire  un  grand  pas  à  la  théorie  analytique  des  fonctions  qui  véri- 
fient l'équation  aux  dérivées  partielles 


(3) 


a  2  Ao 


en  établissant  l'identité,  analogue  aux  précédentes,  qui  se  rapporte 
à  ces  fonctions.  C'est  l'identité 


(4) 


avec 


çi.r0 .1-0,30,  M  =  --  j  G  (x,y,z,t     -  -J  clS, 
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M.  Maggi  ;i  élevé  quelques  doutes  sur  la  légitimité  du  raisonne- 
ment de  G.  Kjrchhoffel  a  cherché  à  éviter  les  points  litigieux  de 
^»  démonstration.   M.  Beltrami  a  donné,  de  cette  proposition  de 
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G.  KJrchhofF,   une  belle  démonstration   que  nous    avons   repro- 
duite dans  nos  Leçons  d' Hydrodynamique. 

L'application  à  une  surface  sphérique  du  théorème  de  G.  Kirch- 
ho(ï'  donne  le  beau  théorème  par  lequel  Poisson  esl  parvenu  à 
former  l'intégrale  de  l'équation  (3).  Ce  théorème  de  Poisson  est, 
comme  l'on  sait,  le  fondement  de  la  théorie  de  la  propagation  du 
son,  et  Stokes  en  a  fait  usage  pour  l'étude  de  la  diffraction.  Ces! 
d'ailleurs  par  une  habile  généralisation  de  la  démonstration  du 
théorème  de  Poisson  donnée  par  Kirchhoff  dans  ses  Leçons  de 
Mécanique)  que  le  savant  physicien  est  parvenu  plus  tard  à  la 
démonstration  du  théorème  général  auquel  il  conviendrai!  désor- 
mais d'attacher  son  nom. 

4.  Un  problème  analytique  es!  complètemenl  défini  lorsqu'on 
connaît  à  la  fois  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  le  ré- 
gissent et  les  conditions  aux  limites  auxquelles  il  esl  soumis.  Les 
hypothèses  générales  de  la  théorie  ondulatoire  de  la  lumière  nous 
font  connaître  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  régissent, 
dans  un  milieu  homogène,  isotrope  et  transparent,  les  compo- 
santes du  mouvement  qui  représente  les  phénomènes  lumineux. 
Les  conditions  aux  limites  nous  seront  fournies,  dans  chaque  cas 
particulier,  par  les  hypothèses  spéciales  relatives  aux  corps  qui 
limitent  le  milieu. 

Le  théorème  de  G.  Kfrchhoff  a  l'avantage,  non  seulement  de 
fournir  L'intégrale  générale  de  l'équation  des  mouvements  lumi- 
neux, mais  encore  d'indiquer  dune  manière  précise  de  quelle  ma- 
nière il  convienl  de  fixer  les  conditions  aux  limites. 

Supposons  qu'un  poinl  lumineux  M  se  trouve  dans  un  milieu 
isotrope  indéfini;  il  \  engendrera  un  phénomène  lumineux  el 
soit  ©o  l'une  des  fonctions  (  ,  V  ,  \\  qui  servent  à  former  les  com- 
posantes du  mouvement   lumineux  au  point  o.  On   place  dans  le 

milieu  un  corps  dont   la  surface  esl  S.  La  fonction  9q  esl   remplacée 

par  une  nouvelle  fonction  sp',   el  l'on  a,  comme  G.  rvirchhofl  le 

mont  re  sans   peine. 


i  r.  ,       |G'  |  /-..).  j,  /        ~  ) 


,/> 


la  fonction  G'(.r,  c  3,  f)  étant   définie  par  l'égalit*      i     où   Ion 
remplace  u  par  ^' . 


,j  PltEMIÈHE   PARTIE. 

L'égalité  (ô)  nous  montre  alors  que  le  problème  de  l  Optique 
sera  complètement  résolu  si  nous  saxons  former,  en  loui  point  de 


la  surface  S.  et  pour  toute  valeur  de  /,  les  valeurs  de  'J  et  de~-« 
1  i  an,- 

Les  règles  < [ u i  permettent,  dans  chaque  cas  particulier,  de  for- 
mer les  valeurs  de  a'  cl  de  — —  à  la  surface  d  un  corps   étranger 

1  On,  '  ° 

avaient  été  établies  par  K.irchhoff  dans  son  Mémoire  de  1 882,  mais 
avec  une  extrême  concision  qui  entraînait  beaucoup  d'obscurité. 
Dans  le  présent  Ouvrage,  leur  exposé,  quoique  1res  concis  encore, 
est  cependant  beaucoup  plus  clair.  KJrchhoff  montre  d'abord  la 
forme  d'équations  aux  limites  qui  convient  à  la  surface  de  sépara- 
tion de  deux  milieux  transparents.  Ces  équations  aux  limites,  qui 
suffisent  à  déterminer  les  directions  des  rayons  réfléchis  et  réfrac- 
tés, se  simplifient  beaucoup  lorsque  le  corps  est  complètement 
noir,  c'est-à-dire  lorsqu'il  ne  fournil  ni  ondes  réfléchies  ni  ondes 
réfractées.  Elles  deviennent  alors 


0=0, 


o, 


en  tout  point  de  la  surface  du  corps  noir  qui  n'est  pas  vu  du  point 

lumineux  et 

,  do'        do 

'   =  '  •         dN  =  à\  ' 

en  tout  point  du  corps  noir  qui  est  vu  du  point  lumineux.  De  là, 
il  résulte  immédiatement  que,  si  l'on  plonge  un  corps  noir  dans 
un  milieu  qu'éclaire  un  point  lumineux,  on  aura,  en  tout  point  o 
de  ce  milieu 


(6) 
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la  fonction  G  étant  définie  par  l'égalité  (5)  et  l'intégrale  s'étendant 

à  la  partie  de  la  surface  du  corps  noir  qui  est  vue  du  point  lumi- 
neux. 

0.    L  évaluation  de  cette  intégrale 
étendue  à  une  aire  iimit'e,  est  ensuite  exposée  par  (1.  KJrchhofT*. 
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(1.  KjrcliliolF  excepte  tout  d'abord  de  ses  recherches  deux  cas 
définis  de  la  manière  suivante  : 

i"  La  ligne  qui  joint  le   point    Lumineux  i   au  point  o  pass 
une  distance  du  bord  de  faire  S  de  Tordre  de  la  longueur  d'onde  : 

2°  Il  existe,  sur  le  bord  de  cette  surface,  une  portion  d'étendue 
finie  le  long  de  laquelle    les  variations  de   la  somme  i '/•,  —  r0) 

sont  seulement  de  Tordre  de  la  longueur  (Tonde  X. 

Ces  deux  cas  exceptionnels  étanl  exclus,  on  peu!  distinguer  deux 

cas  généraux  : 


i"  La  ligne  (o,  i)  ne  rencontre  pas  la  surface  S.  On  a  alors 

I  &(x,y,  s>  t  —  ~)^s  -  ° 
2°   La  ligne  (o,  i)  rencontre  la  surface  S.  On  a  alors 
G  (x,  y,  z,  t  -  -  J  e?S  =  \  ro0- 


./• 


L  application  de  ces  résultats  à  l'équation  (  (i  >  donne  de  suite  la 
réponse  à  la  question  suivante;  :  Un  poinl  lumineux  i  el  un  écran 
parfaitement  noir  sonl  placés  dans  un  même  milieu;  quel  esl 
l'éclairement  au  point  o  de  ce  milieu? 

Si  la  ligne  (o,  i)  rencontre  le  corps  noir  entre  les  points  o  el  i  . 

on  aura 

«pu  =  o. 

et  le  poinl  o  sera  dans  l'obscurité. 

Si  la  ligne  (o,  i  )  ne  rencontre  pas  le  corps  noir  entre  les  points 

0  et  i ,  on  aura 

?o  =    V 

el  le  pomi  o  sera  éclaire  comme  si  le  poinl  lumineux  n  existail  pas, 
Ce  théorème  fondamental  esl  la  loi  de  la  propagation  recliligne 

de    la  lumière  el    le    principe  de  la   théorie  des  ombres.    Ta  démon 

stralion  qu  en  donne  kirrldioll  montre  que  sa  justesse  esl  sou- 
mise à  deux  restricl ions  : 

La  ligne  (^o,  i  |  passe  à  une  distance  du  I><>nl  de  I  écran,  grande 
par  rapport  à  la  longueur  d'onde  ; 

La  somme  (  /•„  |    /•,  |  subil .  le  lonu  de  Loutc  portion  linie  du  bord 
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de  I  écran,  une  variation  grande  par  rapport  à  la  longueur  (ronde. 
1 1  v  a  donc  deux  cas,  définis  d'une  manière  précise,  el  deux  m-u 
lement,  où,  dans  un  indien  isotrope,  la  loi  de  la  propagation  recti- 
ligne  de  la  lumière  pourra  devenir  inexacte,  el  où,  par  conséquent, 
il  pourra  y  avoir  diffraction.  Tel  est  le  magnifique  résultat  qui 
eloi  la  deuxième  leeon  du  Livre  de  (î.  K.irchhoff. 


().  Dans  la  seconde  leçon,  G.  kirchliolï  a  posé  les  conditions 
aux  limites  (jni  conviennent  à  la  réflexion,  à  la  réfraction  et  à  la 
diffraction;  l'étude  de  ces  diverses  parties  de  l'Optique  fait  l'objet 
des  leçons  suivantes;  la  troisième  est  consacrée  à  la  réflexion. 

Mn  excluant  encore  certains  cas  exceptionnels,  parfaitement 
définis,  el  qui  sont  ceux  où  se  produira  la  diffraction  par  réflexion, 
Kirchhoff  déduit  de  ses  équations  tontes  les  lois  bien  connues  de 
la  marche  des  ondes  réfléchies.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  rappeler 
les  propriétés  géométriques  fies  foyers,  que  l'on  trouvera  com- 
plètement démontrées  dans  le  Livre  dont  nous  rendons  compte. 
Indiquons  seulement  un  théorème  fondamental  déjà  démontré  par 
Kirchhoff  dans  son  Mémoire  de  188';.. 

Lorsque  Ton  suit  un  rayon  réfléchi,  au  moment  où  Ion  passe 
par  un  des  deux  foyers  de  ce  rayon,  on  voit  l'amplitude  devenir 

infinie  et  la  phase  varier  brusquement  de  '"-• 

M.  Gouy  a  récemment  mis  en  évidence  ce  changement  de  phase. 
Dans  l'expérience  des  deux  miroirs  de  Fresnel,  il  remplace  un 
miroir  plan  parmi  miroir  concave,  et  il  produit  les  franges  d'in- 
terférences au  delà  du  foyer  de  ce  miroir.  La  frange  centrale  est 
alors  une  frange  noire.  Lors  de  la  dernière  exposition  de  la  Société 
de  Physique,  tout  le  monde  a  pu  voir  celle  belle  expérience  du 
savant  professeur  de  Lyon.  Mais  on  a  peut-être  trop  oublié  (pie 
les  calculs  de  G.  Kirchhoff  avaient,  sur  ce  point,  devancé  l'expé- 
rience. 

La  quatrième  leeon  esl  consacrée  à  la  réfraction.  Dans  son 
Mémoire  de  1882,  G.  Kirchhoff  s'était  contenté  d'indiquer  (pie 
1  étude  <!<■  la  réfraction  pouvait  être  faite  comme  celle  de  la  réflexion. 
l<i,  il  développe  très  complètement  l'étude  de  la  réfraction.  Non 
seulement  il  retrouve  par  ses  formules  les  lois  connues  de  l'Op- 
tique géométrique,  mais  encore  il  démontre  les  principales  consé- 
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quences  générales  de  ces  lois  et,  en  particulier,  les  propriétés  clés 
lentilles  épaisses  découvertes  par  Gauss. 

7.   Nous  avons  vu  an  n"  S  que  le  Lhéorème  général  démontré 
par  G.  KLirclihoff  pour  l'intégrale 


fr,(.r,y.z.,      .t\d& 


était  en  défaut  dans  deux,  cas  particuliers,  d'où  deux  cas  d'excei 
Lion,  et  les  deux  seuls  cas  d'exception  possibles,  à  la  loi  de  la  pro- 
pagation rectilignede  la  lumière.  Le  premier  cas  d'exception  cor- 
respond aux  phénomènes  de  diffraction  que  Fresnela  découverts; 
le  second  aux  phénomènes  de  diffraction  que  Fraunhofer  a  obsen  es 
le  premier.  Les  formules  de  G.  Kirchhoff  embrassent  à  la  fois  le 
cas  général  et  les  cas  d'exception.  Aussi  Kirchhoff  en  ;i-t-il  déduil 
une  théorie  étendue  des  phénomènes  de  diffraction,  la  seule  vrai- 
ment logique  qui  ait  été  donnée  jusqu'ici.  C'est  l'objet  des  cin- 
quième, sixième  eL  septième  leçons. 

Après  avoir  développé,  pour  l'étude  des  phénomènes  de  diffrac- 
tion, quelques  formules  générales,  où  les  rayons  qui  donnent  lieu 
aux  phénomènes  de  diffraction  sont  supposés  subir  un  nombre 
quelconque  de  réflexions  et  de  réfractions,  Kirchhoff  aborde  l'étude 
des  phénomènes  de  diffraction  en  lumière  parallèle,  qu  il  nomme 
fort  justement  phénomènes  de  Fraunhofer.  Il  nous  est  impossible 
d'insister  ici  sur  les  divers  cas  traités;  nous  devons  nous  bornera 
les  énumérer  sèchement.  Il  examine  d'abord  le  cas  où  l'ouver- 
ture lumineuse,  unique,  est  un  rectangle  éclairé  par  un  point 
lumineux  ou  par  une  ligne  lumineuse;  puis  le  cas  où  celte  ouver- 
ture a  La  forme  d'un  cercle,  cas  auquel  se  rattache  la  théorie  de 
l'irradiation;  il  démontre  enfin  que  les  phénomènes  de  diffraction 
produits  par  une  ouverture  ou  par  un  écran  de  même  forme  que 
l'ouverture  sont  liés  par  un  théorème  très  simple  dû  à  M.  Lommel. 

L'étude  du  cas  où  les  ouvertures  diffringentes  sont  en  grand 
nombre  fournit  à  Kirchhoff  une  théorie  complète  des  réseaux. 
Toutefois,  cette  théorie  est  traversée  par  une  difficulté,  route  la 
théorie  de  La  diffraction  suppose  les  dimensions  des  ouvertures  in  s 
grandes  par  rapporl  à  la  longueur  d  onde.  (  !  est  une  condition  qui 
n  est    plus  réalisée  dans  ces   réseaux    prodigieusement    uns    que 
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construisent  aujourd  Inu  d  habiles  artistes.  Les  maxima  de  lumière 
onl  cependanl  dans  ce  cas,  l'expérience  le  démontre,  les  positions 
prévues  par  la  théorie  ordinaire  de  la  diffraction.  Par  une  analyse 
directe  «le  ce  cas  particulier,  G.  K.irehhoff donne  à  cet  accord  une 
justification  théorique. 

Apres  la  théorie  des  réseaux  vienl  une  théorie  complète  des 
franges  de  Talbot,  terminant  l'exposé  des  phénomènes  de  diffrac- 
i  ion  de  Fraunhofer. 

L'étude  <lcs  phénomènes  de  diffraction  de  Fresnel  est  limitée 
aux  phénomènes  produits  par  un  écran  à  bords  rectilignes  ou  par 
une  fente  à  bords  rectilignes.  Le  problème  est  ramené  par  une 
analyse  rigoureuse  à  l'élude  des  célèbres  intégrales  de  Fresnel.  An 
lieu  de  développer  les  intégrales  de  Fresnel 
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en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  croissantes  de  u,  ainsi 
que  M.  Pli.  Gilbert  nous  a  appris  à  le  faire  pour  toute  valeur  de  u^ 
Kirchhoff  développe  en  séries  convergentes  ordonnées  suivanl  les 
puissances  croissantes  de  u  les  (\cu\  fonctions 

M(rt)=  /        cos({*— «*)<$,        N(i*)=  /        sio  (g*— !**)</;. 

Il  donne  aussi  de  remarquables  séries  semi-convergentes  qui 
permettent  un  calcul  rapide  de  Al  (//)  et  de  N(m)  pour  les  grandes 
valeurs  positives  de  //. 

8.  Les  conditions  auxquelles  est  assujetti  le  mou  veinent  lumi- 
neux à  la  surface  qui  limite  deux  milieux  transparents  ont  élé  don- 
nées dès  la  première  leçon,  du  moins  sous  leur  forme  générale,  et 
c'esl  de  ces  conditions  qu'ont  été  déduites  les  lois  géométriques  de 
la  réflexion  et  de  la  réfraction.  Mais  les  équations  qui  lient  entre 
elles  l'onde  plane  incidente,  l'onde  réfléchie  et  Tonde  réfractée  ren- 
ferment certaines  constantes  qui  dépendent  de  l'angle  d'incidence 
el  de  la  nature  de  la  polarisation  de  la  lumière.  Préciser  la  forme 
de  ces  constantes,  c'esl  l'objet  de  la  théorie  mécanique  de  la 
réflex  ion  et  de  la  ré  frac  I  ion . 

(  ne  première  idée  se  présente  :  c  es!  d'admetlre  la  même  forme 
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de  conditions  aux  limites  que  relie  à  laquelle  on  parvient,  «hui- 
la théorie  de  L'élasticité,  lorsqu'on  traite  les  vibrations  de  deux 
milieux  collés  l'un  à  l'autre,  G.  KJrchhoff  poursuit  d'abord  les 
conséquences  de  celle  hypothèse  dans  un  cas  particulier  :  dan-  le 
cas  où  la  vibration  incidente  est  rectilïgne  et  perpendiculaire  au 
plan  d'incidence.  Les  conséquences  auxquelles  on  parvient  ue 
peuvent  s'accorder  avec  les  faits  que  si  l'on  admet  lune  ou  l'autre 
des  deux  hypothèses  suivantes  : 

Ou  bien  l'élasticité  de  l'éther  est  la  même  dans  Ions  les  milieux, 
et  la  vibration  lumineuse  est  alors  perpendiculaire  au  plan  de 
polarisation  ; 

Ou  bien  la  densité  de  l'éther  est  la  même  dans  ions  les  milieux, 
et  la  vibration  lumineuse  est  alors  parallèle  au  plan  de  polarisation. 

Laquelle  de  ces  deux  hypothèses  faut-il  adopter? 

Fresnel  a  adopté  la  première,  mais  son  opinion  se  heurte  à  une 
grosse  difficulté;  si  l'on  admet  cette  opinion,  il  n'est  pas  possible 
«le  généraliser  la  théorie  mécanique  de  la  réflexion  CI  de  la  réfrac- 
tion de  manière  à  l'étendre;  aux  milieux  cristallisés.  Si  l'élasticité 
de  l'éther  doit  être  la  même  dans  tous  les  milieux  que  dans  le  vide. 
qui  est  isotrope,  elle  sera,  pour  Ions  les  milieux,  la  même  dans 
toutes  les  directions.  Comme  d'ailleurs  la  densité  est  essentielle- 
ment, pour  employer  le  langage  d'Hamil ton,  une  quantité  scalaire 
el  non  une  grandeur  vectorielle,  que  le  moi  densité  suivant  une 
direction  donnée  n'a  absolument  aucun  sens,  on  voil  que  L'opi- 
nion de  Fresnel,  si  l'on  en  poursuivait  les  conséquences,  fera  il 
disparaître  de  l'Optique  la  notion  de  milieu  anisotrope. 

Aussi,  lorsque  IMac  Cullagh  el  Neumann  se  sont  préoccupés 
d'étendre  à  la  réflexion  de  la  lumière  sur  le>  cristaux  la  théorie, 
donnée  par  Fresnel,  de  la  réflexion  de  la  lumière  sur  les  corps 
vitreux,  ont-ils  été  toul  naturellement  amenés  à  rejeter  la  première 
hypothèse  el  à  accepter  la  seconde.  G.  K.irchho(Fsuil  leur  exemple. 

Lorsque,  au  lieu  d'étudier  le  cas  <»n  la  lumière  vibre  normalement 
au  plan  d'incidence,  on  veni  étudier  le  ca>  m'i  elle  vibre  parallèle- 
ment au  plan  d'incidence  |  ci  l'étude  de  ces  deux  cas  contient  toute 
la  théorie  de  la  réflexion),  il  n'esl  plus  possible  de  garder  pour  les 
conditions  aux  limites  la  forme  qui  convient,  'I  après  la  théorie  de 
l'élasticité,  à  deux  milieux  collés  l'un  ;■  l'autre  el  soustraits  à  toute 
action  extérieure.  Ces  conditions  conduisenl   à  des  conséquences 


11.. 
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incompatibles  avec  I  expérience.  On  esl  «loue  conduit  à  chercher 
des  conditions  aux  limites  qui  soient  identiques  aux  conditions 
déjà  données  dans  !<■  cas  où  la  lumière  vibre  perpendiculairement 
au  plan  d'incidence  el  qui  conduisent  à  des  résultats  compatibles 
avec  l'expérience  dans  le  cas  où  la  lumière  vibre  parallèlement  au 
plan  d  incidence. 

Ces  conditions,  Karchhoff  les  forme  et,  pour  les  justifier,  il 
invoque  une  considération  qui,  dans  une  leçon  ultérieure,  aura 
une  grande  importance,  la  considération  des  actions  que  la  matière 
exerce  sur  l'éther  qui  la  pénètre. 

Les  conditions  trouvées  fournissent  les  formules  qui  régissent  la 
réfraction  et  la  réflexion  de  la  lumière.  Ces  formules  conduisent, 
dans  le  cas  où  il  y  a  réflexion  totale,  à  des  résultats  imaginaires  qui 
n'ont  pins  aucun  sens  physique.  On  sait  comment  Fresnel,  inter- 
prétant ces  résultats  imaginaires  par  une  divination  dont  la  puis- 
sance égale  L'étrange  té  |  parvint  à  énoncer  une  théorie  de  la  réflexion 
totale  vérifiée  par  la  célèbre  expérience  du  parallélépipède. 

Ces  résultats  peuvent  être  rendus  saufs  des  étranges  considéra- 
tions par  lesquelles  Fresnel  les  a  obtenus.  Les  conditions  aux  limites 
adoptées  dans  la  théorie  delà  réflexion  supposent  essentiellement 
qu'il  n'v  a  pas  de  réflexion  totale;  elles  doivent  subir  une  modifi- 
cation, et  celte  modification,  une  fois  réalisée,  conduit  sans  peine 
à  la  théorie  de  la  réflexion  totale. 

Une  fois  établies  les  formules  générales  qui  règlent  la  réflexion 
et  la  réfraction  de  la  lumière  à  la  surface  des  substances  vitreuses, 
il  devient  facile  de  traiter  les  divers  problèmes  qui  se  rattachent  à 
la  théorie  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction  :  réflexion  et  réfraction 
par  une  lame  à  faces  parallèles,  anneaux  colorés  de  Newton,  pro- 
priétés de  la  pile  de  glace.  Kirchhoff  consacre  une  leçon  à  l'exa- 
men complet  de  ces  divers  problèmes. 


9.  Les  diverses  théories  développées  dans  les  leçons  que  nous 
venons  d'analyser  supposent  qu'il  n\  a  pas  de  perle  de  force  vive 
dans  la  propagation  du  mouvement  lumineux;  que,  par  conséquent, 
les  milieux  éludiez  sont  complètement  transparents.  Elle  est  loin 
de  rendre  compte  de  ions  les  phénomènes  lumineux;  le  phéno- 
mène de  la  dispersion  dans  les  milieux  transparents,  les  phéno- 
mènes d'absorption,  la  réflexion  métallique,  échappent  aux  prises 
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de  cette  représentation  trop  simplifiée.  La  dixième  leçon  est  con- 
sacrée par  G.  Kirchhofl*  à  montrer  comment  une  représentation 
plus  complexe  peut  embrasser  tous  ces  phénomènes. 

Le  principe  de  la  modification  à  apporter  à  la  théorie  des  phé- 
nomènes lumineux  a  été  indiquée  par  Cauchy.  Il  consiste  à  com- 
pléter les  équations  aux  dérivées  partielles  du  mouvemenl  Lumineux 
en  y  introduisant  certains  termes  qui  représentent  l'action  de  la 
matière  sur  l'étlier  dont  elle  est  pénétrée.  G.  KJrchhoff  expose 
cette  modification  en  suivant  la  voie  si  simple  que  Helmholtz  a 
indiquée  dans  son  Mémoire  célèbre  sur  la  réflexion  anormale.  G. 
Kirchhoir traite  d'abord,  à  l'exemple  d'Helmholtz,  les  relations  de 
la  dispersion  anormale  avec  l'absorption  et  le  phénomène  des  cou- 
leurs superficielles;  puis,  (rime  manière  très  simple,  il  établit  les 
formules  de  la  réflexion  métallique  données  par  Cauchy. 

10.  Cette  leçon  termine  la  partie  la  plus  importante  du  livre, 
celle  qui  est  consacrée  à  l'étude  des  corps  isotropes.  Le»  quatre 
dernières  leçons  sont  un  exposé  rapide  des  propriétés  optiques 
des  corps  cristallisés. 

Une  leçon  expose  les  lois  du  mouvement  lumineux  dans  les 
milieux  cristallisés;  la  théorie  de  la  double  réfraction  admise  par 
G.  Rirchhoff  est  la  belle  théorie  que  Green  a  édifiée,  que  Lamé 
a  ensuite  retrouvée. 

La  théorie  de  la  surface  d'onde,  les  constructions  des  rayons, 
des  plans  de  polarisation,  (\c>  vibrations:  lès  phénomènes  de  la 
réflexion  conique  intérieure  et  de  !.i  réflexion  conique  extérieure 
sont,  dans  une  seconde  leçon,  exposés  par  des  procédés  analy- 
tiques aussi  simples  que  symétriques. 

La  théorie  mécanique  de   la  réflexion  et  de  la  réfraction  de  la 

lumière  à  la  surface  d'un  milieu  cristallisé  «i  l'ail  l'objet  d'un  impor- 
tant Mémoire  de  G.  K.irchhoff.  Le  sujel  traité  dans  ce  Mémoire 
esi  repris,  dune  manière  pins  méthodique,  dans  la  treizième  leçon. 
Enfin,  la  quatorzième  et  dernière  leçon  cm  consacrée  à  l'élude 
des  couleurs  que  présentent  les  lames  cristallines  minces  pla< 
entre  deux  niçois. 

Cette  partie  des  Leçons  de  <  • .  ivirchofl  qui  rsI  consacrée  à  I  étude 
«les  milieux  cristallisés  ne  présente  pas  un  ensemble  aussi  imposant 
que   les   dix    leçons   consacrées  aux   milieux  isotropes.   <)n  peut 
Bull,  des  Sciences  mathe'm.,   ■    série,  t-  XVI,  (Févrici 
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même  v  signaler  une  regrettable  lacune  :  la  théorie  de  la  polarisa- 
tion rotatoire  esl  passée  entièrement  sous  silence.  Néanmoins,  on 
peut  dire  que  ces  Leçons,  auxquelles  le  Maître  n'a  pu  donner  le 
dernier  poli,  constituenl  le  plus  beau  commentaire  <pn  ail  jamais 
été  fail  de  I  oem  re  de  Fresnel. 

Qu'il  nous  soii  permis,  en  terminant  ce  compte  rendu,  d'émettre 
un  vœu.  Les  Leçons  de  Mécanique  de  K.irchhoff  sont  parvenues, 
en  Allemagne,  à  leur  troisième  édition;  elles  sonl  devenues  le 
guide  indispensable  <le  quiconque  veut  étudier  la  Physique  mathé- 
matique, el  cependant  elles  n'ont  pas  encore,  en  France,  trouvé 
de  traducteur.  Souhaitons  que  les  Leçons  d'Optique  ne  rencon- 
trent pas,  dans  notre  pays,  la  même  indifférence. 

I\    DriiKM. 


LIE   (SOPHUS).    —    VORLESUNGEN    UEBER    DlFFERENTIALGLElCHUNGEN    MIT    Be- 
K.ANNTEN    INFINITESIMALEN    TRANSFORMATIONEN.    lien  ri  )eil(4     1111(1    heraUSgG- 

geben  von  D'  Georg  Scheffers \  Leipzig,  Teubner,  1891. 

Ce  Livre,  publié  sous  l'inspiration  de  M.  Lie,  se  dislingue  de 
son  Ouvrage  Sur  lu  théorie  des  groupes  de  transformations  par 
un  caractère  tout  élémentaire.  11  a  pour  but  l'application  des 
belles  théories  de  l'illustre  géomètre'  aux  équations  différen- 
tielle^, el  présente  un  exposé  très  simple  des  notions  fondamen- 
tales de  la  théorie  des  groupes  suivi  d'une  théorie  des  équations 
différentielles.  La  notion  d'intégrale  de  ces  équations  étant  sup- 
posée connue,  il  est  à  la  portée  de  débutants  dont  les  connaissances 
mathématiques  ne  dépassent  guère  le  programme  de  nos  classes  de 
Mathématiques  spéciales.  L'étude  (\v^  cas  d'intégrabilité  des 
énualions  différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  y  est  ratta- 
chée à  la  notion  de  transformation  infinitésimale  :  une  telle  équa- 
tion esl  intégrable  par  des  quadratures,  lorsque  sa  forme  permet 
de  reconnaître  a  priori  certaine  transformation  infinitésimale 
qu'elle  admet  ;  tous  les  cas  d'intégrabilité  connus  sont  présentés 
de  cel  te  man  ière. 

I  .,1  lecture  de  l'Ouvrage  esl  facilitée  par  les  nombreux  exemples 
qui  suivent  chaque  théorie,  par  les  démonstrations  multiples  qui 
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sont  données  de  chaque  proposition  capitale  el  en  font  ressortir 
le  véritable  caractère. 

En  résumé,  ce  Livre  présente  un  ensemble  de  connaissances 
aujourd'hui  indispensables  pour  l'étude  des  équations  différen- 
tielles, et  initie  à  un  grand  nombre  de  notions  de  la  théorie  des 
groupes.  M.  Scheffers  annonce,  dans  sa  Préface,  son  intention  de 
rédiger,  dans  le  même  ordre  d'idées,  une  Introduction  à  la  Théorie 
des  groupes.  Ce  sera  un  utile  complément  du  présent  Ouvrag 
et  le  lecteur  désireux  d'apprendre  davantage  trouvera  dans  ces 
deux  Livres  une  préparaiion  à  l'étude  plus  difficile  des  Transfor- 
mationsgruppen . 

Première  Partie.  — Après  avoir  préparé  le  lecteur  aux  Dotions 
qui  suivent  par  des  exemples  liés  simples,  l'auteur  définit  ce  qu'il 
entend  par  groupe  à  ud  paramètre  de  transformations  ponc- 
tuelles d un  plan.  C 'est  un  ensemble  de  transformations  dépen- 
dant chacune  d'une  arbitraire,  telles  (pie  la  suite  de  deux  quel- 
conques d'entre  elles,  effectuées  Tune  après  l'autre,  se  tamèn 
une  seule  opération  du  même  ensemble. 

Les  groupes  étudiés  ici  sont,  en  outre,  soumis  à  la  restriction 
d'avoir  leurs  transformations  deux  à  deux  inverses,  c'est-à-dire 
que,  si  une  transformation  appartient  au  groupe,  d  en  es!  de  même 
de  la  transformation  inverse. 

Analytiquement,  un  tel  groupe  sera  donc  défini  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

(i)  .r,  —  -^(.r.  y.  a),  Kl       rl-r-  .»  •  "  '• 

pouvant  aussi  s'écH  re 

(i')  x       tpl  vu  »  i,  a  >.         >        <|<    'i.  .1  ,. 

et  telles  que,  si  l'on  joint  aux  équations  i  i    les  équations 

-    •  |  .r,  -  ?(./,.   i  ,.  h  i.  .  :    /-,.   i  ,.  b   . 

On  ail  aussi 

<  ;  i  .r.     ri./-.  .r.  c  >,       .i  ■     <|h  r,  i ,  <■  , 

.où  c  est  une  constante  ne  dépendant  que  des  arbitraires  a  el  h, 
l'n  tel  groupe  contient  d'abord  la  transformation  identique, 
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c'est-à-dire  que,  pour  une  certaine  valeur  a0  du  paramètre,  on  a, 
idenl  iquemenl 

(4)  a?=    'r(.'',.r,^o),       7  =  ^(^,7»  «<>)■ 

Déplus,  il  contient  toujours  une  transformation  infinitésimale, 
c'est-à-dire,  transformant  un  point  (#,  )  )  en  un  point  infiniment 

\  oisin  (x  -+-  ox,  y  -+-  oy),  cl  défini  par  des  équations  de  la  forme 

(5)  or  =  £(#,  j)o/,  8^=  r,(j",j)o/. 

Réciproquement,  une  telle  transformation  (:"))  appartient  tou- 
jours à  un  groupe  de  la  forme  étudiée,  dont  on  obtient  les  équa- 
tions finies,  en  intégrant  le  système 

I    ()    )  r- ■      =      — — =    (It, 

avec  les  conditions  initiales 

pour  t  =  o. 

Enfin,  remarquant  qu'une  transformation  infinitésimale  (5)  ne 
change  pas  si  on  y  multiplie  £et7)  par  un  même  facteur  constant  et 
cherchant  les  relations  qu'il  doit  y  avoir  entre  une  telle  transfor- 
mation et  une  transformation  finie  (i)  du  même  groupe,  on  trouve 
qu'un  groupe  à  un  paramètre  avec  transformations  deux  à 
deux  inverses  contient  toujours  une  transformation  infinité- 
simale et  une  seule,  et  que,  réciproquement,  une  transformation 
infinitésimale  arbitraire  engendre  toujours  un  tel  groupe  et 
un  seul. 

Signalons  la  forme 

1   W(*1,71)-*=W(ar,.r), 

sous  laquelle,  à  l'aide  du  système  (6),  se  présentent  les  équations 
finies  du  groupe. 

On  représente  une  transformation  infinitésimale  (5)  par  le 
symbole  11/ 

Vf      ;"'"    ■    ,">'• 

J  ii.r  ,n 

qui  déûnil  l'expression  (  fol  <!<'  l'accroisement  qu'elle  donne  à 
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une  fonction/;  et  on  emploie  les  expressions  de  groupe  L _/',  ou 
de  transformation  infinitésimale  Uf. 

L'expression  finie  d'une  fonction  arbitraire  de  ./•,  el  Y\  esl  alors 
donnée  parle  développement  suivant  : 

/(tfi,.Ti  )=/(*,  7)+  7U/(arliy)H.-^UU/  +  ...l 

qui  donne  en  particulier  xK  et  r,  en  fonction  de  x,y  el  /.  c'est- 
à-dire  les  intégrales  de  (6). 

D'antre  part,  si  Ton  substitue  aux  variables  j\  y  des  variables 
x',y'  définies  en  fonction  de  celles-ci,  l'expression  de  la  transfor- 
mation infinitésimale  devient 

V  =**&  +  *?%>■ 

En  particulier,  on  peut  prendre  des  variables  canoniques,  telles 

due  l'on  ait 
■ 

Ux'  —  o,      i  y    i . 

ce  qui  revienl  à  intégrer  le  système  (6).  Les  équations  unies  du 
groupe  prendront  alors  la  forme 

ce  qui  représente  une  translation . 

On  trouve  encore  une  application  de  l;i  transformation  infini- 
tésimale dans  L'étude  des  fonctions  invariantes,  des  équations 
invariantes  et  <7<".v  courbes  invariantes  du  groupe,  qui  conduit 
à  ce  théorème  remarquable  : 

Pour  qu'une  fonction,  une  équation  ou  une  courbe  admette 

toutes  les  transformations  finies  du  groupe,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  admette  sa  transformation  infinitésimale. 

Les  fond  mus  invariantes  sont  les  solutions  de!  équation  l  / 
une  équation  u)( x,  y)  =  o  esl  invariante  si  l'on  a  I  10  =  o,  pour 
(o  =  o;  enfin,  une  courbe  invariante  esl  <>u  bien  une  trajectoire 
du  groupe,  c'est-à-dire  le  heu  i\<-^  positions  « | n <>  prend  un  punit 
quand  on  le  soumel  à  toutes  les  transformations  du  groupe;  <>u 
bien  une  courbe  dont  tous  les  points  rest'enl  en  repos  pour  toute 
transformation  du  groupe.  Les  premières  onl  pour  équation 

/'      ronst., 
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/"étanl  une  fonction  invariante;  el  les  secondes sonl  données,  s'il 
v  a  lieu,  par  les  solutions  communes  des  équations 

Ê  =  o,  r]       .). 

Deuxième  Partie.        La  recherche  des  faisceaux  invariants 
de  courbes  <l  un  grou pe 

io(  ./■.  y  )  =  consl 

conduit  à  un  théorème  analogue  à  celui  qui  vient  d'être  énoncé, 
el  se  ramène  à  la  résolution  de  l'équation 

Uto  =  12  (tu), 

OÙ  Û  est  une  fonction  arbitraire  de  o>.  Pour  12  =  o,ona  le  faisceau 
des  courbes  invariantes;  dans  le  cas  plus  général  de  faisceau  dont 
les  courbes  s'échangent  entre  elles,  l'équation  précédente  se 
ramène  à 

U  w  =  I  . 

Si  le   faisceau   est  celui    des  courbes   intégrales   de  l'équation 
différentielle 

(i)  X  dy  —  Y  dx  =  o, 

ou  encore  de  l'équation  équivalente 

el  qu'on  sache,  a  priori,  que  ce  faisceau  admette  la  transformation 
U/*,  on  a,  dans  le  cas  où  chaque  courbe  est  invariante  en  elle-même, 

Xt)-YÊ=o, 

et  cette  transformation  qu'admet  L'équation  (i)  est  dite  banale. 
Dans  le  second  cas,  on  a  les  deux  relations 

A  io  =  o,        Uw  =  i, 

qui  permettent  d'obtenir  par  une  quadrature  l'intégrale  u  de 

l'équation,  el  qui  montrent  que  ~^\i  v>*  ,m  multiplicateur  de 
I  équation  (i). 

La  condition   nécessaire  el   suffisante  pour  que  l'équation  (i) 
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admette  la  transformation  L  /'.  est  que  l'on  ail  une  relation  de  la 

(orme 

(3)  (UA)  =  U(A/)-    MU/)  =  X(ar,^)A/, 

ou 

UX-  M        l  \  -A  « 


\ 


Réciproquement,  étant  donné  un  multiplicateur  M  de  l'équa- 
tion (1),  on  aura  une  transformation  infinitésimale  <!<■  cette  équa- 
tion, en  déterminant  ç  et  rt  par  la  seule  condition 

M, 


\  T)  -       W 


ce  qui  montre  que  /om/c  ('(/nation  différentielle  ordinaire  du 
premier  ordre  admet  toujours  une  infinité  de  transformations 
infinitésimales . 

Signalons  aussi  la  forme  immédiatement  intégra  oie 

dy'—  F(a?')  dx  —  o, 

(pie  prend  l'équation  quand  on  introduit  les  variables  canoniques 
<ln  groupe. 

Si  maintenant  on  connaît,  apriori,  <I<mi\  transformations  l  ,  f 
el  LU/  de  L'équation,  la  théorie  du  multiplicateur  montre  immé- 
diatement que 

\/,,-V$, 

Xri2—  \î, 

est  une  intégrale  de  V équation  ou  une  constante.  Ceci  se  \  « > î  t 
encore,  en  mettant,  ce  qui  est  toujours  possible,  l'une  il»1-  Irai 
formations  sous  la  forme 

el  le  critérium  |  3)  m  outre  <  |  »  j  *  *  ~  esl  ce//e  intégrale  ou  cette  coa- 
stan te ,  Dans  ce  dernier  cas,  <>n  «lit  t\\\e  les  deux  transformations 
ne  sont  pas  essentiellement  distinctes  par  rapport  à  I  <  qua- 

tio/t  (1); 

Réciproquement,  si,  partanl  d'un  groupe  l  /  el  de  ses  équations 
unies,  on  forme  l'équation  générale  de  ses  faisceaui  invariants, 
pins  leurs  équations  différentielles,  on  saura  intégrer  cette  dernière 


68 


PU  KM  1ÈRE   PARTIE. 


par  une  quadrature,  et  le  résultat  est  intéressant  si  le  caractère 
des  types  obtenus  se  Iraduil  sur  la  forme  même  de  l'équation. 
Par  ce  procédé,  on   obtient  ainsi   ions  les  cas  d'inlégrabilité 

connus. 

Cette  seconde  Partie  se  termine  par  de  très  intéressantes  appli- 
cations géométriques  (jm  n'offrent  rien  d'essentiel  pour  la  pré- 
sente théorie.  Notons  seulement  l'interprétation  géométrique  qui 
donne  au  multiplicateur  l'expression  suivante 

»,       ?>' 

M  =  =- 


û*  \  V  -h  Y» 

où  ht  est  infiniment  petit,  constant  le  long  de  chaque  courbe  inté- 
grale,  et  o.v  la  distance  au  point  x., y  de  deux  courbes  intégrales 
infiniment  voisines. 


Troisième  Partie.  —  Après  avoir,  en  suivant  la  même  marche 
<jue  dans  la  première  Partie,  étendu  la  notion  de  groupe  à  un 
paramètre,  et  celles  cpii  s'y  rattachent,  au  cas  de  trois  variables, 
l'auteur  associe  à  la  transformation  ponctuelle 

0  ar,  =  o(j7,  y)      ri  =  <K*,  y) 

la  transformation  à  trois  variables  suivante 


(a)      Ti  =  o(x,y),    yl  =  'b(.r.y).     y\  = 


dy 

tt.i- 


ôy 


ôx 


i\x,y,y')i 


i)y 


y 


qui  définit  le  coefficient  angulaire  y\  de  la  tangente  à  la  courbe 
i  ransformée.  On  L'appelle  transformation  ponctuelle  prolongée . 
De  même,  si  la  transformation  (i)  appartient  à  un  groupe  à  un 
paramètre,  la  transformation  (a)  appartiendra  aussi  à  un  groupe 
à  un  paramètre,  qui  sera  le  groupe  ponctuel  prolongé. 
\  la  transformation  infinitésimale  de  ce  groupe 


Ci) 


1/         :     r.y^^r,  |  ,-.    ,  V^ 


répond  la  transformation  infinitésimale  prolongée 


>>/'  àf  ,     àf 

1/  -    =    -    y)£        ,,,     r)JL   --,<  —  •.,„   ■ 
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où 

dx 
avec  la  convention 


dx  ~r  J^  \  dy        ôx  )  à  y        dx       *    dx  ' 


df{x,y)  =  àf_htfm 
dx  dx  dy 

Dire  alors  que  l'équation  différentielle 
(5)  Q{x,y,y')  =  o 

admet  la  transformation  {]/,  c'est  dire  que  cette  équation  à  trois 
variables  (5)  admet  la  transformation  Uff.  La  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  donc  que  l'on  ait 

U'û  -   o 
pour  il  =  o. 

Ce  critérium  se  ramène  évidemment  à  celui  trouvé  précé- 
demment. Il  permet,  en  outre,  de  déterminer  les  équations  différen- 
tielles qui  admettent  la  transformation  U/',  ce  qui  revient  à  con- 
struire les  équations  invariantes  du  groupe  l  '/'. 

Le   résultat   apparaît    nettement    si   Ton   emploie   les   variables 

canoniques  u  et  v  du  groupe  Uf,  qui  lui  donnent  la  forme        et  qui 

donnent  à  l'équation  différentielle  la  forme 

(lu         ,     » 

25"  *<">=  °' 

Les  équations  cherchées  onl  donc  la  forme 

du        du 

dx       dy  ■ 

dv       dv     , 

—  H y 

dx       dy 

Il  suffit  ainsi  de  connaître  //  el  c,  fonctions  de  x  el  |  .  qui  s'ob- 
tiennent, comme  on  l'a  vu  dans  la  première  Partie,  par  ^intégra- 
tion  d  une  équation  ordinaire  du  premier  ordre  suivie  d*une 
quadrature. 

Quatrième  Punie.  —  La  quatrième  Partie  esl  consacrée  aux 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  eu  général,  el  aux  i  qua 
i ions  diIlcTciii ielles  du  second  ordre. 
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L'auteur  étend  «1  abord  ta  notion  de  groupe  au  cas  de  //  variables 
à  propos  duquel  il  use,  avec  un  peu  trop  de  réserve,  de  I  idée 
d'espace  à  //  dimensions)  puis  il  l'applique  à  l'équation 

<>f  àj  dj 

i  jii  i  admet    la  I  ranslonnal  ion 


La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 
que  l'on  ail  une  identité  de  la  forme 

(3)  (UA)s=X(a?t,  x2,  . ..,  xn)kf. 

Mors,  si  (0  r.v/  solution  de  V équation,  Uto  es/  aussi  solution. 

Considérant   ensuite   plusieurs   transformations  Ult/,  U2/,   ... 

de  I  équation  (i),  on  ne  regarde  comme  distinctes  par  rapport  à 

cette  é(/uation  que  celles  qui  ne  sont  liées  entre  elles  par  aucune 

relation  linéaire  de  la  forme 

"i  Ui/-4-  a2U2/-*-. .  .H-  rt/,UA./-f-  p(a?t,  a?2,  •  •  -,  xn)kf  =  o, 

où  les  «  sont  des  constantes. 
En  outre,  l'identité  de  Jacobi 

((U/Uy)A)  +  ((UyA)U/)-+-((AU/)Uy)ao, 

jointe  au  critérium  (3),  montre  que,  si  l'équation  (i)  admet  les  deux 
transformations  \]jf  et  Uy/*,  elle  admet  aussi  la  transformation 
(U/,  Uy),  qui  pourra  être  distincte  ou  non  des  deux  précédentes. 
Enfin,  parmi  les  transformations  de  l'équation  (i),  Utt/, 
U2/,  ...,  IJ/ifi  il  pourra  y  en  avoir  p,  qui  seront  linéairement  dis- 
tinctes entre  elles  et  de  A/,  les  autres  ayant  la  forme 

Up-w/—  ut\  Ui./V  W/2U2/-+- . . .+  uipUpf^-  p/A/, 

où  les  //  et  les  v  sont  des  fonctions  de  x.  Le  critérium  (3)  montre 
alors  que  les  u  sont  des  solutions  de  I  équation  (1)  ou  des  con- 
stantes. 

De   là    plusieurs   procédés   pour  déduire,  de  plusieurs  solutions 

el  transformations  de  l'équation  (1),  de  nouvelles  solutions  et  «le 
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;i 


nouvelles  transformations.  Mais  il  peut  se  faire  que,  à  un  certain 

moment,  ces  procédés  ne  donnent  plus  rien  de  nouveau.  Comment 
alors  terminer  l'intégration  de  (i)?  C'est  un  problème  qui  n'est 
résolu  en  partie  que  plus  tard. 

Ces  considérations  se  terminent  par  la  fonnul<Mii\;int<\  qui  donne 
un  multiplicateur  M  de  l'équation  (i),  quand  on  connaît  n  —  i 
transformations  de  l'équation  (i) 


Uy/  = 


V  t 


iL 


«1 

a  2 

«a 

Eu 

6 
Ç1J 

y 

Ç/l— 1,1 

6 
;  n  - 1 

linéairement  distinctes  entre  elles  et  de   \  /. 
On  a 


M 


Passant  ensuite  aux  équations  du  second  ordre 

(4)  o(.r,jK, /,/')  =  <». 

qui  admettent  une  transformation 

|  a?,       ?<.r..r  >. 

(D)  < 

(  ,yi=  "K*j)i 

c'est-à-dire  dont  les  courbes  intégrales  sont  échangées  entre  elles 
par  cette  transformation,  on  remarque  que  cela  revient  à  dire  que 
l'équation  (/j)  entre  quatre  variables  admet  la  transformation 
ponctuelle  (5)  deux  fois  prolongée 


*\  =<p(*,7)i 


7l=  ♦(*!  .'    '■ 


(6)        {     ,       "Vi         ,  ,.  „      dy\ 

Y\  =  25j  =x(^7»7  )i      ri  =  //- 


Si  la  transformation  (5)  appartient  à  un  groupe  (7) 


(7) 


11/     fcd/         '"' 


la  transformation  ((i)  appartient  aussi  au  groupe  deux  fois  pro- 
longé V)"f 

(8)      U'/      aMi'l'       '."-;,','        i     r,j  1     | 
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a\  ec 

r  '  =  'lf>         y'  ^1 ,  r"—  dl)         y"  -^  • 

'      dx      J   dx  '  dx      ^  dx 

La  détermination  des  équations  (  {),  admettant  la  transforma- 
tion (i),  se  ramène  alors  à  la  détermination  des  équations  inva- 
riantes de  la  transformation  U"/",  ou  des  solutions  de  l'équation 


J      *  dx         '  dy         '  dy'        '*    dy" 


On  a  vu  comment  on  en  trouvait,  par  intégration  d'une  équa- 
tion ordinaire  du  premier  ordre,  une  solution  u(x,y)  fonction 
de  x  et  y  seulement,  puis,  par  une  quadrature,  une  solution 
v    a -,  y,  y')  fonction  de  x,  y,  y' .  Enfin,  on  a  une  dernière  solution 

dv         dv      .       dv 
—  -h  - — ■  y  "+"  ' — '  Y 
.      „  dv        dx        dy  dv 

w(x,  y  y  y ,  y  )—  -y  = i — a » 

v    ' J    J     J    '        du  du        du 


par  de  simples  difFérentiations. 

La  forme  cherchée  est  alors 


1 y 

dx        dy 


—  <\*{u.  v)  =  o; 
du 

u  et  v  étant  déterminés,  on  est  donc  conduit  à  une  équation  du 
premier  ordre  entre  u  et  r,  puis  à  une  équation 

f{u,  v)  =  cous  t., 

c'est-à-dire,  à  une  équation  du  premier  ordre  entre  x  et  y,  dont  on 
connaît  une  transformation  U/. 

L'intégration  de  (4)  exige  donc,  dans  ce  cas.  Yintégration  de 
deux  ''(/nations  ordinaires  du  premier  ordre,  et  deux  quadra- 
tures. 

Signalons,  parmi  les  exemptes,  l'intégration  de  l'équation 

qui  se  ramène  en  posant  u  =  x  et  v  =  —  à  l'équation  de  lîiccati 

dv         ,      ..  . 

,      +  V-  -+-   \|P+A  =  0, 

«te 
el  la  détermination  des  transformations  infinitésimales  qui  satis- 
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font  à  l'équation  y"=  o,  ce  qui  donne  ai  n-i  toutes  les  transfor- 
mations infinitésimales  projectives  du  plan. 

Enfin  notons  ce  fait  que,  contrairement  à  une  équation  du 
premierordre,  une  équation  du  second  ordre  n  '  admet  pas  néces- 
sairement de  transformations  infinitésimales ,  et  l'introduction 
de  la  notion  à' invariants  différentiels,  v  et  «p,  du  premier  ordre 
et  du  second  ordre  de  la  transformation  Uf. 

L'auteur  démontre  ensuite  (\u  une  équation  du  second  ordre 
admet  au  plus  huit  transformations  distinctes.  D'autre  part, 
lorsqu'une  telle  opération  admet  les  de//. r  transformations  I 
etU^f,  elle  admet  aussi  la  transformation  (U/U *).  Elle  admettra 
donc  un  nombre  fini  de  transformations  distinctes  U\f,  L2/,  ..., 
U,/  satisfaisant  à  des  relations  de  La  forme 


(U/U/.)  ^c,/., iv      (i,  h 


i .  2 r), 


où  les  ciks  sont  des  constantes.  Pour  des  raisons  qui  ne  prennent 
pas  place  dans  l'Ouvrage,  on  dit  qu'on  a  ici  un  groupe  à  r  para- 
mètres de  transformations  infinitésimales  dont  les  constantes 
Cites  définissent  la  structure. 

Cette  quatrième  Partie  de  l'Ouvrage  se  termine  par  L'élude  des 
équations  du  second  ordre,  admettant  un  tel  groupe  à  deux  pa- 
ramètres. L'introduction  de   variables   canoniques   convenables 
permet,   suivant    les   cas,    de  ramener  les    transformations   de 
groupe  à  l'un  des  quatre  types  suivants  : 

(O 

(II) 

(III) 

(IV) 

et  celle  réduction  ne  demande  que  deux  quadratures  au  plus, 
sauf  dans  le  dernier  cas  où  elle  exige  L'intégration  d'une  équation 

Ordinaire  du  premier  ordre. 

Cette  réduction  effectuée,  L'équation  prend  des  formes  simples 


àf 

5£' 

ày 

ày 

àf 

ày 

ày 

àf        àf 

./■          i      - 

àf 

àf 
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qui  sonl  les  su i\ ran tes 

,i)  y-  o(f)  =0> 

(Il  i  y"        'r{  r)        °> 

I    III    I  ./T    —     Cp  (^')       =  O, 

I  ^  I  /'  —  .r'cp(.r)  =  o, 

el  donl  L'intégration  demande  au  plus  deux  quadratures. 

Km  isageant  la  question  à  un  autre  poinl  de  vue,  l'auteur  ramène 
L'intégration  de  L'équation  générale 

y"—  <*>(#,  y,  y)  =  o 

à  celle  de  L'équation  aux  dérivées  partielles 

<>f         ,àf  ,  ,sdf 

si  la  première  admet  la  transformation  U/,  la  seconde  admet  la 
transformation  prolongée  \]'f. 

Considérant  alors  en  général  une  équation  linéaire 

v  ,  àf  df  ôf 

d.r,  aa?2  ^3 

cjui  admet  d'abord  une  seule  transformation 

on   en  obtient    une   première    intégrale  cp,   solution   du    système 

complet 

V=o, 

U/=o, 

par  l'intégration  dune  équation  ordinaire  du  premier  ordre.  La 
seconde  intégrale  est  définie  par  une  équation  du  premier  ordre 
avec  transformation  connue,  et  s'obtienl  par  une  quadrature. 

Si  L'équation  Af  -o  admet  deux  transformations  distinctes,  on 
aura  ses  deux  intégrales,  suivant  les  cas,  sans  quadrature,  ou  par 
une  ou  deux  (pi  ad  ratures,  ou  dans  un  seul  cas  défavorable,  par  l'in- 
ratibn  d  une  équation  du  premier  ordre. 

Cette  méthode  étanl  appliquée  à  l'équation 

\  "  —  toi  ,/•.   r.  y'  I  =  0, 
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dont  on  connaît  un  groupe  de  deux  transformations  infinitésimales, 
le  cas  défavorable  ne  se  présente  pas,  et  Vintégrale  s'obtient  tou- 
jours par  deux  quadratures. 

Telle  est,  par  exemple,  l'équation  linéaire  du  second  ordre, 
lorsqu'on  connaît  deux  solutions  particulières  de  l'équation  sans 
second  membre. 

Cinquième  Partie. — ■  Dans  la  cinquième  Partie,  qui  n'est  à  vrai 
dire  qu'une  esquisse,  l'auteur  s'occupe  des  équations  du  second 
ordre  ayant  un  groupe  de  trois  transformations  infinitésimales  1  , /'. 
U2y,  U3/.  Ici  s'introduisent  des  notions  nouvelles  de  SOUS-groupe , 
groupe  dérivé,  sous-groupe  invariant,  à  l'aide  desquelles  <m 
classe  ces  groupes  à  trois  paramètres.  D'abord,  des  combinaisons 
linéaires  à  coefficients  constants  permettent  de  donner  à  ces  groupes 
une  structure  caractéristique.  On  trouve  six  types  de  struc- 
tures. 

Pour  chacune  d'elles,  on  peut  ensuite  en  introduisant  des  va- 
riables canoniques,  ramener  les  transformations  du  groupe  à  avoir 
des  formes  simples,  et  l'on  obtient  ainsi  treize  types  distincts.  En 
cherchant  enfin  par  quelles  opérations  on  obtient  ces  variables 
canoniques,  on  trouve  (ju'il  n'est  besoin  suivant  les  cas  que  d'opé- 
rations algébriques  ou  de  quadratures,  sauf  pour  un  seul  t\  pe  défa- 
vorable qui  demande  l'intégration  (rime  équation  du  premier  ordre. 

Mais  ce  type  ne  peut  d'ailleurs  pas  être  celui  d'un  groupe  appar- 
tenant à  1 1 1 ) < -  équation  du  second  ordre.  Deux  types  doivent  en 
effel  être  rejetés  par  cette  raison.  Pour  chacun  des  autres,  l'équa- 
tion écrite  avec  les  variables  canoniques  a  une  forme  bien  déter- 
minée, où  il  ne  reste  plus  de  fonction  arbitraire,  el  dont  on  peut  écrire 
immédiatement  l'intégrale  générale. 

D'ailleurs  en    ramenant    l'intégration,   comme    d;in^    le  Chapitre 

précédent ,  à  celle  de  l'équal  ion 

df        ,df  df 

admettant  trois  transformations  l  ,  /.  I  .,  /.  I  . _/.  on  évite  les  qua- 
dratures nécessaires  pour  ramener  le  groupe  à  la  forme  canonique. 
L  intégration  s'obtient  par  de  simples  opérations  (itgébriqu   \ 

sauf  pour  un  seul  ("as  <pn  exige  une  </ u<i</ r<i f  in  c  seulement. 
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L'Ouvrage  se  termine  par  un  Chapitre  qui  indique  en  ni  ment  on 
peul  continuer  I  application  de  la  méthode  à  une  équation  diffé- 
rentielle du  troisième  ordre  ;i\;mi  «les  transformations  connues 
el  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  à  quatre  variables 

df  df  df  df 

a, h  *2  —-  +  a;}   -•  -  -!-  a.  — -  =  o, 

OX\  (t.r.,  ().i-x  O.i-; 

avant  trois  transformations  infinitésimales  distinctes.  L'intégrale 
générale  d'une  telle  opération  s'obtient  par  trois  quadratures, 
sauf  dans  un  cas  où  elle  demande  V intégration  oVune  équation 
</('  Riccati, 


MELANGES. 

SUR  LA  FONCTION  p{u). 
i  Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Hermite) 

Pau  M.  Gomes  TEïXEIRA. 

Vous  savez,  Monsieur,  que,  pour  établir  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  on  peut  définir  premièrement  la  fonction  p(u)  pour 
certaines  valeurs  particulières  des  périodes  au  moyen  de  l'inversion 
de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  à  invariants  réels,  dé- 
montrer ensuite  la  formule 

Il1        Aad\^(u  —  <r  i-  \v-  J 


OU 


(P  —  into  -+-  •>.  m  10  ,  \  =  o,     ±i,     ±?,      ... 

m  \ 

|  2(oel  >.(<)'  représentant  les  périodes  de  p(jt)]  et  enfin  généraliser 
les  fonctions  elliptiques  en  prenant  ce  développemenl  pour  défi- 
nition  de p(u)  dans  le  cas  où  les  périodes  20)  et  2u'  représentenl 

deux  quantités  complexes  quelconques  donl  le  rapport  - ,  n'est  pas 
réel.  ] 

Si  I  on  suit  eetie  voie  pour  établir  la  théorie  <\c>  fonctions  ellip- 
tiques, il  fini  tirer  du  développemenl  (1  1  les  propriétés  de  la  fonc- 
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tion  p (u).  On  en  tire  immédiatement  que  p(u)  est  une  fonction 
méromorphe  pair  dont  les  pôles  sont  les  points  iniù  -h  2/wa)',  et 
que  l'on  a 

,!Lm0|/(">-^]  =  o; 

et  ensuite  on  voit,  au  moyen  du  théorème  de  Laurent,  que,  dans  les 
environs  du  point  u  =  o,  on  a  poury?(w)  un  développement  de 
la  forme  suivante 

p(u)=  -—   +«.,  Il2  -h  «;  M+  ■+-  .  .  .  . 

M2 

Vous  savez,  Monsieur,  que  l'on  démontre  aussi  d'une  manière 
bien  facile  que  la  fonction  définie  par  (i)  est  doublement  pério- 
dique et  que  ses  périodes  sont  20)  et  2  ta'. 

Il  ne  reste  qu'à  démontrer  l'égalité 

p'2(u)=  4p*(u)—  g%p{u)—  gZ 

et  le  théorème  d'addition.  C'estune  démonstration  bien  simple  de 
chacun  de  ces  deux  théorèmes  que  je  me  propose,  Monsieur,  de 

vous  présenter. 

I.  Pour  faire  voir  que  la  fonction  J>(u)  définie  par  1  1  I  satisfait 
à  une  équation  de  la  forme 

p'*(u)=  bp*(u)—gtp(u 

je  remarque  premièrement  que  I «  s  Ponctions  doublement  pério- 
diques 

p'Huk       4/>8(")-^i/>("). 

Lesquelles  ont  seulement  le  pôle  w  =  o  dans  le  parallélogramme 
des  périodes,  donnent,  dans  les  environs  de  ce  point, 

r       a  |a       4        8a, 

/>'a(")=[--ï       2a,u       \aku*      ...  |         //„-    //:        .-,„. 

\l>-\u  \  —  g*p(u)=  4     /,      "•"'      "."■ 


ri 

1 

ti"  U, 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  ■<■  série,  t.  XVI.  (Février  189a.) 
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I  )oih\  si  L'on  pose 

I  2(Zf—  g$  =  —  8a2i 

ce  pôle  disparaît  dans  La  différence 

//-(  u)— [kp*(u)—  gip(u)], 

et  cette  différence  esl  holomorphe  et  doublement  périodique,  e( 
pal'  conséquent  eonstante. 
Nous  avons  donc 

/>'-(u)=    4pZ(ll)—  g2p(u)—  #3, 

en  représentant  cette  constante  par  —  g3. 

Pour  déterminer  ^3  je  substitue  dans  cette  égalité  p(u)  et p'(u) 
par  leurs  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  de  u  et 
je  pose  ensuite  u  =  o.  Je  trouve  de  cette  manière 

gs  =  5,8  a4 . 
Donc  p(u)  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

p'*{u)  =  \p*(u)—  gîp(u)—  g3, 
où 

#2  =  20  tf2,        ga  —  2.$at. 

II.    Pour  faire  voir  que  le  théorème  d'addition 

p(u  +  V)=17\P'(U]-p'^Y--p(u)-P(v) 

ilP(u)-p(v)  J 

subsiste  aussi  dans  le  cas  général  considéré,  je  vais  considérer  les 
deux  fonctions 

F,(a)=  p(u+-  v)[p(u)-p(v)]*, 

F2(")={[^(")-/>»]2 

-[p(u)-h  p(9)][p(u)-p(v)]*, 

qui,  en  supposant  c  constante  et  m  variable,  sont  des  fonctions  pé- 
riodiques <le  u  qui  admettent  les  mêmes  périodes  2(0  et  2w'. 

La   fonction    1<\(m)   admet   le  pôle  m=="o;  et,   en   substiluanl 
/'   a  |  el  p(i/  -f-  t>)  par  les  développements 

pi  u  +  r  |  =/>(  r  >.      ////i  r  >  —  \  n-/>"<  p)+ 
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où 

pm(v)  =  iip(v)p' 
nous  avons,  dans  les  environs  de  ce  pôle, 

F    /„,_    f)iv)    ,     /'''  ■  pi(v)—  ~>"2 

f  1  U)=    ; —    -+-       — r -r-  .  .  .  • 

1V      '  II'  //'■  U*  H 

Pour  la  fonction  F2(w)  on  obtient  <l<'  la  même  manière 

/x  r  )        p'  (y)       />-(  v  i  —  Sa  .        <> 


Fi(a)  = 


// 


Donc  le  pôle  u  =  o  disparaît  dans  la  différence 

Vx(tn—  \<i(i<  >, 
et  nous  avons  donc 

F1(«)-F,(a)=  r. 

Pour  déterminer  c  je  pose  //  =  v  et  je  (ions . 

F,(p)=o,  F,(n  -    ... 

el,  par  conséquent,  c  =  o. 
Donc  nous  avons 

P(i«  +  0[^(ii)-/ï(p)]>=  \[p'(u)-p'(i>)]* 

et  le  théorème  est  démontré. 
Porto,  octobre  1891 . 
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PICARD;  —  Traité  d'Analyse.  T.  I.  Intégrales  simples  et  multiples.  V équa- 
tion de  Laplace  et  ses  applications.  Développement  en  séries.  Applications 
géométriques  du  Calcul  infinitésimal.  Im-8q,   \\\-\~>-   p.  Paris;  Gauthier- 

Villars  et  (ils;  1891. 

«  En  publiant  ce  Traité  d'Analyse,  dit  Y  auteur  dans  sa  | 
face,  j'ai  pour  but  principal  de  développer  La  partie  de  mon  Cours 
de  la  Faculté  des  Sciences,  relative  à  la  théorie  <lcs  équations  diffé- 
rentielles. Cet  Ouvrage  sera  donc  surtout  un  Traité  général  sur  la 
théorie  des  équations  différentielles  à  nue  ou  plusieurs  variât)]  s. 
Je  n'ai  cependant  pas  cru  devoir  adopter  ce  dernier  Litre,  el  cela 
pour  deux  raisons  : 

»  D'abord,  quelques-uns  de  mes  auditeurs  ayant  bien  voulu 
exprimer  le  regret  qu'une  partie  de  mon  Cours  lithographie  de 
1886-188-  ne  fut  pas  reproduite,  je  me  suis  décidé  à  publier  un 
Volume  préliminaire  commençant  par  les  parties  les  plus  élé- 
mentaires du  Calcul  intégral.  De  cette  façon,  je  ne  suppose  <li<  /. 
le  lecteur  aucune  autre  connaissance  que  les  éléments  <lu  Calcul 
différentiel  aujourd'hui  classiques  dans  le-;  Cours  «le  Mathéma- 
tiques spéciales. 

»  lin  autre  motif,  d'un  caractère  toul  scientifique,  m  engageait 
encore  à  garder  le  titre  un  peu  vague  de  Traité  <l  inalyse  :  c  esl 
que  la  théorie  des  équations  différentielles  esl  intimemenl  liée  à 
plus  d'une  autre  théorie  qu'il  nous  faudra  approfondir.  Pour  ne 

citer  qu'un  exemple,  I  élude  préb  nu  n;i  1  re  des  fonctions  algé- 
briques esl  indispensable,  quand  on  veul  s  occuper  de  certaines 
classes  d'équations  différentielles.  Nous  ne  nous  bornerons  donc 
pas  strictement  à  l'étude  des  équations  différentielles,  nous  rayon- 
nerons autour  de  ce  cenl  re. 

»   Je  ne  me  dissimule  pas  les  difficultés  «le  la  lâche  que  |  entre 
prends.  L'activité  de  la  pensée  mathématique  est  aujourd  nui  telle, 
qu'il  esl  peut-être  téméraire  de  chercher  à  esquisser,  sur  un  sujel 
.iu->-i  \,isic,  I  étal  actuel  de  la  Science.  Le  portrait,  ù  !<•  supposer 
ressemblant,   esl   destiné,  dans  quelques  parties,   à   vieillir  bss 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  i'   série,  t    \\l.     Mars  iv  . 


PREMIERE  PARTIE. 

vite,  Mais  peu  importe  si  l'on  se  propose  seulement  d'être  utile, 
en  servant  de  guide  à  ceux  qui  désirent  se  mettre  au  courant  de 
I'  analyse  moderne  él  craignent  de  s'égarer  seuls  dans  la  multipli- 
cité des  Mémoires  remplissant  les  journaux  scientifiques.  » 

On  oe  saurait  parler  d'une  façon  plus  modeste  d'une  œuvre 
aussi  importante  et  aussi  nécessaire.  Cette  nécessité,  à  vrai  dire, 
apparaissait  d'autant  mieux  qu'il  y  avait  quelqu'un  que  l'on  savait 
capable  d'accomplir  une  tâche  qui,  par  sa  grandeur  et  sa  com- 
plexité, pouvait  effrayer  plus  d'un  savant.  Par  ses  recherches 
personnelles,  par  l'étendue  de  ses  connaissances,  par  la  faculté 
qu'il  a  de  saisir  le  lien  et  l'unité  des  œuvres  des  autres  et  de  les 
(aire  siennes,  par  l'art  consommé  avec  lequel  il  expose,  par  la 
clarté  qu'il  sait  répandre  sur  tous  les  sujets  et  qui  n'est  que  le 
reflet  de  la  lumière  où  il  les  voit,  M.  Emile  Picard  était  désigné 
pour  écrire  un  Traité  d'ensemble  sur  cette  partie  de  la  Science, 
dont  les  développements  sont  si  variés  et  si  riches  :  chacun  est 
rassuré  sur  la  façon  dont  il  saura  accomplir  son  œuvre  et  tous  lui 
savent  gré  de  l'avoir  entreprise. 

Le  premier  Volume  est,  en  quelque  sorte,  un  Volume  d'intro- 
duction et  comporte  le  développement  de  sujets  relativement  élé- 
mentaires. Il  est  divisé  en  trois  Parties  qui  portent  les  titres 
suivants  :  I.  Intégrales  simples  et  multiples.  —  II.  L'équation  de 
Laplace  et  ses  applications.  Développements  en  séries.  —  III. 
Applications  géométriques  du  Calcul  infinitésimal. 

I.  L'Auteur  précise  la  notion  d'intégrale  définie,  dans  le  cas  des 
fonctions  continues;  il  l'applique  aux  aires  et  aux  arcs  de  courbe; 
il  expose  d'abord  le  procédé  d'intégration  par  parties,  qui  fournit 
comme  application  la  formule  de  Taylor  et  les  propriétés  fonda- 
mentales des  polynômes  de  Legendre,  puis  les  principes  de  l'inté- 
gration par  substitution.  La  notion  d'intégrale  définie  est  ensuite 
étendue  aux  cas  où  une  limite  devient  infinie;  la  règle  de  Cauchy 
relative  a  la  convergence  des  séries  fournit  une  application  natu- 
relle. Les  conditions  sous  lesquelles  on  peut  différentier  sous  le 
signe  /'  sont  exposées  avec  soin    et,  comme  conséquence  de  ce 

procédé  de  calcul,  on  obtient  la  formule 

/  '"  -in.r 
*  Il  l 


il.r 
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La  notion  d'intégrale  définie  s'étend  aux  fonctions  complexes 
d'une  variable  réelle;  la  formule  fondamentale  qui  a  servi  de 
point  de  départ  à  M.  Darboux  dans  son  Mémoire  Sur  quelqu 
développements  en  série  conduit,  connue  conséquence  immé- 
diate, à  l'extension  de  la  formulr  de  Taylor  au  c;i>  d'une  telle 
fonction. 

M.  Picard  passe  ensuite  aux  intégrales  indéfinies  el  étudie  spé- 
cialement les  intégrales  des  fractions  rationnelles,  les  intégrales 
hyperelliptiques  et  les  intégrales  de  différentielles  algébriques  :  la 
réduction  des  intégrales  hyperelliptiques  aux  types  fondamentaux 
est  présentée  en  général,  et  comprend,  comme  cas  particulier,  le 
cas  des  intégrales  elliptiques  et  celui  où  le  radical  porte  sur  un 
trinôme  du  second  degré.  Les  intégrales  abéliennes  se  ramènent 
facilement  aux  types 

en  désignant  par  P(./\  y\  Q(.r,  ri  des  fonctions  entières  de  x  el 

de  y  et  par 

/<■'•-.>-)  =  <> 

l'équation  irréductible  el  dé  degré  m  qui  fait  dépendre  y  de  x. 
La  réduction  des  intégrales  du  second  type  à  des  intégrales  du 
premier  type,  el  à  d'autres  analogues  où  x  i,  est  effectuée  dans 
tous  les  eas  où  la  courbe  définie  par  l'équation  précédente  n  a 
pas  d'autres  singularités  que  des  points  doubles  à  tangentes  dis- 
tinctes. Le  Chapitre  se  termine  par  un  exposé  rapide  des  recher- 
ches de  M.  Eiermite  sur  L'intégration  des  fonctions  rationnelles  de 

siu./:  et  eos./-. 

Le  passage  des  intégrales  définies  ordinaires  aux  intégrales  cur- 


vilignes de  la  forme 


/P  dx  -■-  Q  dy 


est,  en  quelque  sorte,  immédiat.  M.  Picard  pose  et  résoud  de 
suite  la  question  fondamentale  :  Quelle  condition  devront  rem- 
plir les  fonctions  I*  et  Q  pour  que  cette  dernière  intégrale,  prise 
le  long  d'une  courbe  quelconque  tracée  entre  deux  points  arbi- 
traires \  el  V.  ue  dépende  pas  du  chemin  ->m\  1 .  mais  seulement  de» 
coordonnées  de  ces  deux  points?  <  lelte  question  lui  fournil  I  1 
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sion  d'exposer  les  premiers  principes  de  la  méthode  des  variations 
ou  du  moins  ce  <|n  il  en  faul  pour  parvenir  à  la  solution.  Les 
intégrales  prises  le  long  d'un  contour  fermé  sont  r objet  d'une 
('•Inde  particulière,  el  l'examen  <\c>  cas  où,  bien  que  la  condition 
d'intégrabilité  se  trouve  vérifiée,  une  pareille  intégrale  n'est  pas 
nulle  conduit,  comme  application,  à  la  signification  de  I  intégrale 

•/-./         F*   ;    FJ 
par  rapport  an\  racines  du  système  d'équations 

I-',  (. v,y)  -    o.         F2(x,y)  =  o, 

contenues  à  l'intérieur  du  contour  d'intégration,  et  plus  particu- 
lièrement au  théorème  de  Gauchy  sur  le  nombre  de  racines  d'une 
équal  ion 

contenues  à  l'intérieur  d'un  contour. 

L'intégrale  double    est    ensuite    définie    comme    limite    d'une 
somme  de  la  forme 

SS/(ar/,^*)(a?/-i  —  a?/)(^*-i  —yk\ 

et  la  notion  ainsi  obtenue,  qui  généralise  d'une  façon  très  natu- 
relle la  notion  d'intégrale  simple,  s'élargit  par  la  considération  du 
changement  de  variables.  Le  calcul  de  l'intégrale 


./ 


e— ar2  dx 


au  moyen  d'une  intégrale  double  fournit  un  exemple  et,  la  déter- 
mination dr>  volumes  el  des  surfaces,  des  applications  essentielles. 
On  a  maintenant  tout  ce  qu'il  faut  pour  définir  les  Intégrales  de 

surface 

//A  dydz  -4-  Bdzdx-A   Cdxdy, 

et,  pour  ces  intégrales,  se  pose  de  suite  la  question  analogue  à 
(elle  <pii  a  été  résolue  antérieurement  pour  les  intégrales  curvi- 
lignes :  sous  quelle  condition  une  telle  intégrale  ne  dépend-elle 
que  du  contour  qui  limite  la  surface  à  laquelle  elle  est  étendue? 
Si  cette  condition  est  vérifiée,  l'intégrale  double  peut  être  rem- 
placée par  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  du  contour  :   la 
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belle  formule  de  Stokes  <mi  esl  un  exemple  intéressant.  I  ne  autre 
application  de  la  théorie  de*  intégrales  de  surfaces,  application 
que  l'Auteur  avait  préparée  en  parlant  des  intégrales  cun  ilignes, 
conduit  au  théorème  de  Kronecker  sur  la  représentation  par  une 
intégrale  de  surface  fermée  de  la  différence  entre  le  nombre  de 
solutions  de  trois  équations  à  trois  inconnu 


o. 


Fo  =  o. 


I 


contenues  à  l'intérieur  de  cette  surface  qui  rendenl  positifle  dé- 
terminant fonctionnel  relatif  à  F,,  F2j  F  a  <;t  1(>  nombre  de  celles 
qui  rendent  négatif  ce  même  déterminant  ('). 

D'une  sommation  double,  on  passe  tout  naturellement  à  une 
sommation  d'un  ordre  //.  de  multiplicité  d'une  fonction  à  n  va- 
riables; M.  Picard  traite  rapidement  de  la  définition  des  intégrales 
triples,  donne  les  formules  relatives  au  changement  de  variabl 
examine  le  cas  où  la  fonction  devient  infinie  ou  indéterminée.  Il 
ramène  à  une  intégrale  de  surface  les  intégrales  triples  de  la  forme 


JJJ  \à*        ôj         dz) 


dB       dC\ 

H dx  (h-  dz. 

Oy         dz 


et  parvient  ainsi,  comme  cas  particulier,  à  la  formule  de  Green, 

II.  Ces  notions  générales  sur  les  intégrales  simples  et  multiples, 
curvilignes  ou  de  surface,  si  essentielles  tanl  en  Mathématiques 
qu'en  Physique,  étant  acquises,  M.  Picard  en  donne  la  plus  belle 
application  possible  en  développant  la  théorie  de  L'équation  de 
La  pi  ace  et  les  propriétés  essentielles  du  potentiel. 

Après  avoir  établi  L'équation  fondamentale,  relative  à  une  fonc- 
tion V,  qui  vérifie  l'équation  A\        o, 


V(a,btc) 


■    s  ■ 


(vil     L£ 


</i. 


el  en  avoir  conclu  qu'il  ne  peul  exister  deux  fonctions  n<  rifianl 
l'équation  de  Laplace  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles 


(')  On  sail  que,  depuis  la  publication  'l<'  son  Livre,  M.  Picard  .1  complété  de 
la  façon  la  |>lu>  heureuse  les  résultats  de  l'illustre  géomèti  allemand,  que  la 
morl  \  ienl  de  frapper. 
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du  première!  du  second  ordre,  à  L  intérieur -de  la  surface  fermée 
S,  el  prenant  les  mêmes  valeurs  sur  cette  surface,  il  pose  la  ques- 
tion célèbre,  connue  sous  le  nom  de  Principe  de  Dirichlet  : 
[  ne  telle  solution,  nécessairemenl  unique,  existe-t-elle  toujours 
et  comment  la  déterminer?  La  propriété  de  la  sphère  d'être  le 
lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  r,  /•,  à  deux 

.....  ,      i ,  •    ,     <>\ 

points  conjugues  soit  constant   permet   a  éliminer  la  dérivée 

et  conduit   immédiatement  aux  formules 


V(a,6,c)=   .'_ 


*WV  J  (RI-^Rcosy 


A 


où  les  intégrales  se  rapportent  à  la  surface  de  la  sphère,  dont  (h 
est  un  ('dénient,  et  où  R,  /,  V  désignent  le  ravon,  la  distance  du 
poinl  V(a,  b,  c)  au  centre,  et  l'angle  du  ravon  OA  et  du  rayon 
OM  qui  aboutit  en  un  point  de  di\  on  voit  aisément  que  la  fonc- 
tion \  ,  ainsi  définie  par  ses  valeurs  sur  la  sphère,  satisfait  à  l'équa- 
tion de  Laplace;  pour  prouver  qu'elle  prend  effectivement  sur  la 
surface  de  la  sphère  les  valeurs  prescrites,  M.  Picard  emploie 
une  méthode  analogue  à  celle  que  M.  Schwarz  a  fait  connaître 
pour  le  cas  de  deux  variables.  Le  principe  de  Dirichlet  est  ainsi 
entièrement  établi  pour  le  cas  de  la  sphère. 

Avant  d'aller  plus   loin,    il  est  nécessaire  d'étudier  l'intégrale 


V(a,  6,  c)  =  —   /  j  —-^  <!'. 


étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  S,  et  de  généraliser  les 
résultats  bien  connus,  relatifs  au  cas  où  lu  =  i  et  dont  Gauss  a  su 
tirer  un  si  grand  parti.  La  limite  supérieure,  que  l'on  doit  à 
M.  Neumann,  de  l'oscillation  de  la  fonction  V  définie  par  cette 
intégrale,  lorsque  le  point  a,  b,  c  esl  situé  sur  S  (supposée  con- 
vexe), esl  établie  dans  le  cas  où  celte  surface  admet,  en  chaque 
point,  un  plan  tangenl . 

Le  principe  de  Dirichlet,  si  Ton  se  borne  au  cas  d'une  surface 
convexe,  peut  maintenant  être  établi,  dans  sa  généralité,  en  sui- 
vant une  méthode  qui  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de 
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M.  Neumauii,   récemment  publiée  par  Mme  K.owalewsky,  d'après 
les  indications  de  K.irchhoff(M. 

M.  Picard  passe  ensuite  à  l'étude  du  potentiel.   Il  établit,  pour 
le  cas  d'une  masse  distribuée  dans  un  volume,  les  propriétés  fon- 
damentales,   les   conditions  de   Dirichlet   et  donne    L'application 
classique  au  cas  de  l'ellipsoïde.  Il  s'occupe  du  <as  où  la  mass 
distribuée  sur  une  surface,  et  la  formule  fondamentale 

p "        4*  dn  ' 

où  p  désigne  la  densité  d'une  masse  distribuée   sur   une   surface 
fermée  S  de  façon  que  l'attraction  en  tout  poinl  intérieur  soil  nulle, 

et  où-,—  désigne  la  Limite  de  la  dérivée  du  potentiel  \    relative  à 

dn  &  ' 

la  normale  extérieure  pour  la  surface  de  niveau  S'  extérieui         S 
infiniment  voisine,  Lui  donne  le  moyen  d'établir  que,  si  l'on  consi- 
dère une  famille  de  surfaces 

V 1  ,r.  }\  z  )  =  const.j 

la  fonction  V  satisfaisant  à  L'équation  de  Laplace  à  L'extérieur  d  un 
certain  volume  P,  et  s'annulant  à  l'infini,  ainsi  que  ses  dérivées 
partielles,  et  les  surfaces  considérées  étanl  fermées  el  enveloppanl 
le  volume  P,  l'action  d'une  couche  étalée  sur  une  d.-  ces  suri  1 
avec  une  densité  qui  soil  inversement  proportionnelle  en  chaque 
point  à  la  distance  à  la  surface  inlinimen!  voisine,  sera  nulle  sur 
tout  point  intérieur,  el  que  les  surfaces  de  niveau  seronl  les 
surfaces  de  La  famille  considérée.  Le  théorème  inverse  a  été  donné 
par  M.  Bertrand.  En  particulier,  on  retrouve  un  théorème  dû  à 
Poisson,  si  L'on  considère  une  série  d'ellipsoïdes  nomofocaux,  el 
sur  L'un  d'eux  une  matière  attirante  dont  la  densité  soil  en  chaque 
point  proportionnelle  à  la  distance  du  plan  tangenl  en  ce  poinl  au 
centre;  L'attraction  sur  un  poinl  Intérieur  esl  alors  nulle,  el  les 
surfaces  de  niveau  sonl  les  ellipsoïdes  extérieurs.  \  la  fin  <lu  1  lia 
pitre,  M.  Picard  traite  le  problème  général  de  la  distribution  d  une 

coin  lie    Slir    une    surlare    eon\e\e,    de    façon    que    l  attraction    SOll 


(  *)  Acta  mathernatica,  t.  XIV,  p 
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nulle  en  toul  point  intérieur,  d  après  la  méthode  élégante  dont  on 

es!   i'('(lc\  al)lc  à  M  .  (  1 .    Kobin. 

On  entre.  a\eela  théorie  des  séries,  dans  un  domaine  tout  dif- 
férent. L'Auteur  reprend  les  notions  fondamentales  relatives  à 
l'uniformité  de  la  convergence,  à  la  continuité,  à  la  possibilité 
d'intégrer  ou  de  difFérentier  terme  par  terme,  ainsi  que  les  théo- 
rèmes d'Abel  relatifs  aux  séries  ordonnées  suivant  les  puissances 
entières  positives  de  la  variable,  que  l'Auteur  suppose  d'abord 
réelle.  I  ne  intéressante  remarque,  due  à  M.  A.ppell,  montre  com- 
ment certaines  séries,  à  coefficients  positifs,  se  comportent  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  de#,  pour  laquelle  elles  deviennent  diver- 
gentes. Une  règle  curieuse,  récemment  communiquée  par  M.  11a- 
damard,  fournit  un  renseignement  utile  sur  l'intervalle  de  conver- 
gence d'une  série  entière. 

Les  séries  trigonomé triques  sont  l'objet  d'une  étude  particulière. 
M.  Picard  expose  d'abord  la  belle  analyse  de  Dirichlet;  il  étudie 
ensuite  la  convergence  des  séries  de  Fourier,  d'abord  dans  le  cas 
où  la  fonction  f(x),  que  l'on  développe  et  que  l'on  suppose  satis- 
faire aux  conditions  de  Dirichlet,  reste  finie,  puis  dans  le  cas  où 

elle  devient  infinie  comme  —     — —■>  ( n  <"  i)  :  il  établit  l'uniformité 

de  la  convergence  dans  tout  intervalle  où  la  fonction  ne  présente 
pas  de  discontinuité.  Si  l'on  reste  dans  ce  cas,  il  est  évident  que 
la  fonction  ne  peut  se  développer  que  d'une  seule  manière  en  série 
tri gono métrique,  mais  si  l'on  en  sort,  on  rencontre  de  suite  la 
question  :  une  série  trigonométrirpie  convergente,  mais  non  unifor- 
mément, peut-elle  représenter  zéro  sans  que  les  coefficients  soient 
nuis?  M.  Picard  expose  les  recherches  de  M.  Gantor  à  ce  sujet, 
ainsi  cpie  les  importants  théorèmes  que  Riemann  a  donnés  au  début 
de  son  célèbre  Mémoire  sur  les  séries  trigonométriques,  théorèmes 
qui  sont,  avec  une  remarque  duc  à  M.  Schwarz,  le  fondement  de 
la  démonstration  de  M.  Gantor. 

L  intégrale  «h1  Poisson 


>-.'.  T     i  —  arcosfu —  ce  »  -h  /■-     T 


se  rattache  évidemment  à  la  théorie  <\<'-  séries  trigonométriques, 
puisque,  -i  on   la  développe   en   une  ^éri<>  procédant   suivant  les 
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puissances  entières  <l<:  r,  assurément  convergente  quand  r  est  plu- 
petit  que  1,  la  somme  de  cette  série,  en  vertu  «lu  théorème  d  \l>el, 
s'approche  indéfi  ni  m  cul  de  f(<o  »  quand  on  fail  tendre  r  \<t-  l'unité, 
cp  restant  fixe,  au  moins  si  L'on  suppose  que  y  s  soil  développable 
en  série  de  Fourier.  M.  Picard,  en  suivant  la  marche  que  M.  Schwarz 
a  fail  connaître,  étudie  directement  l'intégrale  de  Poisson,  de  façon 
à  parvenir  à  la  limite  dont  elle  s'approche  quand  on  fail  imidre 
suivant  une  direction  déterminée,  vers  un  point  du  cercle  de 
rayon  1,  le  point  dont  les  coordonnées  polaires  sonl  r  el  cp. 
Quoique  la  considération  de  l'intégrale  de  l'oison  ne  paraisse  | 
devoir  conduire  à  une  démonstration  de  la  série  de  Fourier, 
M.  Picard  montre  qu'elle  permel  d'obtenir  les  beau*  résultats  de 
M.  Weierstrass  sur  !;i  possibilité  de  représenter,  avec  une  approxi- 
mation donnée,  une  fonction  donnée,  soii  au  moyen  d'une  série  de 
Fourier  limitée,  soit  par  \\i\  pol\  nome.  On  sail  que  M .  Weierstrass 
a  déduit  de  là  le  moyen  de  représenter  par  une  série  de  polj  uômes, 
absolument  et  uniformémenl  convergente  dan-  un  intervalle  x, 
toute  fonction  continue  dans  cel  intervalle.  M.  Picard  montre,  en 
terminant,  comment  ers  considérations  peuvent  s'étendre  à  des 
fonctions  de  deux  ou  de  plusieurs  variables  :  l'intégrale  «le  Poisson 
est  alors  remplacée  par  l'intégrale  déjà  considérée 

1  =  JL   /       /  .    -m,.,,/-.  ,iy. 

Jq        Jq         (l         2TCOS7         / 

el   les  fonctions  de   Laplace  jouenl  un  rôle  analogue  à  celui  des 
expressions  ancosnx   !   bnsinnx. 

Relativement  aux  séries  à  entrée  multiple,  M.  Picard  généralise 
la  règle  de  con\  ergence  donnée  par  Cauchjj  pour  les  séries  simples 
à  terme  positif.  Cette  règle  s'applique  aisément  aux  séries  dont  le 
terme  général  esl  de  la  forme 


[J\nii,m »! 


/'(./•,,  .r. tp)  étanl  une  loin  ie  quadratique  définie  el  positif 

I  n  exemple  intéressant  de  série  double  esl  donné  par  le  d 
loppement,  absolument  et  uniformément  convergent,  en  série  tri 
gonométrique  double  d'une  fonction  J        j     continue,  ainsi  que 
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ses  dérivées  partielles  des  quatre  premiers  ordres,  el  jouissant  de 
la  propriété  déûnie  par  les  équations 

Le^  fonctions  elliptiques  fournissenl  d'autres  exemples  essen- 
tiels; M.  Picard  reproduil  aussi  un  exemple  de  fonction  à  deux 
variables,    ipiadru  plemen  t    périodique  qu'il    avait    donnée,    il    v    a 

deux  ans,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique;  cette 

l'ont  lion  est   la  somme  de  la  série  double 


m .  —  4-  <»   n  =  ■+■  oo 

•^^         y-i  ga:+//ia+«p  çy-\-maL'-\-n$' 

jtsad  ^— <     ^i^- ex  +  m<x+n$f.    (^{^_  ey+m>x'->rn$' y.' 

rn  =  —  «  h—  —  oo 

où  a,  p,  a',  (j'  sont  des  nombres  réels,  tels  que  le  déterminant 
aï — a'B  soit  différent  de  zéro;  en  la  transformant  un  peu,  on  en 
obtient  un  élégant  développement  en  série  trigonométrique  double. 
Il  reproduit  aussi  un  exemple  très  simple  de  série  multiple,  étendue 
non  plus  à  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers,  mais  bien  aux 
substitutions  d'un  certain  groupe,  qui  permet  de  former  des  fonc- 
tions de  deux  variables,  analogues  aux  fonctions  thétafuchsiennes 
d'une  variable  que  M.  Poincaré  a  fait  connaître.  Cette  série  est  un 
cas  particulier  de  celles  qu'il  a  considérées  dans  son  Mémoire  Sur 
une  classe  de  groupes  discontinus  de  substitutions  linéaires 
(Acta  mathematica}  t.  F,  p.  2$7)(1). 

III.  Pour  ce  qui  est  des  applications  géométriques,  l'Auteur 
traite  d'abord  des  enveloppes,  des  surfaces  réglées,  des  congruences 
et  des  complexes  de  droites.  La  surface  réglée  du  troisième  ordre 
fournit  un  exemple  intéressant;  pour  les  congruences,  M.  I^icard 
donne  les  propriétés  essentielles  de  la  surface  focale,  et  le  théorème 
de  Dupin  sur  la  condition  pour  que  les  droites  d'une  congruence 
soient  normales  à  une  surface,  théorème  qui  trouve  son  application 
immédiate  dans  la  théorie  des  lignes  de  courbure.  Après  avoir 
défini  le>  complexes  de  droite,  il  indique  les  propriétés  fonda- 
mentales du  complexe  linéaire,  et  montre  en  particulier  que  les 
tangentes  d'une  cubique  gauche  appartiennent  à  un  tel  complexe. 


Voir  Bulletin,  i    \  III  .  p.  ■  \B. 
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La  théorie  du  contact  et  de  la  courbure  des  courbes  planes  et 
gauches  est  exposée  avec  les  développements  qu'elle  comporte; 
nous  signalerons  dans  ce  Chapitre  la  démonstration  des  formules  de 
M.  Cayley  sur  les  courbes  gauches  algébriques,  analogues  au* 
formules  de  Pliicker  pour  les  courbes  planes,  et  d'une  propriété 
caractéristique  des  courbes  unicursales  d'ordre  n  dont  les  tan- 
gentes appartiennent  à  un  complexe  linéaire,  courbes  dont  l'étude 
a  été  l'objet  de  la  thèse  de  M.  Picard.  Celui-ci  expose  ensuite  les 
formules  de  Frenet,  dont  une  proposition  de  M.  Bertrand  sur  les 
courbes  pour  lesquelles  il  v  a  une  relation  linéaire  entre  la  cour- 
bure et  la  torsion  lui  fournit  une  belle  application,  le-,  théorèmes 
classiques  sur  la  courbure  des  section,  plane-,  d'une  surface,  les 
propriétés  fondamentales  des  lignes  de  courbure,  les  théorèmes 
de  Joachimsthal  et  de  Dupin.  L'étude  des  surfaces  enveloppes  d'une 
sphère,  et  en  particulier  de  la  cyclide  de  Dupin,  fournil  une  belle 
application  de  la  théorie  des  lignes  de  courbure.  Les  lignes  asym- 
ptotiques,  en  raison  de  leur  caractère  projectif,  offrent  un  intérêt 
particulier.  Signalons  l'exemple,  dû  à  M.  Jamet,  des  surfaces  qui 
ont  une  équation  de  la  forme 


•"/(:,')    ' 


la  recherche  des  secondes  lignes  asymptotiques  dune  surface 
réglée,  qui  permet  d'appeler  l'attention  sur  la  propriété  fonda- 
mentale de  l'équation  de  Riccati,  ej  le  cas  particulièrement  inté- 
ressant où  les  génératrices  de  cette  surface  appartiennent  à  un  ou 
à  plusieurs  complexes  linéaires. 

L'expression  du  carré  de  l'élément  d'arc  sur  une  surface  conduit 
Immédiatement  à  la  notion  de  surfaces  applicables.  (  lommeem  mple, 
M .  Picard  cite  les  surfaces  dont  le  ds*  est  de  la  I on ne  Eidu*  <  irat>*, 
E  et  (i  ne  dépendant  que  de  //.  Ces  surfaces  sont  applicables  sur 
une  surface  de  révolution  convenablement  choisie;  il  passe  ensuite 
an\  surfaces  développables,  considérées  connue  applicables  sur  le 
plan. 

La  notion  de  la  représentation  d'un  plan  se  rattache  naturelle- 
ment à  la  considérai  ion  du  carré  de  l'élément  d  un  arc  sur  le  plan, 
\  propos  de  ce  lie  représentation,  l'Auteur  donne  quelques  indica- 
tions sur  les  courbes  isothermes  ''i  montre,  en  particulier,  qu  une 
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transformation  qui  conserve  les  angles  transforme  une  famille  de 
courbes  isothermes  en  une  autre  famille  de  courbes  isothermes. 

[1  étudie  ensuite  les  substitutions  linéaires  de  la  Ion  ne 


cz  -+-  d 

et,  <'ii  particulier,  celles  pour  lesquelles  on  a  ad —  bc  =  i ,  ainsi  que 
le  groupe  discontinu  formé  par  des  substitutions  de  celle  dernière 
forme,  <>ù  k,  l>,  c,  <l  sont  dc<<  entiers  réels.  La  considération  de  ce 
groupe  discontinu  conduit  à  partager  le  demi-plan  en  un  nombre 

infini  de  triangles;  M.  Picard  développe,  en  1(3  rattachant  au  pro- 
blème de  la  réduction  des  formes  quadratiques,  cel  intéressant 
résultat,  <jni  donne  an  lecteur  h ix'  ouverture  dans  le  domaine  de 
la  théorie  des  fonctions  modulaires;  la  substitution  à  une  forme 
quadratique  ordinaire  définie  et  positive,  d'une  forme  définie  et 
positive  à  indéterminées  conjuguées,  permet  d'obtenir  des  substi- 
tutions qui  transforment  le  demi-espace  en  lui-même,  comme  les 
substitutions  précédentes  transformaient  le  demi-plan  en  lui- 
même  ('  ). 

Enfin,  le  problème  de  la  carte,  et  son  application  au  cas  de  la 
sphère  et  de  l'ellipsoïde  terminent  ce  premier  Volume. 

J'ai  essayé  d'indiquer,  dans  l'analyse  qui  précède,  comment 
M.  Picard,  pour  chaque  théorie,  va  droit  à  ce  qui  est  essentiel, 
montre  ce  qu'elle  a  de  général  et  choisit,  pour  l'illustrer,  les 
exemples  les  plus  intéressants  et  les  plus  instructifs;  ceux  qui 
étudieront  son  Livre  sauront  avec  quelle  clarté  les  théories  peuvent 
être  exposées,  avec  quel  art  les  exemples  peuvent  être  traités. 

J.  T. 


(')  Voir  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  pour  i884j  p.  4^>  le 
Mémoire  de  M.  Picard,  Sur  un  groupe  de  transformation  des  points  de  l'es- 
pace situés  du  même  côte  d'un  plan  {Bulletin,  V,  p.   i34). 


MÉLANGES.  93 

MÉLANGES. 

LES  MATHÉMATIQUES  AUX  INDES  ORIENTALES; 

Par  M.  Léon  DELBOS, 
Professeur  ;'i  l'École  Navale  anglaise. 

Nous  autres  Européens,  nous  avons  une  si  haute  idée  de  noire 
intelligence  et  de  notre  savoir,  qu'il  est  quelquefois  utile  que  l'on 
nous  remette  en  mémoire  ce  que  nos  ancêtres  ont  accompli  dans 
le  domaine  de  l'intelligence,  surtout  en    \sie  et  en  Egypte. 

Rien  ne  saurait  être  plus  intéressant  que  de  s<>  reporter,  par  la 
pensée,  à  ces  siècles  que  nous  appelons  siècles  de  ténèbres,  quoique 
cetie  appellation  ne  soit  exacte  que  lorsque  Ton  s'en  sert  pour 
désigner  l'état  de  L'Europe  d'il  v  a  cinq,  six  ou  dix  siècles  el  que 
l'on  ne  saurait  l'appliquer  aux  contrées  habitées,  à  celle  époque 
reculée,  par  les  Hindous  el  les  arabes. 

Nous  devrions  nous  souvenir  que,  à  une  époque  où  L'Europe  étail 
plongée  dans  l'ignorance,  les  Indiens,  les  arabes  el  autre-  peuples 
de  L'.Orient,  avaient  fait  d'immenses  progrès  dans  la  Littérature, 
les  Vrts  et  les  Sciences. 

Le  but  que  je  me  propose  dans  cet  article  est  de  faire  voir  que,  à 
une  époque  où  l'Europe  ne  savail  absolument  rien  des  Sciences 
mathématiques,  les  Hindous  y  avaient  déjà  fait  des  progrès  assez 
considérables. 

L'un  dv>  Ouvrages  les  plus  curieux  de  la  Littérature  scientifique 
de  l'Inde  et,  en  même  temps,  le  plus  intéressant,  est  sans  contredit 
le  Bijaganitam. 

Le  nom  de  ce  livre  est   formé  des  deux  mots  Bija}  graine1 
Ganitam,  computation.  Il  signifie  donc  computation  au  moyen  des 
opérations    de    l'Arithmétique.    Non-   pourrions  dire   aussi    qu'il 
signiGe  l'arl  de  compter  les  graines* 

Ce  livre  est  dû  au  I. mieux  mathématicien  Indien  Bhaskara 
\<  iiaim  \,  qui  naquit  à  Biddour,  (\m\^  le  Dekkan,  en  I  an  io36  de 
Sd Iwii lui iid ,  c'est-à-dire  vers  I  an   1  1  i  1  de  notre  ère^ 

Nous  devons  au  même  auteur  le  célèbre  1 .1 1  \  \  \  1 1 .  ou  Irai  té  sur 
I  algèbre  et  la  Géométrie,  cl  le  Si  romani  qui  est  un  Ouvrage  9iir 

I  Astronomie. 
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Nous  ne  nous  occuperons  pas  de  ce  dernier,  qui  esl  loin  de  pré- 
senter le  même  intérêl  que  les  deux  premiers. 

L'origine  du  Lh.w  \ti  est  si  poétique  el  si  peu  connue,  <mi  Eu- 
rope, que  nos  lecteurs  nous  pardonneront,  sans  doute,  de  la  leur 
raconter  aussi  brièvemenl  que  possible. 

Bhaskara  avait  une  bile  du  nom  de  Lilavati.  \\ant  remarqué 
que  l'étoile  qui  se  levail  au  moment  de  la  naissance  de  son  enfant 
indiquait,  d'une  façon  à  ue  pas  s'\  méprendre,  qu'elle  étaitdestinée 
à  rester  fille,  Bhaskara,  afin  de  contrarier  le  destin,  choisit  une 
heure  propice  pour  marier  sa  fille  afin  qu'elle  fût  bien  el  dûment 
liée  par  les  liens  de  l'hymen  et  qu'elle  eût  des  enfants. 

Quand  l'heure  choisie  fut  presque  arrivée,  Bhaskara  fit  venir 
près  de  lui  sa  fille  et  son  futur  gendre. 

Il  prit  le  petit  cylindre  perforé  dont  on  se  servait  alors  aux  Indes 
pour  indiquer  les  heures  du  jour.  Ce  cylindre  est  percé  d'un  petit 
trou  à  la  partie  inférieure.  On  le  place  dans  un  vase  qui  contient 
de  l'eau.  Cette  eau  pénètre  peu  à  peu  par  l'orifice  pratiqué  au 
fond  du  cylindre,  jusqu'à  ce  que  le  poids  de  l'eau  qui  \  a  pénétré 
le  fasse  enfoncer  complètement  dans  le  liquide.  Avant  de  placer 
son  cylindre  sur  l'eau,  Bhaskara  avait  eu  recours  à  l'un  des  plus 
célèbres  astrologues  de  l'époque,  afin  que  les  deux  jeunes  gens 
pussent  être  unis  à  l'instant  précis  où  le  cylindre  s'enfoncerait  dans 
Teau  du  vase  inférieur. 

Malheureusement,  Bhaskara  avait  compté  sans  la  destinée  et  les 
choses  ne  se  passèrent  pas  toul  à  fait  comme  il  l'avait  prévu.. 

Lilavati,  curieuse  comme  toutes  les  filles  d'Eve,  voulut  voir  l'eau 
entrer  par  le  petit  trou  du  cylindre.  Elle  s'approcha  du  vase  et  ne 
remarqua  pas  qu'une  des  perles  de  sa  robe  de  mariée  s'était  dé- 
tachée et  était  tombée  dans  le  cylindre. 

Cette  perle  alla  jii>le  dans  l'on  vertu  rc  du  cylindre  el,  étant  trop 
large  pour  pouvoir  passer  à  travers,  elle  ferma  l'issue  et  empêcha 
l'eau  de  pénétrer  dans  le  cylindre  qui,  dès  lors,  resta  sans  s'enfoncer 
;'i  la  surface  du  Liquide. 

L'heure  propice  se  passa  pour  ne  plus  revenir. 
Le  père  fut  bien  peiné  de  ce  fâcheux  contretemps,  mais,  en  sage 
qu'il  était,  il  reconnut  l'inutilité  de  lutter  contre  le  destin. 

(  le  fui  alors  qu'il  se  tourna  vers  sa  fille  à  laquelle  il  dit  ces  mois  : 


MELANGES.  95 

«  J'écrirai  un  livre  qui  portera  Ion  nom  ci  qui  vivra  dans  les  siècles 
à  venir.  Une  bonne  renommée  estime  seconde  vie  et  la  base  de  la 
vie  éternelle.  » 

Avant  de  faire  l'examen  du  livre  de  Bhaskara,  nous  allons  enlrer 
dans  quelques  détails  sur  les  écoles  de  Tïnde  et  sur  la  manière 
dont  on  y  enseigne  l'Arithmétique,  à  l'heure  actuelle.  Jl  \a  sans 
dire  que  nous  ne  parlons  pas  des  écoles  européennes,  mais,  tout 
simplement,  des  écoles  indigènes. 

Quand  un  petit  Hindou  va  à  l'école,  pour  la  première  fui-,  il 
accomplit  la  cérémonie  religieuse  connue  sous  le  nom  de  Pati 
Pouja,  ou  rite  de  la  planchette  à  écrire. 

Cette  planclielle  à  écrire  est  couverte  de  Goulal  |  Euphorbia 
tirucalli),  sur  lequel  on  dessine  une  effigie  de  Sarasvati,  Cette 
déesse  de  la  science  est  fille  de  Brahma  el  épouse  de  \  ishnou. 
Tout  Hindou  qui  sait  lire  el  écrire  ne  manque  pas  de  célébrer  son 
culte,  le  cinquième  jour  de  la  lune  de  janvier  ou  février. 

On  couvre  l'effigie  de  la  déesse  de  parfums,  de  riz.  de  sucre, 
de  noix  de  bétel,  de  feuilles  de  palmier  el  de  fleurs;  puis  on  place, 
à  côté,  de  l'encens  que  l'on  fait  brûler  dans  une  cassolette  de  cuivre, 
et  une  lampe  dont  on  parfume  la  flamme  avec  du  camphre. 

L'élève  fait  don  de  toutes  ces  choses  au  maître  d'école,  à  qui  il 
donne  aussi  une  somme  d'argent,  un  turban  el  autres  présents, 
selon  la  position  de  ses  parents. 

Le  maître  distribue  le  riz,  le  sucre,  les  noix  de  bétel  el  les  fleurs 
aux  autres  écoliers,  puis  le  nouvel  élève  se  prosterne  devanl  la 
planclielle  sur  laquelle  esl  l'effigie  de  Sarasvati.  Le  maître  écril 
alors  sur  cette  planchette  les  mois  sanskrits  Shri  Ganesayanama 
Ont  !  c'est-à-dire  :  «  Salut  à  toi,  <  Iranesa,  (  )m  !  »>(*)- 

La  planclielle  dont  nous  venons  de  parler  a  environ  ora,3o  de 
longueur  sur  o"\  20  à  om,  22  de  largeur.  Dans  quelques  parties  de 
I  Inde  on  se  seri  d  autres  matières  colorantes.  Ou  trouve  des 
planchettes  peintes  en  mur  ou  en  blanc  et,  pour  les  commençants, 


(')  Ganesa  esl  le  dieu  de  la  9a  gesse.  On  le  représente  avec  une  tèle  d'éléphant. 
(  l'esl  le  Janus  l  ndien . 

OmI  i'.c  mol  commence  toutes  l<vs  prières  indiennes,  il  esl  formé  des  lettres 
\.  i  ,  M,  mais,  comme,  -clou  les  règles  phonétiques  du  sanskrit,  \  i  devieni 
<>,  le  mol  M  M  devieni  OM.  Ce  mol  esl  le  symbole  de  la  hriade  ou  rrioité 
i  ndienne  :  Brahmà.  \  ishnou  el  S'iva. 
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il  n'esl  pa>  rare  que  bon  saupoudre  toul  simplemenl  La  planchette 
de  brique  pulvérisée  ou  de  sable.  On  trace  alors  les  caractères  ou 
les  chiffres  comme  on  le  ferail  dans  l'allée  sablée  d'un  jardin. 
D'autres  fois  on  emploie  de  la  farine  colorée  avec  du  pourpre.  Les 
planchettes  peintes  en  non-  son!  pour  les  élèves  pins  avancés.  (  m 
\  trace  les  Lettres,  avec  de  la  craie  mélangée  d'eau. 

I\uir  tracer  les  caractères  sur  ces  planchettes  on  se  sert  d'un 
roseau  convenablement  taillé  et  que  Ton  permet  à  l'élève  de  tenir  de 
la  manière  qu'il  trouvera  la  pins  commode.  En  général  il  conserve 
celle  manière  pendant  tout  le  cours  de  son  existence.  C'est  peut- 
être  à  cause  de  cela  que  les  Hindous,  comme  presque  tous  les 
peuples  de  l'Orient,  écrivent  beaucoup  mieux  que  les  Européens. 

L'élève,  muni  de  sa  planchette  et  de  son  roseau,  apprend  les 
lettres  en  commençant  par  les  voyelles.  De  là  il  passe  aux  con- 
sonnes, puis  aux  combinaisons  de  consonnes  et  de  voyelles  ('). 

De  plus,  on  le  place  à  coté  d'un  autre  élève  dont  les  études  sont 
plus  avancées.  Cet  élève  devient,  en  quelque  sorte,  un  second 
maître.  11  est  de  son  devoir  de  s'assurer  que  son  condisciple  tra- 
vaille bien  et  de  l'aider.  Si  le  jeune  élève  ne  s'acquitte  pas  con- 
venablement de  sa  tâche,  c'est  à  son  condisciple,  plus  avancé,  à  en 
instruire  le  maître.  La  tâche  du  maître  consiste  donc  principale- 
ment à  s'assurer  que  tout  le  monde  s'acquitte  consciencieusement 
de  son  travail. 

De  temps  en  temps  il  pose  des  questions  et  fait  répéter,  à  haute 
voix,  à  tel  ou  tel  élève,  ce  qu'il  est  supposé  avoir  appris. 

Ce  système  donne  d'excellents  résultais  pour  l'enseignement 
primaire. 

Quand  l'élève  écrit  suffisamment  bien,  il  commence  l'étude  des 
nombres. 

(  lel  le  ('Inde  commence  nécessairement  par  celle  des  dix  premiers 
Nombre-  :  i.  ek;  2,  do;  3,  tin;  45  char;  5,  pânch;  6,  chhah; 
-.  sâth;  8,  âth;  9,  nau;  10,  <las<i. 

Quand  il  >aii  bien  ces  dix  premiers  nombres  il  apprend  ceux  de 


(')  Cela  n'a  lieu  <|u<'  dans  les  parties  de  l'Inde  <»ù  l'on  se  sert  des  lettres  dites 
Devanagari.  Dans  les  endroits  où  l'on  se  serl  de  l'alphabet  arabe,  on  apprend  lei 
lettres  d'après  l'ordre  qu'elles  onl  dans  cet  alphabet,  c'est-à-dire  a,  b,  p,  t 
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10  à  20  de  la  manière  suivante  : 


■<: 


i  devant  i  fait  1 1 
i         »        2     »     1 2 

i       »        3    »     i3 


et  ainsi  de  suite  jusqu'à  20. 

A  partir  de  9.0  il  dit  : 

2  devant  o  fait  10 


1  »     2 1 

2  »     y.-;. 


jusqu'à  ce  qu'il  arrive  à  cent. 

Une  fois  qu'il  connaît  bien  ces  nombres  il  apprend  le  Pave,  ou 
table  de  multiplication,  qui  consiste  à  multiplier  les  dix  premiers 
nombres  jusqu'à  3o,  et  même  quelquefois  jusqu'à  100. 

Après  le  Pare  vient  le  Pouke  ou  table  des  quarts;  puis  le 
Nimke,  table  des  demies,  et  le  Pounke,  table  des  trois  quarts. 

Ces  tables  sont  suivies  du  Sawake  ou  table  de  t{;  <lu  Dvike, 
table  de  1  ~;  du  Arizke,  table  de  2^;  et  du  Outke,  table  de  3  |.  <  m 
ajoute  généralement  à  ces  tables  celles  de  Akarke  ou  table  de  1  1 
et  la  table  des  carrés  nommée  Ekotri. 

Toutes  ces  tables  s'apprennent  par  cœur.  Du  reste,  il  en  esl  à 
peu  près  de  même  de  tout  le  reste  dans  les  écoles  indigènes  de 
l'Inde.  De  plus,  tout  se  répète  à  haute  voix. 

Il  n'y  a  doue  rien  d'étonnant  que  la  mémoire  des  Hindous  soil 
excellente. 

Ces  tables  se  répètent  de  la  manière  suivante  : 

1  ne    fois  \  fonl 
Deux 


Trois     •■     '      »     2 


Ce  n'est  que  lorsque  l'élève  sait  parfaitement   toutes  ces  tables 

qu'il  apprend  les  poids  et  mesures  el  qil  il  commence  les  règles  01 

dinaires  de  I'  \riilinni  ique. 

A  la  lin  de  la  journée  de  classe  le  maître  fait  répéter  quelques 
unes  des  tables  par  tens  les  écoliers.    Ion»  les  élèves  se  tiennent 
debout.  Le  maître  en  fait  avancer  un,  qui  se  plate  en  face  de  ses 
condisciples,  et  qui  répète  les  tables,  à  haute  voix. 

Tous  les  écoliers  répètent  immédiatement  après  lui. 

Le  maître    choisit,    généralement,   pour  cet    exercice  I  un  des 
élèves  les  plus  intelligents  el  les  plus  avancés  de  la  classe. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  XVI.  (  Mars    8 
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(iYst  vc  système  qui  permel  aux  Hindous  de  Taire  plusieurs 
opérations  arithmétiques,  sans  autre  secours  que  la  mémoire. 

.l'en  ;ii  vu  qui  pouvaienl  faire  des  règles  de  trois  composées, 
mentalement,  ci  en  forl  peu  de  temps.  QuaDl  aux  additions  et  aux 
soustractions  de  fractions,  il  es!  bien  rare  qu'un  Hindou  instruit 
ne  puissent  les  faire  mentalement. 

Cela  dit,  nous  allons  maintenant  donner  quelques  détails  sur  les 
différentes  manières  de  faire  les  opérations  ordinaires  de  l'Arith- 
métique. 

Arithmétique. 

De  V addition.  —  Cette  opération  se  fait  quelquefois  comme 
chez  nous,  mais  cela  est  fort  rare.  En  général,  la  méthode  indienne 
diffère  de  la  nôtre. 

Pour  rendre  ce  mode  d'opérer  plus  clair,  nous  allons  prendre 

un  exemple. 

Soit  à  additionner 

2   \  3   i 

•i  i  4  fi 
7823 
fi  1   ',  2 


1   8  5  4  2 
1   7  4  3  2 


En  commençant  par  la  gauche,  nous  dirons  :  2  et  1  font  4,  et  n 
font  1  1,  et  6  font  17.  Nous  écrirons  17  au-dessous  du  total  défi- 
nitif. 

PassaDt  à  la  deuxième  colonne  de  gauche,  nous  continuerons 
comme  pour  l'autre  colonne  en  disant  :  f\  et  1,  5  et  8  font  i3,  et  1 
font  \l\.  Nous  écrirons  le  4  de  14  à  côté  du  17  du  total  et  nous 
ajouterons  les  dizaines  au  nombre  17  ce  qui  nous  donnera  18  que 
nous  écrirons  à  la  place  du  total  définitif  et  nous  continuerons 
l'opération  jusqu'à  la  fin,  de  la  même  façon. 

De  la  soustraction.  —  La  soustraction  se  fait  (rime  manière 
qui  diffère  aussi  de  la  noire. 

Quand  les  chiffres  ;'i  soustraire  sont  tous  plus  petits  que  ceux 
donl  on  doil  les  soustraire,  l'opération  ne  présente  pas  la  moindre 
difficulté. 


MÉLANGES. 

Nous  devons  cependant  l'aire  remarquer  que  les  1 1  Indous  placent 
toujours  le  nombre  à  soustraire  au-dessus  du  nombre  dont  on 
soustrait. 

Ainsi,  si  nous  avions  à  soustraire  io  de  55,  nous  écririons  les 

nombres  comme  ci-dessous 


i    5 


tandis  qu'un  Hindou  les  ('(rirait 


i   ■> 
5   5 


Quand  les  chiffres  à  soustraire  sonl  plus  forts  que  ceux  dont 
on  les  soustrait,  on  procède  de  Ja  manière  suivante  qu'un  exemple 
rendra  claire. 

Soit  à  soustraire  3()j  de  5  \  \'ài. 

On  écrira  les  nombres,  comme  il  a  été  dit,  en  mettant  le  plus 
petit  au-dessus  du  plus  grand. 

3  (')  ; 
5   \    i   3  2 


*)    >  7  6  5 


Comme  on  ne  peut  soustraire  -  de  2,  on  empruntera  dix  unités 

à  la  colonne  suivante  el  Ton  soustraira  -  de  io.  ce  qui  donnera  ''. 
chiffre  auquel  on  ajoutera  le  2  el  Ton  écrira  le  total  5  à  la  place 
convenable.  On  reportera  les  dix  unités  empruntées  à  la  colonne 
suivante,  ce  qui  donnera  7,  qu'on  devra  soustraire  de   ;. 

Nous    dirons,    comme   précédemment,    -   de    10.    re»le   .'>.    plus    I 

font  (i,  et  nous  écrirons  le  (>  à  sa  place  définitive. 

Faisons  remarquer,  eu  passant,  «pie  cette  méthode  esl  excel- 
lente et  que,  quoiqu'on  ne  l'enseigne  pas  en  Europe,  j'ai  vu 
néanmoins  des  anglais,  (pu  n'avaient  jamais  été  aux  Indes,  ou 
autres  parties  de  l'Orient,  faire  leurs  soustractions  de  cette  ma- 
nière. 

\\ani   de   passer  à  la  multiplication,  nous  allons  donner  une 

addition  ei  une  soustraction  copiées  sur  la  planchette  même  d  un 
écolier  I  lindou . 

<  )n  verra  la  manière  dont  ou  di->|>nxr  les  chiures. 


loo 
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Total. 


ce  qui  nous  donne  pour  lotal  définitif  i  3-3  44°\  puisqu'on  devra 
reporter  les  retenues  de  Ja  dernière  ligne  à  la  colonne  de  gauche 
du  vrai  total.  C'est-à-dire  que  les  quatre  i  se  reporteront  respec- 
tivement  sur   les    chiffres    6,  2,  3,  3    du    total    qui    deviendront 

7>  3>  4,  4- 

Soustraction. 


Nombre   à   soustraire 
de 

est  la  différence. 

De  la  multiplication.  —  Cette  opération  se  fait  de  plusieurs 
manières.  On  choisit  la  plus  commode. 

Soit  à  multiplier  385  par  12. 

On  écrira,  comme  nous  le  faisons,  le  multiplicateur  au-dessous 
du  multiplicande,  mais  on  aura  soin  que  le  dernier  chiffre  du 
multiplicateur  soit  placé  au-dessous  du  dernier  chiffre  à  gauche 
•  lu  multiplicande. 


I 

i 

1 

1 

1 
0 

3 

9 
9 
9 

7 

4 
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3 
9 

6 
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4 

5 

8 

9 

3 

8 

"> 

1 

1 

3 

6 

9 

6 

6 

0 

G  1  o 
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On  multipliera  chaque  chiffre  du  multiplicande  par  12,  en 
arrangeant  les  produits  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus. 

S'il  n'est  pas  commode  de  multiplier  par  le  multiplicateur, 
alors  on  multiplie  tout  le  multiplicateur  par  chacun  des  chiffres 
du  multiplicande,  en  arrangeant  l'opération  comme  ci-dessous. 

Soit  à  multiplier  385  par  61  : 


3 

8 

5 

6 

i 

i   8 

3 

4 

8 

8 

3 

o 

5 

i  3  4  8  5 

Ce  système  présente  certains  avantages.  Il  a  pour  lui  la  clarté 
et,  de  plus,  il  est  souvent  possible  de  simplifier  l'opération  en 
multipliant  par  deux  chiffres  à  la  fois.  Aussi  dans  l'exemple  que 
nous  allons  donner,  après  être  arrivé  au  o,  du  multiplicande,  on 
pourra  multiplier  par  12  ce  qui  nous  donnera  de  suite  28980,  au 
lieu  des  deux  lignes  i\  1  5  et  483o.  Il  faudra  avoir  soin  de  placer 
le  zéro  sous  le  2  du  multiplicande. 

Soit  à  multiplier  67  891  234  Par  24  '  '• 

G  7  S  g   1  a  3  4 

7  4    1    5 


1   4    1  9  0 
1   G  9  0   5 
1   9  3  2  0 
a  1  7  3   5 

a   I    1    5 
i  s  3  0 

g  6  6  0 
.  9  ">  7  3  3  o  1   1   0 


Quelquefois  les  Hindous  divisent  I»-  multiplicateur  en  deux 
autres  nombres,  dont  la  somme  esl  égale  au  multiplicateur,  Vinsi 
1  '    =4-t-8  ou  (>   i  -  6  ou  3  -f-  <)• 

Dans  ce  cas,  on  multiplie  l«'  multiplicande  séparément  pai 
chacun  des  nombres  v\  l'on  ajoute  les  deux  résultats  ensemble. 
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\nisi  385  à  multiplier  j  >  ;  »  i-  i  2  nous  donnera,  en  prenant  12  =  4-    8, 

385      \      r>i<> 
385       s       3o8o 

J620 
qui  scia  le  produil  de  3cSj  par  \>. 

Quelquefois  on  se  serl  aussi  des  facteurs  du  multiplicateur. 

Quand  le  multiplicateur  se  compose  de  4?  ou  de  plus  de  quatre 
chiffres,  <»n  fait  la  multiplication  en  multiplianl  tous  les  chiffres 
du  multiplicande,  en  commençant  par  la  droite,  par  chacun  des 
chiffres  du  multiplicateur,  en  commençant  parla  gauche. 

Soit  à  multiplier  23  5^8  912  par  iio5i2. 

2  3  5  7  ^  9  1  2 
1  1  o  5  1  2 


2  '5  5  7  S  (j  1  2 

■1   3578  g  1  2 
1  1  7  S  9  \   ')   6  o 
2  357891  2 

4  7  1  5  7  s  2  4 

2  60575  2  7  2  2  9  i  4 

Il  est  évident  qu'on  aurait  pu  abréger  l'opération  en  multipliant 
par  11  et  par  12,  en  une  seule  ligne,  au  lieu  de  multiplier  par 
chaque  chiffre  séparément.  C'est  du  reste  ce  qui  se  fait  dans  la 
pratique.  De  cette  façon,  on  réduirait  l'opération  à  la  forme  sui- 
vante  : 

2  3    ")   7   S  g    1    ?. 
r   1  o  5  1   2 


>     ")    g     !    6  (S  o  'i  2 

l     1    7  S  g  \  5  6  O 

2  s  ■>  9  î  r,  (,  ;  /, 

2  6  "  5  7  5  2  7  2  2  9    i    i 


De  la  division.  —  Les  Hindous  arrangent  les  nombres  de  la 
façon  -iiivjinic. 

Ou  écrit  d'abord  le  dividende,  au-dessous  duquel  on  place  !<■ 
diviseur.  Le  quotient  se  mel  à  droite  du  diviseur  <'i  les  différents 
■  -  se  placent  au-dessus  du  <li\  idende. 

Supposons  qu'on  demande  de  diviser  120  528  par  '.\- ■>. . 

I.  opération  sera  disposée  comme  ^uii  : 
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[488 
i  4  8  8 

7  \  \ 

X  g  2   8 

i   i   i  6  Produit  du  diviseur  par  le  Ier  chiffre  du  quotient 

Dividende,     i   i  o  5  2  8     Quotient  324 

Diviseurs.       '{  7  2 

»  3  7  2 

»  3  7  2 

Ceci  demande  quelques  mots  d'explication.  On  trouvera  d'abord 
le  premier  chiffre  du  quotient,  comme  nous  le  faisons,  puis  on 
multipliera  le  diviseur  par  ce  chiffre  et  l'on  écrira  le  produit  au- 
dessus  du  dividende.  Alors  seulement  on  fera  la  soustraction  et, 
au  lieu  d'abaisser  le  chiffre  suivant  du  dividende,  à  côté  du  reste, 
on  écrira,  au-dessus,  tous  les  chiffres  restants,  c'est-à-dire  8928  et 
l'on  continuera  l'opération  comme  on  Fa  commencée,  toutefois  en 
écrivant  le  diviseur  autant  de  fois  qu'il  sera  nécessaire  de  <li\iser. 

Des  fractions. 

Nous  n'avons  que  très  peu  de  remarques  à  faire  sur  ce  sujet. 

La  réduction  des  fractions  au  même  dénominateur,  L'addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division  de  fractions  se  font , 
à  très  peu  de  chose  près,  comme  chez  nous.  La  seule  particularité 
à  noter,  c'est  que  les  Hindous  ne  se  servent  pas  du  Irait  pour 
séparer  le  numérateur  du  dénominateur.  \ni>i,  un  Hindou  écrira 
J,  jj,  au  lieu  de  £,  |. 

De  la  racine  carrée. 

La  racine  carrée  s'extrait  d'une  façon  qui  diffère  peu  de  celle 
usitée  en  Europe.  La  plus  grande  différence,  c'est  qu  au  lieu  de 
diviser  le  nombre  en  périodes  de  deux  chiffres,  au  moyen  «lu 
point,  l'Hindou  se  sert  de  deux  traits  :  l'un  perpendiculaire  pour 
marquer  les  chiffres  de  rang  impair,  à  partir  de  la  droite,  el 
l'autre,  horizontal,  pour  marquer  oeui  de  rang  pair. 

\insi,  s'il  s'agissait  de  chercher  la  racine  carrée  du  nombre 
3  1 '>  i  -.')(>,  au  lieu  de  se  servir  du  point,  on  écrirait  ce  nombre 
coin  me  suit  : 

I  1  5  4  7 
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Pelles  son I  les  principales  règles  de  L'Arithmétique  contenues 
dans  le   I  rai  té  de  Bhaskara. 

ajoutons  que  ce  mathématicien  semble  avoir  été  l'un  des  pre- 
miers à  répandre  les  sciences  mathématiques  aux  Indes  cl  que  ses 
méthodes  sont  encore  celles  que  Ton  snii  le  plus  communément, 
aujourd'hui  même,  dans  les  écoles  indigènes. 

De  la  Géométrie. 

Comme  nous  l'avons  dit  au  commencement  de  cet  article, 
Bhaskara  est  aussi  Tailleur  d'un  traité  de  Géométrie  et  d'Algèbre. 

Il  est  inutile  de  nous  ('tendre  sur  ces  Ouvrages  dont  Jes  mé- 
thodes ressemblent,  en  bien  des  points,  à  celles  dont  nous  nous 
ser\  ons  aujourd'hui. 

Les  ouvrages  de  Bhaskara  sont  surtout  intéressants  au  point  de 
vue  de  la  similitude  des  méthodes  actuelles  et  de  celles  d'autre- 
fois. Il  est  bon  aussi  de  faire  voir  que  les  anciens  Hindous  n'étaient 
pas,  comme  on  Ta  cru  trop  longtemps,  une  race  d'ignorants. 

Pour  l'Européen,  il  y  a  là  une  révélation  sur  laquelle  il  est  bon 
de  s  appesantir,  parce  qu'un  examen,  même  succinct,  des  livres 
mathématiques  des  Hindous  lui  démontrera  que  les  lumières  ac- 
tuelles de  l'Europe  ont  été  précédées  d'autres  lumières  et  que,  si 
nous  avons  fait  progresser  les  Sciences,  les  Orientaux  sont  les 
pionniers  qui  ont  ouvert  la  voie. 

Rien  de  plus  curieux,  par  exemple,  que  de  trouver  dans  le 
texte  du  Lilavaùiles  règles  suivantes  qui,  bien  qu'elles  y  soient 
données  sans  démonstration,  n'en  sont  pas  moins  exactes  pour 
cela . 

Problème  1.  —  Trouver  l'hypoténuse  d'un  triangle  rec- 
tangle  dont  on  connaît  les  deux  côtés. 

Règle  <lu  Lilavali.  —  Multipliez  l'un  des  cotés  par  l'autre, 
double/  le  produit,  ajoutez-y  le  carré  de  la  différence  des  deux 
côh'^  el  extrayez  la  racine. 

Par  exemple,  si  les  côtés  sonl  égaux  à  \  el  à  3,  la  règle  donnera 

2(4  x  3)    ■  ">\  -f- (  \  —  '>  >' 
el 
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Problème  II.  —  Connaissant  V hypoténuse  et  C un  des  côtés, 
trouver  Vautre. 

Règle  du  Lilavali.  —  Multipliez  la  somme  de  la  hase  et  de 
l'hypoténuse  par  leur  différence  et  extrayez  la  racine  carrée. 
Si  l'hypoténuse  égale  5  et  le  côlé  égale  3,  nous  aurons 


et 


c'est-à-dire  l'autre  côlé 


3)  (5  —  3)      (6 
v/i6=     i, 


Le  carré  de  l'hypoténuse. 

Cette  importante  proposition,  qui  est  la  quarante-septième  des 
éléments  d'Euclide,  est  démontrée  par  Bhaskara  d'une  façon  si 
élégante  qu'on  ne  saurail  l'omettre  ici.  Nous  ne  saurions  affirmer 
qu'elle  soit  de  Bhaskara  lui-même,  mais  ce  que  nous  pouvons 
assurer,  c'est  que,  si  elle  n'est  pus  de  lui,  elle  est  dur  à  I  un  des 
commentateurs  de  son  Ouvrage  et  à  un  Indien.  La  voici  en  entier. 

Si  A.  désigne  l'hvpoténuse,  P>  le  grand  côlé  de  L'angle  droit  el 
G  le  plus  petit,  et  si  du  sommet  de  l'angle  droit  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  el  qu'on  désigne  par  h  el  C  les 

Fie    i. 


deux  segments  de  l'hypoténuse,  les  triangles  semblables  donne 
ponl  les  pronorl  ions  su  ivanl  es  : 

\        B 

H         l  ' 
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d'où 


6  ; 


el 


(I  ou 


A        G 
C~-~~  c 


Mais,  puisque  A  =  b  -f-  c,  on  aura  aussi 


d'où 


B2  -i-  G2 

A2=  B2+  G2. 
De  la  circonférence  et  du  cercle. 


Ce  qu'il  y  a  peut  être  de  plus  original  dans  l'œuvre  de  Bhas- 
kara,  c'est  la  géométrie  du  cercle. 

Le  Lilavati  donne  la  règle  suivante  pour  trouver  la  circonfé- 
rence d'un  cercle. 

Règle  nu  Lilavati.  —  Multipliez  le  diamètre  par  3927  et 
divisez  le  produit  par  1200. 

En  effet,  si  nous  effectuons  la  division,  nous  verrons  que  le 
quotient  obtenu  nous  donne  exactement  3,i4i6  sans  reste.  C'est 
donc  là  une  valeur  de  II  suffisamment  approchée  pour  les  opéra- 
tions ordinaires.  Outre  ce  rapport,  le  Lilavati  dit  qu'on  peut 
se  servir  du  rapport  "  pour  ce  qui  ne  demande  pas  une  grande 
précision. 

Ces  nombres  sont  donnés  sans  preuve  et  l'on  ne  nous  dit  pas 
non  plus  comment  on  les  a  obtenus. 

Cependant,  l'un  des  commentateurs  donne  la  raison  suivante  : 
«  Le  cùté  de  l'hexagone  inscrit  est  égal  au  rayon.  D'après  cela, 
nous  pouvons  trouver  le  côté  du  dodécagone  d'où  nous  dédui- 
rons, par  une  méthode  semblable,  le  coté  du  polygone  de  :>-4  côtés, 
el  ainsi  de  suite,  toujours  en  doublant  le  nombre  des  côtés  j  1 1  s < 1 1 1  à 
ce  que  le  côté  diffère  à  peine  de  Tare.  La  somme  de  ces  derniers 
côtés  sera  presque  «'-aie  à  la  circonférence  du  cercle.  Nous  cher- 
cherons donc  le  côté  «lu  polygone  <!<■  384  côtés  et  I  <>n  trouvera 
par  la  le  rapporl  donné.  0 
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La  méthode  pour  trouver  la  surface  du  cercle  est  très  curieuse. 
Voici  comment  s'exprime  l'auteur  : 

«  Divisez  le  cercle  en  deux  demi-cercles.  Supposez  qu'on  ait 
tiré  un  assez  grand  nombre  de  rayons  et  que  la  demi-circonférence 
ait  été  développée  sur  une  ligne  droite.  Chaque  demi-cercle  de- 
viendra ainsi  une  série  de  triangles.  Si  dous  Les  plaçons  ensemble, 
on  obtiendra  un  parallélogramme  dont  la  base  sera  la  moitié  de  la 
circonférence  et  dont  la  hauteur  sera  ('gale  au  rayon.  » 

La  figure  sera  donc  celle  ci-dessous  : 


Fig.  2. 


AB  sera  la  demi-circonférence  et  OU  le  rayon  du  cercle. 

Les  deux  séries  de  triangles  formeront  donc  le  parallélogramme 

ci-dessous  : 


Fil 


Les  triangles  i,  2,  3,  ...  représentent  la  moitié  du  cercle, 
tandis  que  a,  b,  c,  d,  . . .  représentenl  l'autre  moitié,  el  que  le  pa- 
rallélogramme VBGD  représente  le  cercle  donl  on  cherche  la  su- 
perficie. 

Puisque  VB  est  la  demi-circonférence,  M»  *  DR  qui,  multiplié 
par  OU  =  R.,  donnera  II  R.2,  c'est-à  -lue  la  surface  du  cercle. 

On  trouve  encore  d'autres  règles  curieuses  dans  l'ouvrage  de 
Bhaskara,  telles  que,  par  exemple,  les  règles  suivantes  : 
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«  Le  diamètre  d'un  cercle,  divisé  par  4  et  multiplié  par  la 
circonférence,  donne  /'aire  du  cercle. 

»    L'aire  du  cercle,  multipliée  par  f\,  donne  la  surface  de  la 

sphère. 

»  Celle  superficie,  multipliée  par  le  diamètre  de  la  sphère, 
et  divisée  par  6,  donne  le  volume  de  la  sphère.  » 

Le  Lilavati  donne  plusieurs  exemples  de  ces  règles,  en  prenant 
un  cercle  el  une  sphère  de  rayon  7. 

I  n  autre  exemple,  bien  digne  de  figurer  ici,  est  le  suivant  : 

u  Si  le  diamètre  d'un  cercle  est  égal  à  10  et  si  la  corde  de 
l'arc  double  est  6,  on  demande  quel  sera  le  sinus  verse. 

»   Du  sinus  verse  trouver  la  corde,  et  de  la  corde  et  du  sinus 

verse  trouver  le  diamètre.  » 

iïègle  du  Lilavati.  —  «  Multipliez  la  corde  de  l'arc  double 
par  le  diamètre.  Soustrayez  du  diamètre  la  racine  carrée  du  pro- 
duii.  et  la  moitié  du  reste  sera  le  sinus  verse.  » 

Pour  trouver  la  corde  de  l'arc  double,  «  soustraire  le  sinus 
verse  du  diamètre  et  multiplier  le  reste  parle  sinus  verse.  Extraire 
la  racine  carrée  du  produit  et  multiplier  par  2.  » 

»  Pour  trouver  le  diamètre  du  cercle,  diviser  le  carré  de  la 
demi-corde  par  le  sinus  verse  et  ajouter  le  sinus  verse  au  quo- 
tient. >; 

Le  produit  de  l'arc  par  la  circonférence  diminuée  de  l'arc  s'ap- 
pelle un  adya. 

Pour  trouver  la  corde,  on  multipliera  le  quart  du  carré  de  la 
circonférence  par  5,  on  soustraira  le  produit  de  l'adya,  multiplié 
par  le  reste,  et  l'on  divisera  l'adya  par  quatre  fois  le  diamètre.  Le 
quotient  sera  égal  à  la  corde. 

De  l'Algèbre 

L'Algèbre  esl  sans  contredit  le  point  faible  de  tout  ce  que 
Bhaskara  a  écrit  sur  les  Mathématiques.  La  plupart  de  ses  mé- 
1  hodes  sonl  primil nés. 

\  titiiii  signe  ne  sert  à  désigner  les  quantités  positives  et  les 
quantités  négatives  5  sonl  désignées  par  un  point. 
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Les  quantités  inconnues  se  représentent  au  moyen  de  couleurs 
diverses  et   l'égalité   s'exprime   en   mots  et  non    au   moyen   d'un 


signe, 


Bhaskara  traite  des  équations  du  premier  et  du  second  df ■_ 
mais  d'une  manière    très    obscure.    Malgré  cela,   quand  on   voil 
quels  problèmes  Bhaskara  propose,  on  est  forcé  d'admettre  qu'il 
avait  atteint  une  certaine   habileté  à   manier  les  formules   al"<- 
briques. 

Ainsi  le  problème  suivant,  que  Bhaskara  dit  avoir  tiré  d'un 
auteur  ancien,  demande  une  dextérité  à  laquelle  on  ne  se  serait 
pas  attendu  de  méthodes  algébriques  aussi  primitiv<  5. 

Ce  problème  est  ainsi  conçu  :  «  Quel  est  le  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  3  et  ayant  1  ajouté  à  ce  produit,  devient  un  cube,  et 
dont  la  racine  cubique,  élevée  au  carré,  puis  multipliée  par  3 
et  ayant  une  unité  ajoutée,  devient  un  carré.  » 

La  solution  de  l'équation  du  second  degré  se  trouve  dans  plu- 
sieurs Traités  hindous. 

Cette  solution  est  invariablement  celle  dont  on  se  serl  en 
France  et  dans  plusieurs  autres  contrées  de  L'Europe,  c'est-à-dire 
la  méthode  directe  qui  consiste  à  multiplier  chaque  terme  de 
l'équation  par  l\a^  méthode  qui  a  L'avantage  de  ne  pas  donner  de 
dénominateur  (  '  ). 


(')  En    Angleterre,   l'équation   générale   du    second    degi  sout  toujours 

eomme  suit 

a  r-  -+-  bx  -\    C        Oj 

divisant  par  a  et  transposant  on  obtient 

b 
et,  ru  complétant  le  carré,  on  a 


h  />■  {>■  r 

x'-\ —  x  +■  -. —  —  -, — -  — 

a  \<r  d 


d'où,  en  extrayant  la  racine, 


.r  -+-  — 
■  a 

et  finalement 


-  b  -   \  i>       i  ac 


\Q 


Quant    .1  la  méthode  française  ou   plutôt   indoue,  elle  j    est    pour   ainsi   dire 
inconnue. 


no  PREMIÈRE  PARTIE. 


C'esl  là  à  peu  près  toul  ce  que  nous  pouvons  dire  au  sujel  de 


T  Ugèbre  des  Hindous, 


Problèmes  indiens. 


V>us  allons  maintenant  donner  quelques  problèmes  qui  sonl 
assez  curieux,  \u  la  manière  poétique  dont  leurs  auteurs  les  ont 
proposés. 

(  )n  remarquera  qu'il  \  en  a  plusieurs  qui  ne  sont  que  <lc  simples 
questions  d'Arithmétique. 

Problème  I.  —  Dix  fois  la  racine  carrée  d'une  troupe  de 
cygnes  s  est  envolée  vers  le  lac  de  Manou  lorsqu'elle  a  vu  les 
nuages  s'amonceler.  La  huitième  partie  de  leur  nombre  a 
quitté  le  bord  de  Veau  pour  les  nénuphars,  et  trois  couples 
sont  restés  à  se  jouer  dans  V eau.  Dis-moi,  j eune  fille  à  la  belle 
chevelure,  quel  était  le  nombre  total  de  cygnes? 

Problème  II.  —  La  cinquième  partie  d'un  essaim  d'abeilles 
s'est  posé  sur  la  fleur  d'un  Kadamba,  le  tiers  sur  celle  du 
Silindhri,  trois  fois  la  différence  de  ces  nombres  s'est  envolée 
pour  aller  sur  la  fleur  d'un  Kutaja,  ci  une  abeille  a  plané 
dans  l'air,  attirée  par  l'odeur  d'un  jasmin  et  d'un  panda  nus. 
Dis-moi,  jolie  fille,  le  nombre  d'abeilles? 

Problème  III.  —  Au  milieu  du  combat,  le  furieux  Prithava 
saisit  un  nombre  de  flèches  pour  tuer  Karma.  Il  en  employa 
la  moitié  pour  sa  propre  défense  et  quatre  fois  la  racine, 
carrée  contre  les  chevaux.  Trois  flèches  transpercèrent 
Shalya}  Uautomédon,  trois  autres  flèches  crevèrent  le  parasol 
et  brisèrent  l'étendard  et  l'arc,  tandis  que  la  tète  de  Karma 
fut  percée  d' une  flèche.  Quel  est  le  nombre  de  flèches  qu y  avait 
pris  Arjoun  ('  )? 

Problème  IV.  —  La  racine  carrée  de  la  moitié  d'un  essaim 
d'abeilles  et  puis  aussi  la  huitième  partie  vont  se  poser  sur  un 
jasmin,  ha  reine  bourdonne  en  réponse  au  bourdonnement 
d'un  mâle  qui  est  dans  un  nénuphar.  (Gela  signifie  (pic  deux 
abeilles  restent  écartées  des  autres.) 


Vrjouo  esl    un  autre  nom  de  Prithava  qui,  comme  Karma,  »  '•  i  ;  t  î  i  un  prince 

i  n c |  ii  h    i|c    I  . i  r i  f  1 1 1  t i  ilé. 


MÉLANGES.  m 

O  belle  fille,  dis-moi  combien  il  y  avait  d'abeilles? 
Problème  V.  —  On  peut  acheter  une  fille  de  six  ans  pour 
32  niskas.  Combien  coulera  une  fille  de  vingt  ans.' 

Question  difficile  à  résoudre  pour  un  Européen  qui  demandera 
sans  cloute  si  la  valeur  pécuniaire  d'une  fille  est  en  raison  directe 

ou  indirecte  de  son  âge. 

Problème  VI.  —  Trente  poutres,  de  \>  pouces  d'épaisseur, 
de  16  pouces  de  largeur  et  de  14  coudées  de  long  coûtent 
ioo  niskas.  Que  coûteront  \f\  poutres  de  X  pouces  d'épaisseur, 
de  12  pouces  de  largeur  et  de  io  coudées  de  longueur  ? 

Problème  VII.  —  Si  les  poutres  étaient  à  une  lieue  de  dis- 
tance et  quai  fallût  payer  8  drachmes  pour  les  apporter, 
combien  faudrait-il  payer  pour  faire  transporter  le  second 
lot  à  une  distance  de  six  lieues? 

Je  ne  donnerai  pour  finir  qu'un  autre  problème  qui  m'a  été 
proposé  il  y  a  quelques  années,  par  nu  de  mes  amis,  un  Hindou 
qui  m'avait  demandé  de  lui  en  donner  La  solution.  Ce  problème 
est  suffisamment  curieux  pour  trouver  sa  place  ici. 

Problème  VIII.   —    Trois  hommes   avaient    un   singe.    Les 

hommes  qui  avaient  acheté  des  mangues  se  les  partagèrent  de 
la  façon  suivante  : 

Dans  la  nuit,  le  premier  homme  vint  où  était  la  provision 
de  mangues  qu'il  divisa  en  dois  parties.  1/  prit  une  des  parts 
pour  lui  et y  comme  il  y  avait  une  mangue  en  plus  des  trois 
paris,  il  la  donna  au  singe. 

Le  deuxième  homme  vint  aussi,  divisa  les  mangues  restantes 
en  trois  portions.  Il  y  eut  encore  une  mangue  en  plus  qu'il 
donna  au  singe  et  il  prit  l'une  des  portions  pour  lui-mén<    . 

i  lors  le  troisième  individu  arriva  et  divisa  aussi  les  mangues 
en  trois  parts  et,  corn/ne  ilyeut  encore  une  maii  mie  en  plus, 
il  la  donna  au  singe  cl  prit  une  des  ports  pour  lui-même. 

Le  malin  suivant ,  les  trois  hommes  durent  ensemble  et  divi- 
sèrent les  mangues  restantes  en  trois  portions.  (  il  y 

eut  encore  une  mangue  eu  plus  qu'on  donna  au   si/  ndis 

que  chacun  des  trois  individus  pi  1 1  sa  pari. 


in  PREMIÈRE   PARTIE. 

On  demande  quel  est  le  plus  petit  nombre  de  mangues  avec 
lequel  il  soit  possible  d'effectuer  ces  partages?  (') 

\u  lecteur  maintenant  à  due  si  nos  amis  de  l'Hindou  s  tan  n'ont 
pas  droit  aux  louanges  que  nous  Leur  avons  données  en  commen- 
çant el  si  nous  ne  leur  sommes  pas  redevables  d'autres  connais- 
sanees  malliémaliques  que  de  la  numération  décimale  qui,  comme 
on  le  sait,  nous  vient  des  Hindous. 

Nous  n'en  dirons  pas  plus,  nous  souvenant  toujours  que  les 
Latins  ont  dit  avec  justesse  :  Verbum  sat  sapienti. 


(')  Comme  plusieurs  personnes  ont  prétendu  que  ce  problème  était  impossible, 
je  crois  devoir  en  donner  ici  une  solution,  espérant  que  de  meilleurs  mathémati- 
ciens que  moi  le  résoudront  d'une  façon  plus  élégante. 

Soient  A  le  premier  homme,  B  le  second  et  G  le  troisième. 

Soit  encore  x  le  nombre  de  mangues  reçues  le  malin  par  \,  B  et  C. 

Alors  3x -■   i  représente  ce  que  C  a  laisse'-. 

Et  -  (3x  -\-i)  représente  ce  que  C  a  pris. 


Donc  C  a  trouvé 


et  B  a  pris 


3  /  o 

-  (ôx  -+- 1)  +  i, 

2 


et  B  a  trouve 


et  A  a   pris 


l  [2(3#+-i)-h  .  |, 
?[?<3*+«)-f-,]  +  ,f 

cette  dernière  équation  doit  être  un  nombre  entier  et  est  égale  à 
27fl?-4-q-4-6-f-4        o  3  (  .r  +  i  ) 


d'où   l'on  verra  que  x       ~  ou  i5  ou  2.3,  ...,63,71,  79'  et  cluc  79  cst  'c  P',IS   |)CUl 
nombre  possible. 

Donc  : 

\  a  d'abord  eu  26  mangues  et  le  sinçe  1  mangue 

B  »  \~j  »  «  1  » 

C  »  ii»  »  1  » 

l'A  le  matin  A        l!        C  ont  eu 

chacun  *7  mangues  soit  en  tout  ?i  >•  »  1  » 


Total 
ce  qui  fait  bien  79 


i 
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COMPTES    RENDUS    ET    VNALYSES. 


G.-B.  GUCC1A.  —  Lezioni  di  Geometria  buperiore  (Cours  lithographie  >. 
i  vol.  in-4",  4  iG  pages.  Palerme,  Longo  et  C°,  1890. 

Les  Lravaux  de  Chaslcs  et  Poncelet,  continués  et  développés 
par  de  nombreux  mathématiciens,  ont  donné  naissance  aux  mé- 
thodes de  transformation  et  de  correspondance  qui  sonl  si  fé- 
condes en  Géométrie.  Tout  particulièrement  en  Italie,  M.  Cre- 
mona  a  contribué,  pour  une  large  part,  au  développement  des 
théories  de  Ghasles  et  Poncelet,  tant  par  ses  travaux  personnels  (') 
que  par  son  remarquable  enseignement. 

Ce  sont,  en  majeure  partie,  les  idées  de  Cremona  que  M.  G.-B. 
Guccia  a  exposées  dans  ses  Leçons  à  l'Université  de  Palerme, 
qu'il  vient  de  publier. 

L'auteur  expose  d'abord  les  propriétés  générales  des  systèmes 
linéaires,  la  théorie  des  centres  harmoniques  el  le  procédé  po- 
laire (polaren-process)]  puis,  il  applique  ces  théories  à  l'étude 
des  propriétés  générales  des  courbes  el  des  surfaces  algébriques. 

Le  Cours  débute  par  dix  Leçons  de  Géométrie  analytique,  dont 
M.  Guccia  ne  public  que  les  titres,  qui  sont  suivies  de  cinq 
Leçons  de  généralités  :  |  Définitions  des  courbes-lieux  <i  des 
courbes-enveloppes,  de  V ordre,  de  la  classe,  du  genre  des 
courbes  et  des  surfaces.  Définitions  des  points  el  des  tangentes 
multiples,  etc.].  A  La  seizième  Leçon,  commence  l'étude  des  sys- 
tèmes linéaires,  dans  la  géométrie  de  la  droite,  du  plan  el  de 
l'espace,  par  l'exposé  du  principe  de  correspondance  de  Chasles. 

Désignons,   d'une   manière  générale,    sons  le   nom   d'élémenl 
d'ordre  n,  soit  un  groupe  de  n  points  en  ligne  droite  ou  un  groupe 
de  //  droites  passant  par  un  point,  soit  une  courbe-lieu  d'ordre  n 
on  une  courbe-enveloppe  de  classe  // ,  soit  encore  une  surfai 
lieu  d'ordre  //  ou  une  surface-enveloppe  de  classe  n,    de   telle 

(')    CiiKMuNA,    fntroduzione  ad  una   teoria    geonu 
{Memorie  délia  H.    lecad.  délie   Scienze  dell'  fnstituto  di  l>  1. 

1.  XII;  t86a).        Prelinxinari  di  una  teoria  geometrica  délie  su  ,   ,-./.. 

série  II,  1.  \l  el   VII;  1 866  el  186  '/  moire  de  Géométrie  pu  n    un 

/nies  du  troisième  ordre  {Journal  de  Crelle%  l.  68;  >s' 
Huit,  des  Sciences  mat  hém.,  r  série,!    \\  l    (Avril 
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façon  qu'un  élément  d'ordre  //  soil  représenté,  analytiquement, 
par  une  équation  homogène  d'ordre/?,  U  -  o,  à  doux,  trois  ou 
quatre  variables,  sun ant  les  cas. 

lu  système  linéaire  d'éléments  d'ordre  n  et  d'espèce  k  est 
un  système  linéaire  k  lois  infini  d'éléments  d'ordre  n,  défini,  par 
suite,  par  une  équation  de  la  forme 


(i) 


XiUi-f-  x.,  u. 


..+  X*_hU 


il  l7,M 


o, 


où    Uj,  U2 Ua+i    sont  des   fonctions  homogènes,  du    même 

degré  //,  linéairement  indépendantes  et  où  X,,X2,  . . .,  X/v+1  sont 
(k  -+- 1)  paramètres  arbitraires.  Un  tel  système  est  évidemment 
parfaitement  défini  si  Ton  connaît  (  k  -4-  i)  éléments  de  ce  système 
n'appartenant  pas  à  un  système  d'espèce  inférieure  à  k.  Un  sys- 
tème linéaire  S*  d'ordre  n  et  d'espèce  k  contient  une  infinité  de 
svstèmes  S*  de  même  ordre  et  d'espèce  k'  inférieure  à  k  qu'on 
obtient  en  établissant  une  ou  plusieurs  relations  linéaires  et  ho- 
mogènes entre  les  X.  Ces  systèmes  sont  appelés  des  systèmes 
mineurs  de  S*.  x\insi,  tous  les  éléments  de  S*  qui  contiennent 
v  points  /ires,  c; T  /»',  forment  un  système  mineur  S„  d'espèce 
k  —  r.  En  particulier,  il  n'y  a  qu'un  seul  élément  de  S*  qui  con- 
tienne k  points  donnés. 

On  dit  que  deux  systèmes  linéaires,  de  même  espèce  k,  S„t  et  S^ 
d'ordres  //,  et  n2  sont  projectifs  s'il  existe,  entre  ces  deux  sys- 
tèmes,  une  correspondance  univoque  telle  qu'à  tout  élément  de 
l'un  corresponde  un  élément  de  l'autre  et,  d'une  manière  générale, 
qu'à  tout  système  mineur  d'espèce  (k — /)  de  l'un  corresponde 
n ii  système  mineur  de  même  espèce  {k  —  /)  de  l'autre.  On  voit 
immédiatement  que,  si  deux  systèmes 


k^  ~ 


f-h  y  h 


o. 


1 


-    ,    J  .  ■> 

X/,1  i,  -  o 


sont  projectifs,  les  paramètres  /.'  sont  des  fonctions  linéaires,  ho- 

ènes,    indépendantes,   des   X.    Il  e>t   aisé  de   voir  qu'on   peut 

toujours  choisir  les  éléments  I  \  el  l  jr  de  telle  façon  que  Ton  ait 

x;,    X/,. 

i),)  \,,i)    alors   immédiatemenl   qu'étant   donnés    (/    -    i)   sj'S- 
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tèmes  projectifs  Sj(,  S* S*l+1,  d'espèce  k.  il  existe  un  élé- 
ment d'ordre  n { -*- n2-i- •  •  • -- n/i+i,  dont  tous  1rs  points  sont 
communs  aux  \  k  —  i  )  systèmes. 

M.  Guccia  établit  successivement  ces  propriétés  générales  des 
systèmes  pour  les  systèmes  de  points,  de  courbes-lieux  et  de  sur- 
faces-lieux qu'il  étudie,  séparément,  par  une  voie  géométrique. 
(Au  moyen  du  principe  de  dualité,  il  passe  immédiatement  aux 
systèmes  de  droites  passant  par  un  point,  de  plans  passant  par 
une  droite,  de  courbes  et  de  surfaces-enveloppes. 

Géométriquement,  un  système  linéaire  de  points  sur  une  droite, 
appelé  aussi  involution  d'ordre  />  et  d'espèce  k.  est  un  système 
linéaire  de  groupes  de  n  points,  tel  que  tout  groupe  de  n  points 
soit  défini,  d'une  manière  univoque,  lorsqu'on  connaît  /.'  des  points 
de  ce  groupe. 

Tout  point  de  la  (1  roi  le  peut  être  considéré  comme  un  point  mul- 
tiple d'ordre  s< k  de  l'involution  et  il  n'y  a  que  (Ar-hi)   n       /. 
points  multiples  (Tordre  (le  +  i  ).  En  particulier,  cette  dernière 
proposition,  qui  est  très  importante,  est   démontrée  d'une  façon 
très  élégante  (Th.  VII,  p.  56). 

Un  système  0*  de  courbes  planes  détermine  sur  une  droite 
quelconque,  par  ses  intersections,  une  involution  \*  d'ordre  n  et 
d'espèce  k.  On  en  conclut  qu'il  n  a  (k -\- \)(  n — k)  courbes  «lu 
système  qui  ont  un  contact  d'ordre  /  i  avec  une  droite  quel- 
conque du  plan.  L'auteur  étudie,  plus  particulièrement,  les  sys- 
tèmes de  première  espèce  ou  faisceaux  et  les  systèmes  de  seconde 
espèce  ou  congruences  linéaires  i  p.  6g  in  . 

Dans  un  faisceau  (Cn)  d  ordre  //  il  \  a.  en  général,  >  //  i  - 
courbes  qui  ont  un  point  double  (Th.  I\.  | 

I  hs  systèmes  linéaires  de  courbes  planes  on  passe,  sans  dilïi- 
culté,  aux  systèmes  «le  surfaces  (p.  ~~  to^).  Comme  un  système 

S*  de  surfaces  d  'termine  sur  une  droite  Une  involution  I  et  Sur 
un  plan  un  Système  Cj!  de  courbe-  planes,  on  cn    conclut  qu'il   J   B 

</i*-|-i)(^.  —  k)  surfaces  du  système  qui  ont  un  contact  d'ordre 
i /,        \)  avec   une  droite  quelconque     lb.   I.  p.  '  qu'il  \  a 

n  —  i  )-  surfaces  d  un  faisceau  qui  touchent  un  plan  donné 
(Th    l\  ,  p.  8i  . 

Les  Leçons  \\\  Il  à  XWI1I  sont  |  exposé  de  la  théorie  des 
polaires  des  courbes  planes.  Etant  donnés  n  points   \,.  \  \   . 
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sur  une  droite,  un  pôle  0  sur  cette  droite  ci  un  point  M,  si  l'on 

désigne  par  (         )    l'un  quelconque  des  produits  des  //  rapports 

J  ,  ...,  — — —  /-à  /•,  on  désigne,  d'après  M.  de  Jonquières,  par 

(  )  \  ]  (  I  A  „ 

centres  harmoniques  d'ordre  r  les  points  M  tels  que  l'on  ait 

Soit  ,/*(.r, ,  .r2)  =  o  l'équation  de  degré  //  qui  représente  les  n 
points  A,,  . . .,  A„.  Les  coordonnées  Vi,  J'y  des  r  centres  harmo- 
niques AI , ,  .  . .,  Mr  sont  fournies  par  l'équation 

où  ;;,.:;.,  désignent  les  coordonnées  de  O  et  kïlfy  le  symbole  opé- 
ra tif 

Sï h   -Z\~lZ2  ; h...H--Z2 

Étant  donnés  une  courbe  C„  d'ordre  n  et  un  point  O  dans  son 
plan,  on  considère  une  sécante  variable  issue  de  O  qui  coupe  la 
courbe  en  A,,  A2,  . ..,  A„  ;  le  lieu  des  centres  M,,  . ..,  Mr  de 
A,,  ...,  A„,  par  rapport  à  O,  est  une  courbe  PJ."  r)  d'ordre  r  qu'on 
appelle  la  (n  —  r)ième  polaire  de  G„  par  rapport  à  O.  La 
(fi  —  j\ième  polaire  est  une  droite,  la  [n  —  2)ieme,  une  conique. 

Des  propriétés  élémentaires  des  polaires,  qui  découlent  immé- 
diatement des  propriétés  du  symbole  opératif  Az,  jointes  aux  pro- 
priétés des  faisceaux  et  des  congruences  de  courbes,  on  arrive  à 
tirer  toute  la  suite  des  propositions  importantes  sur  les  relations 
qui  existent  entre  les  nombres  caractéristiques  d'une  courbe. 

Soient  n  X ordre,  m  la  classe,  o,le  nombre  des  points  doubles, 
y  le  nombre  des  points  de  rebroussement,  t  le  nombre  des  tan- 
gentes doubles,  i  le  nombre  des  tangentes  (V inflexion,  et  enfin 
p  l<'  genre  dune  courbe  plane.  [Si  la  courbe  a  un  point  multiple 
d'ordre  r  ayanl  s-  tangentes  confondues  en  une  seule,  on  compte 

ce  poinl  comme  la  réunion  de  -  — (s  —  i)  points  doubles 

el  de  (  v — i)  points  de  rebroussement;  de  même,   une  tangente 
multiple  d'ordre  p  ayanl  cr points  de  contact  confondus  est  comptée 

pour  ■         <~  —  i)  tangentes   doubles  e!    ( .?  —  i)  tangentes 
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d'inflexion].  Il  existe  entre  les  nombres  mt  ti,  8,  y,  t,  i  les  quatre 
relations 

(  1  )  m  =     n(n  —  1  )    —  2  0  —  î  7 , 

(  2  )  n  =    m  (m  —  1)  —  ix  —  M, 

(  3  )  i    =  3  n  (  n  —  a  )  —  f>  0  —  H  7 , 

(  4  )  X  =  ^  "*  ( m  —  2)  —  6t  —  8  i. 

Les  relations  (2)  et  (4)  se  déduisent  des  relations  (1)  et  (3)  par 
dualité.  D'ailleurs,  ces  quatre  relations   ne  sont  pas  distinct* 
car  de  (1)  et  (3)  ou  de  (2)  et  (4)  on  peut  tirer  l;i  même  relation 

(  5  )  7  —  i  =  3  (  n  —  m). 

De  ces  relations,  données  par  Plûcker,  on  peut  tirer  d'autres 
relations 

(6)  a(  ô  —  x  )  =  (  n  —  m)(n  -+-  m  —  9) 

et 

,    x  n(  n  -4-  3 )       «,  m( m  -+-  3 ) 

(  7  ) 0  —  a  7  = t  —  2 1. 

a  /j  2 

Enfin,  la  relation  (y)  conduit  immédiatement,  avec  la  rela- 
tion (5),  à  l'égalité  importante  que  voici 

,  0  N  (  n  —  1  )  (  n  —  2  )       s,  (  m  — 1)(  m  —  a  ) 

(8)        p= - o-/=-    - >-z-c 

qui  prouve  que  fe  genre  (V une  courbe  est  le  même  soit  qu'on 

la  considère  comme  courbe-lieu  ou  comme  courbe-eneeloj 
(p.  1  54  ).  On  a  alors  aussi 

ip  —  a  =  m  -+■  7  —  a  // 
=  /i  -4-  /  —  ■_>.  /;/ 
=    n  (  11  ■+-  j  )  —  a  (  0  -i-  7  ) 
=  m  (  //t  -H  .'>  |  —  a(t  -     l). 

Voici  comment  M.  Guccia  établit  les  relations  1  1)  et  (3);  I  ■ 
relation  (1)  n  C s  1  qu'un  cas  particulier  du  théorème  plus  général 
suivant  :  Dans  un  faisceau  d'ordre  m,  il  y  a 

n  {n       •  m       I  î  / 

courbes  </ui  touchent  une  courbe  donnée  d'ordre  n  ayant  0 
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points  doubles  et  y  points  de  rebrousse  ment  (Th.   XXXVII, 

p.  l'i'i  i.  Pniir  ///  -.  i?  on  a  un  faisceau  de  droiles  el  l'on  conclut 
la  formule  (i).  Pour  établir  la  relation  (3),  on  définit  la  steiné- 
rienne  el  la  hessienne  <l  une  courbe  donnée  :  Toutes  les  prem  lères 
polaires  Pn  ,  dune  courbe  donnée  Cw  forment  une  congruence 
linéaire;  toutes  les  V)t  .,  donl  le  pôle  décrit  une  droite  donnée  K, 
forment  un  lai  sceau  <l  ordre  {/i  —  i)  (jui  possède  3 1  n  —  2  )2  courbes 
ayant  un  point  double.  Donc,  sur  toute  droite  R,  il  va  3(n  —  'i)2 
points,  dont  les  premières  polaires  ont  un  point  double  el,  par 
suite,  le  heu  des  points,  dont  les  premières  polaires  par  rap- 
port  à  C/i  ont  un  point  double,  est  une  courbe  de  degré 
3(/?  —  •>.)-.  (Test  cette  courbe  (pie  Grèmona  désigne  sous  le  nom 
de  steinérienne. 

Le  lieu  des  points  doubles  des  courbes  de  lu  congruence 
formée  pur  les  premières  polaires  P;*_,  est  ce  qiCon  appelle  la 
hessienne,  qui  donne  une  explication  géométrique  du  covariant 
de  Sylvester.  La  hessienne  est  une  courbe  d'ordre  3(/i —  2) 
dont  tous  les  points  de  rencontre  avec  Gn  sont  ou  des  points 
multiples  ou  des  points  d inflexion  de  Cw.  On  conclut  de  là 
qu'on  peut  compter  le  nombre  i  des  points  d'inflexion  de  C,t  en 
retranchant  du  nombre  3/i(/? —  2)  dc^>  intersections  de  la  hes- 
sienne et  de  C/t  un  nombre  convenable  de  (bis  les  points  mul- 
tiples de  d.  On  obtient  ainsi  la  relation  (3)  (p.  102). 

Les  Leçons  \Ll  à  X.LV1II  contiennent  une  étude  très  intéres- 
sante  des  correspondances  de  courbes  par  points  et  de  la  corres- 
pondance univoquc  qu'on  peut  établir  entre  les  courbes  d'une 
congruence  linéaire  et  les  points  d'un  plan  (p.  167).  L'auteur 
établit  d  abord  la  proposition  de  Zeulhen  suivante  : 

S'il  existe  entre  les  points  de  deux  courbes  C(,  C2  de  genres 
/;,,  p,  une  correspondance  algébrique  telle  que  :  i°  à  un  élé- 
ment de  Ci  il  corresponde  xx  éléments  de  C2  et,  ci  un  élément 
de  C2i  'i  éléments  de  d;  20  queyK  et  y2  soient  les  nombres  des 
couples  de  points  confondus  de  Ci  et  C2  qui  correspondent  et  un 
même  point  de  I  autre  courbe,  oit  a  la  relation 

I  1  i  )  ,        r,        2Xi(pl—  1  )        ;.r,i  /,,-     i  |. 

l),in>  le  cas  particulier  de  ./'(       x.z       1.  on  a  nécessairement 


1 
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et  l'on  obtient  la  belle  proposition,  due  à  Rieinann,  qui  est  du 
plus  haut  intérêt  dans  l'étude  des  intégrales  abéliennes  :  Deux 
courbes  qui  se  correspondent  point  pur  point  sont  du  même 
genre  (p.  i65). 

Comme  application,  on  voit  que  la  steinérienne  d'une  courbe 
C„  étant  la  première  polaire  de  la  hessienne  par  rapport  à  Cff1  que 
ces  deux  courbes  se  correspondent  point  par  point  et,  par  suite, 
que  la  steinérienne  et  la  hessienne  sont  de  même  genre. 

Enfin,  AI.  Guccia  termine  ses  Leçons  sur  les  courbes  planes  en 
étudiant  à  fond  les  trois  combes  hessienne  (ou  jacobieune  .  stei- 
nérienne et  cajleyenne  d'une  courbe  donnée  G;i  [la  e.i\le\«ime 
est  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joinl  deux  points  correspondants 
delà  steinérienne  et  de  la  hessienne],  qui  sont  trois  courbes  de 
même  genre.  Il  donne  (  p.  2a5  1  un  table. m  fournissanl  les  nombres 
caractéristiques  des  trois  courbes  en  fonction  de  trois  des  nombres 
caractéristiques  de  C„  [le  genre.,  l'ordre  et  la  classe]. 

Les  treize  dernières  Leçons  du  Cours  sonl  I  extension  à  la  Géo- 
métrie de  l'espace  des  propositions  démontrées  dans  la  Géométrie 
du  plan.  Toutes  les  propriétés  dv>  courbes  piano  ont  leurs  cor- 
respondantes dans  les  surfaces.  <)n  étudie  les  nombres  caracté- 
ristiques des  surfaces  et  les  trois  surfaces  adjointes,  hessienne, 
steinérienne  ci  cavlevenne,  comme  précédemment,  au  moyen  des 
systèmes  linéaires  de  surfaces  et  des  surfaces  polaires  d'une  sur- 
face donnée. 

L'éminent  professeur  de  Palerme  s'esl  surtout  attaché  à  ne 
faire  que  des  démonstrations  purea>enl  géométriques.  Les  dé- 
monstrations \  gagnent  beaucoup  en  élégance  el  en  simplicité. 
Cette  unité  de  méthode,  dans  toute  l'exposition,  est  un  des  attraits 
de  l'Ouvrage,  qui,  (railleurs,  possède  encore  ce  grand  mérite 
d'enseigner  au  lecteur  des  résultats  très  importants  de  la  théorie 
générale  des  courbes  el  <\r>  surfaces  algébriques  en  n  exigeant  de 
lui  que  les  connaissances  les  plus  élémentaires  de  Géométrie 
analytique  et  de  Calcul  différentiel.  '     Bourlet, 


,  io  pi{i:.mii:ui-;  pahtii:. 


S.   DICKSTEIN.  —   Pojecia  i  metody   mvtkmvtyki.  Tom  pierwszy.    Czesd 
pierwza.  Teorya dziaïàn  <  '  ).  Varsovie,  Gebethner  et  Wolff,  1891.  vi-258  |>. 

in-S". 

1.  L'Ouvrage  donl  nous  présentons  la  première  Partie  aux  lec- 
letirs  du  Bulletin  doil  former,  à  ce  qu'on  peut  en  juger  dès 
aujourd'hui,  une  petite  encyclopédie  des  Mathématiques  pures  (2), 
ei  vraiment  on  \  trouve,  à  «les  degrés  différents,  les  mérites  et  les 
défauts  d'une  encyclopédie  :  d'un  côté,  la  distribution  régulière  et 
systématique  de  la  matière  etl'érudition  étendue  et  presque  com- 
plète}  de  l'autre,  une  impersonnalilé  qui  exclut,  ou  peu  s'en  faut, 
la  critique,  el  la  fusion  imparfaite  de  la  matière  en  un  tout  homo- 
gène et  organisé. 

!2.  Cette  première  Partie  se  compose  d'une  Introduction  géné- 
rale et  de  sept  Chapitres. 

Le  premier  problème  qu'on  aborde  dans  l'Introduction  (§  1  )  est 
la  recherche  de  la  nalure  des  objets  dont  s'occupent  les  Mathé- 
matiques. Ils  se  divisent  en  trois  groupes,  à  savoir  : 

.  a.  Nombres  (réels,  complexes,  idéaux,  transfinis,  etc.),  et 
fonctions  (c'est-à-dire  séries  d'états  d'un  nombre  qui  varie  indé- 
pendamment d'autres  nombres); 

b.  Formes  géométriques  constantes  et  variables; 

c.  Formes  qui  figurent  dans  l'étude  mathématique  des  phéno- 
mènes naturels  (Phoronomie,  Mécanique,  Physique,  etc.). 

A  chacun  de  ces  groupes  d'objets  il  correspond  une  branche 
différente  des  Mathématiques,  mais  ces  branches,  au  lieu  de  s'éloi- 
gner indéfiniment  l'une  de  l'autre,  ont  entre  elles  de  nombreux 
points  de  contact,  d'où  il  suit  que  les  Mathématiques  constituent, 


C  '  )  Les  concepts  <■/  les  méthodes  des  Mathématiques,  1.  I.  Première  Partie  : 
/  héorie  <i<  -  opérations. 

I  m  deuxième  el  la  troisième  Partie  du  Tome  premier  contiendront  la  théorie 
des  nombres  el  l'Algèbre;  le  Tome  deuxième  sera  dédié  ■>  l'Analyse,  le  troisième 
enfin  .1  la  Géométrie  el  .1  '     Cinématique. 
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non  pas  un  ensemble  de  Sciences,  mais  au  contraire  une  Science 
unique.  On  doit  chercher  l'explication  de  ce  fait  dans  l'unité  de 
l'origine  psychologique  des  objets  mathématiques,  qui  tons  se 
déduisent  des  objets  réels  par  abstraction  ou  par  généralisation. 

Après  avoir  passé  en  revue  les  opinions  de  Kunt,  Wronski, 
Comte,  Wundt,  sur  la  nature  des  objets  mathématiques,  L'auteur 
traite  (§2)  des  concepts  de  grandeur  et  d'égalité;  il  ^'occupe 
ensuite  de  l'applicabilité  des  opérations  mathématiques  aux  objets 
déduits  par  abstraction  des  objets  réels,  et  à  ce  propos  il  donne 
un  extrait  étendu  du  Mémoire  de  M.  Helmholtz  :  Zahlen  und 
Messen  (').  Les  paragraphes  suivants  sont  dédiés  à  la  continuité 
(§  3),  à  la  discussion  (§  4)  si  l'on  doit  regarder  la  Géométrie  et  la 
Cinématique  comme  des  Sciences  pures  ou  comme  des  Sciences 
appliquées  (discussion  où  l'auteur  se  range  du  premier  coté),  à 
YAlgebra  0/  logic(§o)  (2),  aux  concepts  d'analyse  et  de  synthèse 
suivant  les  anciens  et  suivant  les  modernes  (§  6),  enfin  au  prin- 
cipe de  la  permanence  des  lois  formelles  de  Hankel  (§  7).  Ce 
principe  peut  être  généralisé  de  la  façon  suivante  (§  19)  : 

Si  l'on  effectue  sur  les  formes  dune  classe  déterminée  des  con- 
structions et  des  opérations  déterminées,  <pii  donnent  lieu  à  des 
relations  entre  les  formes  de  cette  classe,  on  regarde  ces  relations 
comme  existant  même  lorsque  les  résultats  des  constructions  el 
des  opérations  n'appartiennent  pas  immédiatement  à  la  classe  con- 
sidérée. 

Le  principe  de  la  permanence  esl  pour  noire  auteur  un  des  fon- 
dements,  non  seulement  des  Mathématiques,  mais  aussi  des  Sciences 
physiques;  c'est  bien  en  vertu  de  ce  principe  que  nous  pouvons 
transporter  aux  objets  mathématiques  les  relations  entre  les  élé- 
ments des  phénomènes  que  nous  fournil  la  Physique  :  ces!  donc 


(')  Philosophische  Aufsàtze,  Eduard   Zeller  zk  seinem  fùnfzigjàhrigtn 
Doctor-JubUaum  gewidmet.  Leipzig,  1887. 

(J)  M.  Dickstein  distingue  V Algèbre  de  l>t  logique  <!<•  la  Io^i</i<<-  mathéma- 
tique, en  désignant  par  ce  dernier  nom  la  science  des  rapports  logiques  entre  les 

c c|>is  et  les  méthodes  mathématiques.  On  peut  envisagei   c<  lie  science  I  deux 

points  de  vue  différents  :  en  premier  lieu,  on  peut  chercher  la  forme  que  prennent 
1rs  méthodes  générales  de  recherche,  c'est  .1  »l  1 1  *•  l'analyse,  la  synthèse,  l'abstrac 
lion,  l'induction,  la  déduction,  lorsqu'on  les  applique  aux  Mathématiques,  ou 
bien  on  peut  se  proposer  d'établir  le  cara<  li  rc  logiqw   des  diverses  branches  de 

relie   SCicilCC, 
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par  ce  principe  que  se  rend  possible  L'application  des  Mathéma- 
tiques aux  Sciences  expérimentales.  Il  faut  toutefois  avoir  égard 
à  ceci,  que  les  relations  entre  les  objets  nouvellement  créés  par  le 
principe  de  la  permanence  ne  doivenl  jamais  conduire  à  des  résul- 
tats contredisant  aux  lois  qui  régissent  la  classe  primitive  de 
formes. 


3.  Le  Chap.  I  est  dédié  aux  nombres  entiers.  Le  concept  de 
nombre  entier  se  déduit  (§  8)  de  la  considération  d'une  suite 
d  objets  réels,  auxquels  on  fait  correspondre  un  à  un  les  symboles 
i .  2,  3 \  ient  ensuite  la  ihéorie  de  l'addition,  de  la  multipli- 
cation, de  l'élévation  à  puissance  cl  des  opérations  inverses  (§9); 
enfin  un  court  aperçu  sur  les  nombres  transfinis  de  M.  G.  Cantor. 
I  ne  Note  contient  les  principes  delà  théorie  des  ensembles  et  des 
l  \  pes  ordonnés. 

Dans  le  Ghap.  Il,  on  étudie  les  opérations  formelles,  d'après 
les  Chap.  II  et  111  de  la  Théorie  der  complexen  Zahlensysteme 
de  Hankel  (§  11),  et  la  théorie  de  M.  Dedekind,  d'après  son  opus- 
cule :   If  as  sind  and  was  solten  die  Zaklen  (§  12). 

Dans  le  Ghap.  III  on  applique  le  principe  de  la  permanence  aux 
nombres  fractionnaires  (§  13)  (*);  on  y  parle  ensuite  de  la  théorie 
de  M.  Weierstrass  (§  14)  (2),  et  de  l'idée  de  M.  Kronecker  de 
substituer  les  congruences  aux  équations  pour  exclure  par  là 
de  l'Algèbre  tout  concept  différent  de  celui  de  nombre  entier  et 
positif.  On  établit  (§  1-1)  les  relations  d'égalité  et  d'inégalité  entre 

les  nombres  fractionnaires  par  la  convention  que  -r\-j  suivant  (pie 

ad^bc]  enfin  on  démontre  que  l'ensemble  des  nombres  fraction- 
naires est  dénombrable. 

La  théorie  des  nombres  négatifs  et  celle  des  nombres  complexes 
sont  développées  d'une  façon  tout  à  fait  analogue  dans  les 
Ghap.  IV  (§15-17)  et  V  (§  L8-20),  dont  chacun  commence  par 
un  aperçu  historique  sur  l'argument. 

I)-ms  le  Ghap.  \  I  on  passe  aux  nombres  complexes  à  plusieurs 


(»)  Hankel,  Ouvrage  cilé,  §11. 

V".  l!.u;MA\\,   Théorie  der  analytisc lien  Functionen,  p.  g  ri.  Leipzig,  1887. 
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unités  principales  (').  On  commence  par  L'exposition  de  ['histo- 
rique de  la  question  (§  21),  d'où  il  résulte  que  MM.  Weierstrass 
el  Dedekind  sont  parvenus,  par  des  chemins  différents,  à  la  con- 
clusion, que  tous  les  résultats  auxquels  conduit  L'Arithmétique  «les 
quantités  à  plusieurs  unités  peuvent  se  déduire  de  la  théorie  des 
quantités  complexes  ordinaires.  Toutefois  noire  auteur  pense  el 
nous  sommes  d'accord  avec  lui)  qu'on  ne  doil  regarder  comme 
inutile  l'étude  de  ees  quantités-là;  il  n'v  a  qu'à  se  rappeler  les 
applications  qu'on  en  a  faites  dans  la  théorie  de  la  transformation 
des  (ormes  quadratiques  (  -  )  el  dans  celle  des  groupes  de  transfor- 
mations (3).  Le  §  22  contient  la  théorie  de  M.  Weierstrass,  les 
§  ^>-29  celle  de  Grassmann,  les  §  30  et  31  le  calcul  des  quater- 
nions. 

Le  Chap.  Vil  traite  des  fonctions  algébriques  rationnelles 
entières.  En  voici  le  sommaire  :  Oéliniiions  et  théorèmes  fonda- 
mentaux (§  32  et  33).  Division  des  fonctions  entières  §  ••'»  , 
Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  (§  35).  Développement 
d'une  fonction  entière  suivant  les  puissances  d'une  autre  (§  36  • 
Fonctions  symétriques  (§  37).  Dérivation  des  fonctions  entier* 
discriminant,  Wronskien,  Jacobien,  rlessien  (§  38  ,  Serres  de 
Taylor  et  de  Vlaclaurin  el  binôme  de  New  ion  (§39).  Différent 
d'une  fonction  entière,  différences  inverses,  nombres  de  Ber- 
noulli  (§  40).  Formule  d'interpolation  de  Lagrange  el  ses  appli- 
cations (§  41).  Loi  suprême  de  \\  ronski  |  §  i-  l. 

-4.  Un  seul  regard  aux  nombreuses  Votes  qui  suivenl  chaque 
Chapitre  suffit  pour  montrer  les  connaissances  étendues  de  I  au- 
teur dans  la  littéral  ^\~c  mathématique,  ancienne  el  récente,  de  tous 
les  peuples.  Mais  la  façon  dont  ces  Notes  sonl  rédigées  ne  pei  uiel 
pas  aux  lecteurs,  ainsi  «pie  non--  I  avons  déjà  remarqué  sous  une 


(■)   Voir  à  ce  sujel   la  belle  thèse  de  M.  Berlotj  :  Théon 
plexes  (i  n  unités  principales.  Paris,  1886, 

(J)  Lipschitz,  Untersuchungen  ùber  die  Summen  von  Quadè  I 

(')  Siurii,  Zur    Thtorie  der  aus  n   Haupteinh 
Zahlen  \  \fatk,   I////..  t.  \\\lll  »;  Study,  Complexe  Zahlen  ""</ 
tionengruppen  (Berichte  der  A.  tàchs.  Ges.  der  II    m 
Théorie   der  aus  n   f/aupteinheiten   gebildeten  complexen 
Si  m  in  us.  /  eber  die  Berecknung  </<•/•  Zahlensj  • 
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autre  forme,  de  se  former  une  idée  exacte  de  La  valeur  relative 
des  auteurs  el  des  ouvrages  mentionnés.  Pour  en  donner  un 
exemple,  ne  voit-on  pas  cité  avec  largeur,  à  côté  des  écrits  immor- 
tels de  (  larnot,  (  rauss,  (  lauchj  ,  etc.,  I'(  )in  rage  de  I  )ûhring  :  Neue 
Grundmittel  und  Erjindungen  (Leipzig,  1884),  sans  même  un 
mol  pour  nous  éclaircir  sur  la  valeur  réelle  de  ce  Livre? 

5.  Mais  il  y  a  à  faire  d'autres  remarques  plus  importantes. 
Pour  cela  nous  devons  rappeler  brièvement  les  principes  de  la 
théorie  des  nombres  (').  On  peut  développer  cette  théorie  par 
deux  voies  tout  à  fait  différentes,  que  nous  distinguerons  par  les 
noms  de  méthode  réelle  et  de  méthode  formelle. 

Dans  la  méthode  réelle  on  définit  les  nombres  comme  des  sym- 
boles correspondant  aux  divers  éléments  d'une  série  d'objets  réels 
disposés  dans  un  ordre  déterminé.  Si  a  est  le  nombre  correspon- 
dant à  l'objet  A,  on  peut  regarder  a,  ou  comme  un  symbole  dési- 
gnant la  place  occupée  par  A  dans  la  série  d'objets  [nombre 
ordinal),  ou  comme  un  symbole  désignant  l'ensemble  a  de  tous  les 
éléments  de  cette  série  depuis  l'origine  jusqu'à  A  [nombre  car- 
dinal). Laissant  de  coté  cette  distinction,  il  faut  remarquer  que 
la  propriété  caractéristique  des  nombres,  en  vertu  de  laquelle  ils 
deviennent  un  précieux  instrument  de  recherche,  c'est  que  a 
désigne  non  seulement  a,  mais  aussi  tout  autre  ensemble  cl'  égal 
à  a,  c'est-à-dire  tel  que  les  éléments  de  a  et  de  a'  puissent  se  faire 
correspondre  d'une  façon  univoque  et  complète.  Si  deux  nombres 
a,  b  représentent  deux  ensembles  inégaux  a,  [j,  on  dit  que  a  est 
plus  grand  que  b,  si  en  faisant  correspondre  un  à  un  les  éléments 
de  a  et  de  [j,  l'ensemble  [ï>  est  épuisé  avant  (pie  ne  le  soit  l'en- 
semble a.  Pour  additionneriez  nombres  «,  b,  il  n'y  a  qu'à  réunir  en 
un  seul  ensemble  y  les  éléments  des  ensembles  a,  [j  ;  le  nombre  c 
représentant  l'ensemble  y  est  la  somme  de  a  et  de  b  :  c  =  a  -f-  b. 
On  peut  démontrer  (-)  que  l'addition  est  commulative,  et  aussi 
qu'elle  esl  associative  et  univoque,  et  que,  si  l'on  remplace  a  par 
un  autre  nombre,  la  somme  c  devient  nécessairement  différente. 


(')    Voir,  dans  le  fascicule  de  mars  is.,i,  notre  article  bibliographique  sur  : 
Bi  i ta/./.i,  Teoria  délie  grandezze. 
(*)   Voir  le  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Helmhollz. 
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De  même  pour  la  multiplication,  etc.  Bref,  dans  La  méthode  réelle 

une  opération  est  l'image  d'une  action  effectuée  sur  un  ou  plusieurs 
ensembles  d'éléments,  et  de  la  nature  de  cette  action  on  peut 
déduire  les  propriétés  caractéristiques  de  L'opération. 

Dans  la  méthode  formelle  on  considère  certains  concepts  |  gran- 
deurs) ayant  cette  propriété,  que  deux  quelconques  d'entre  eux 
étant  donnés,  on  peut  toujours  établir  s'ils  sont  égaux  ou  inégaux, 
et,  dans  ce  dernier  cas,  lequel  des  deux  est  Le  plus  grand.  Il  n'est 
pas  même  nécessaire  d'attribuer  une  signification  déterminée  aux 
mots  égal,  plus  grand,  etc.;  il  suffit  seulement  que  les  id<  i  - 
qu'ils  représentent  satisfassent  à  quelques  conditions,  pour 
lesquelles  nous  renvoyons  à  noire  article  bibliographique  déjà 
cité.  Une  opération,  représente  Le  passage  d'une  ou  plusieurs  gran- 
deurs à  une  autre  grandeur  qui  en  esl  le  résultat.  Quelle  est  la 
signification  effective  de  ce  passage?Nous  n'en  pouvons  rien  dire, 
car  nous  n'avons  rien  établi  sur  la  nature  (\c>  concepts  l  grandeui 
sur  lesquels  nous  agissons.  11  ne  nous  reste  donc,  pour  le  carac- 
tériser, c'est-à-dire  pour  le  distinguer  dés  autres  passages  possibles, 
qu'à  lui  attribuer  a  priori  des  propriétés  déterminées;  ainsi,  par 
exemple,  nous  pouvons  établir  par  définition  qu'une  opération  H 
soit  commutative,  associative  et  nnivoque,  et  (pie  8(a',  b)  soît 
différent  de  ®(<7,  b)  si  a'  est  différent  de  a . 

0.  Celte  seconde  théorie  esi  évidemment  bien  plus  générale 
(pie  la  première,  qui  y  est  comprise  comme  cas  particulier.  En 
effet,  il  suffit  de  remplacer  les  grandeurs  par  les  nombres,  qui  sont 
des  grandeurs  particulières,  et  l'opération  8  par  L'addition,  qui 
en  a  toutes  les  propriétés,  pour  que  La  théorie  formelle  se  réduise 
à  la  théorie  réelle.  Si  Ton  prend  au  contraire,  par  exemple,  comme 
grandeurs  tous  les  segments  rectilignes  possibles,  el  si  par  opéra- 
tion (■)  on  entend  la  composition  <l  après  les  règles  «lu  calcul  gra- 
phique, la  théorie  formelle  donne  heu  immédiatement  a  la  théorie 
de  la  composition  des  segments. 

La  théorie  formelle  du  nom  lue  a  été  exposée  svstém  uniquement 
pour  la  première  fois  par  Hankel,  dans  sa  Théorie der  complexcn 
Zahlensysteme  (Leipzig,  1867).  Cet  Ouvrage,  excellent  à  beau- 
coup d'égards,  a,  à  ce  qu'il  nous  semble,  deux  défauts. 

D'abord   le   premier  Chapitre  est   étranger  à  la   méthode  que 
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railleur  s*esl  proposée,  le  nombre  \  étanl  défini  d'une  façon  réelle. 
Il  est  vrai  que  ce  Chapitre  a  été  écrit,  comme  le  dit  l'auteur  lui- 
même  dans  la  Préface,  pour  montrer  l'insuffisance  de  la  méthode 
commune;  mais  ceci  n'empêche  pas  que  le  concepl  de  la  théorie 
des  opérations  ressorte  par  là  moins  net  et  en  soit  quelque  peu 
offusqué.  C'est  ce  que  prouve  le  Livre  même  de  M.  Dickstein,  où 
nous  trouvons  un  premier  Chapitre  fail  à  L'imitation  de  celui  de 
llankel,  avec  ceci  de  pins,  que  l'auteur  n'a  pas  soin  de  nous 
éclaircir  sur  le  fait  et  les  motifs  de  l'existence  de  cet  (dément 
étranger.  Mais,  ce  qui  est  pis  encore,  il  y  a  même  lien  de  soup- 
çonner que  l'auteur  lui-même  ne  se  soit  pas  aperçu  clairement  de 
se  trouver  hors  de  son  domaine;  voici  en  effet  ce  qu'il  écrit  dans 
ce  premier  Chapitre  (  p.  48)  :  «  Il  est  ('vident,  et  cette  évidence  . .  . 
doit  être  regardée  comme  une  hypothèse  fondamentale  de  la  théorie 
des  opérations  »,  que  /?,  -f-  /?•>—  n2-\-nl.  Or,  puisqu'on  a  introduit 
les  nombres  (p.  4o)  d'après  la  méthode  réelle,  le  fait  représenté 
par  cette  équation  est  une  vérité  démontrable  ;  elle  ne  serait  une 
hypothèse  (on  mieux  un  élément  de  la  définition  de  l'addition), 
(pic  si  nous  nous  trouvions  effectivement  dans  le  domaine  de  la 
théorie  des  opérations. 

La  deuxième  imperfection  de  l'Ouvrage  de  llankel  dérive  de  ce 
qu'il  jugeait  presque  impossible  de  définir  rigoureusement  les 
nombres  irrationnels  d'une  façon  purement  formelle  ('),  et  par 
conséquent  nécessaire,  ou  tout  au  moins  convenable,  de  quitter 
la  méthode  formelle  lors  de  l'introduction  de  ces  nombres  (sauf  à 
v  revenir  pour  les  nombres  complexes).  Cet  exemple  n'a  pas  été 
sui\i:  MM.  Slolz  {-')  et  Bettazzi  i  :!  >  ont  exposé  la  théorie  (\<"> 
nombres  irrationnels  sans  s'éloigner  de  la  méthode  purement  for- 
melle. M.  Dickstein  a  pensé  de  faire  mieux  en  omettant  tout  sim- 
plement  la  théorie  des  nombres  irrationnels  ("'). 

(■i  «  Jeder  Versuch,  die  irrationalen  Zahlen  formai,  und  ohne  den  BegrifF  der 
Grosse  zu  behandeln,  muss  auf  hôchset  abstruse  u-nd  beschwerliche  Kunsteleien 
fiihren,  <li<-,  selbsl  wenn  sie  sich  in  vollkommener  Strenge  durchfiihreo  liessen, 
wie  wir  gerechten  Grund  haben  zu  bezweifeln,  einen  hôheren  wissenschaftlichen 
Werth  nr  lit  haben  a  i  Th.  der  complexen  Zahlensysteme,  p.  \&).  —  (  I )a s  [rra- 
tionale  verlangl   zu  seiner  systemalischen  Fassung  den  Grossenbegrilï,  |>.  '17). 

Vorlesungen  iiber  allgemeine    Irtthmetik,  I.  Th.  Leipzig,  1 

/  ■    ria  indez ze.  Pisa,  1 

(I   u'\  .1  dans  s  >n  Ouvrag  ■  que  la  seule  explication  du  terme  incommensu- 
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Mais  celle  omission,  qui  est  vraimenl  étrange,  acquiert  le  carac- 
tère d'une  faute  par  le  fait  que  dans  le  cours  de  l'Ouï  rage,  on  ren- 
contre souvent  des  racines  carréesde  nombres  rationnels,  <»n  bien 
on  a  affaire  à  des  nombres  réels  quelconques  |  '    . 

7.  Une  faute  analogue,  quoique  moins  importante,  esl  celle 
que  commet  notre  auteur  en  faisant  libre  usage  p.  i5ç,  ii|j  el 
ailleurs)  de  la  théorie  des  combinaisons  que  les  lecteurs  on!  le 
droit  d'ignorer.  Il  nous  semble  aussi  peu  convenable  <!<•  parler  du 
plus  grand  diviseur  commun  de  deux  fonctions  a  van  I  d'avoir  Irai  té 
ce  même  argument  pour  les  nombres  entiers. 

Le  troisième  principe  de  génération  des  nombres  transfinis 
( Flemmungsprincip)  est  rappelé  (p.  >  i.  et  si  l'on  veul  même 
commenté,  niais  il  n'est  point  du  tout  énoncé.  El  au  sujel  de  i 
mêmes  nombres  on  ne  comprend  pas  pourquoi  M.  Dickstein  n'a 
pas  suivi  à  la  page  5jf  ainsi  qu'il  l'a  fait  à  la  page 65,  L'usage  adopté 
par  M.  Cantor  dans  son  dernier  travail,  d'écrire  le  multiplicande 
avant  le  multiplicateur  (2). 

Le  théorème  bien  connu  de  Hankel  se  trouve  énoncé  (p.  r5) 
comme  il  suit  :  Si  deux  opérations  univoques  et  associatives 
son/  lires  entre  elles  par  la  loi  distributive,  Vune  d'elfes  <  st 
nécessairement  commutative.  Mais  laquelle?  Désignons  les  deux 
opérations  par  A, ,  A2,  et  représentons  la  relation  de  distribution 
(qui  n'esl  pas  symétrique  par  rapporl  aux  deux  opérations)  par 
les  formules 

A,|  A,(  a,  b),  c]--    A,  |  !■<>>.  <■         a.    i>.  c  l], 
A.,|  c,  A 1 1  a,  b)\      A,  |  A.   c,  a  \     c,  A  i]  : 

on  (1  (un  on  ire  alors  que  A,  doil  être  commutative,  mais  ou  ne  peul 
rien  affirmer  au  sujel  de  A... 

L'assertion  i  p.  i.'.j  i  qu'à  toute  valeur  de  a2      l>-  il  correspon  I 


rable,   el    cela  même   dans  le   premier  Chapitre,   qui,    nous    l'avons  lit,  esl 

étranger  à  l'objcl  propre  «lu  Lh  re. 

(  >  i  Voir,  par  exemple,  p.  i  16,  i  19,  1  • ;.  1  j  1  el  1  ii;  en  outre,  1  »ul  li  <  liapitre  \  II, 
,,ii  les  variables  peuvent    prendre  des  valeurs  quelconques,  sans  aucune   restric 
lion . 

1    1  En    verl  u  de  cette   inno\  ation,  la   celai  ion       •  ••  lieu  aussi 

nombres  transiini  ). 
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seulement  un  ensemble  fini  de  couples  de  valeurs  rationnelles  a, 

6  n'est  |>;is  exacte;  prenons  en  eflfel  a1  -+-  //- -—  \ ,  nous  pouvons 

m-     -//"-      .             •).  nui  ,  ,  . 

poser  ^/  =  -    5  0  =  -     j  ou  />/,  //  sont  deux  entiers  cruel- 

conques.  Il  en  esl  ainsi  de  la  solution  du  problème  proposé  à  la 
page  255,  si  l'on  n'ajoute  pas  la  condition  <pie  le  degré  de  F  doive 
être;  />. 

Nous  remarquerons  enfin  que,  si  noire  imparfaite  connaissance 
de  la  langue  polonaise  ne  nous  a  pas  trompé,  l'objection  de 
M.  Dickstein  (p.  91)  contre  la  démonstration  de  M.  Dedekind 
(Ouvrage  cité)  de  l'existence  de  systèmes  infinis  ne  nous  semble 
pas  fondée.  Et  puisque  nous  avons  nommé  M.  Dedekind,  nous 
dirons  encore  que  nous  aurions  bien  voulu  trouver,  dans  l'Ouvrage 
que  nous  analvsons,  sa  belle  théorie  des  nombres  complexes  à 
11  unités  in  extenso  à  côté  de  celle  de  M.  Weicrstrass. 

8.  En  achevant  cet  article  critique,  peut-être  trop  sévère  et 
minutieux,  nous  devons  adresser  à  M.  Dickstein  un  éloge  sincère 
pour  avoir  voulu  s'engager  dans  un  travail  qui  était  jusqu'ici  un 
desideratum  de  la  littérature  mathématique  moderne.  Et  qu'il 
nous  soit  aussi  permis  d'exprimer  le  désir  qu'il  veuille  bien,  avant 
de  poursuivre  son  Ouvrage,  s'occuper  à  corriger  et  à  compléter 
cette  première  Partie;  cela  fait,  il  n'y  aura  plus  qu'à  souhaiter 
qu'elle  soit  traduite  dans  une  langue  plus  répandue,  de  sorte 
qu'elle  puisse  être  profitable  aux  mathématiciens  de  tous  les  pays. 

G.  VlVANTl. 


BERTRAND  (J.  >,  de  l'Académie  française,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie 
des  Sciences.  —  Calcul  des  probabilités.  Grand  in-8°,  lviii-332  pages. 
Paris,  Gauthier- Villars  et  fds,  1889. 

Il  n'v  a  peut-être  pas  de  branche  des  Mathématiques  à  la  lois 
plus  intéressante,  plus  délicate  et  plus  importante  dans  la  pratique 
que  la  Théorie  ^\^>  probabilités.  Son  histoire  révèle  en  même  temps 
les  merveilles  que  peut  accomplir  la  science  mathématique  et  les 
limites  qu'elle  ue  saurait  franchir.  C'est  le  lien  cuire  la  rigueur  de 
la  déduction  «M  l«'  champ  plus  vaste  de   l'induction.  Due  théorie 
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complète  de  la  probabilité  Sérail  en  même  temps  une  théorie  com- 
plète de  la  formation  des  croyances.  Il  est,  à  coup  sûr.  regrettable 
que,  suivant  l'expression  de  M.  Bertrand,  on  ne  puisse  connaître 
le;  Caleul  des  probabilités  sans  avoir  lu  le  livre  de  Laplace  el  que 
l'on  ne  puisse  lire  le  livre  de  Laplace  sans  s'y  préparer  par  les 
études  mathématiques  les  plus  profondes. 

Si  c'est  le  seul  moyen  d'arriver  à  la  Science  complète,  on  peut 
du  moins,  sans  un  tel  effort,  acquérir  un  ensemble  très  utile  de 
connaissances. 

En  réalité,  la  préface  de  quarante  et  quelques  pages  de  M.  Ber- 
trand, intitulée  Les  lois  du  hasard,  donne  une  vue  d'ensemble 
sur  la  théorie  sans  l'emploi  d'un  seul  signe  algébrique. 

Remarque/  cette  réduction  à  l'absurde  de  la  théorie  de  Ber- 
noulli  sur  l'espérance  morale. 

«  Si  je  gagne,  dit  Pierre  qui  est  pauvre,  en  proposanl  à  Paul 
une  partie  de  cartes,  voire  enjeu  de  3fl  payera  mon  dîner.  -  Rei 
pour  repas,  répond  Paul,  vous  me  devrez  20fr  en  cas  «le  perle  car 
tel  sera  le  prix  de  mon  souper.  —  Si  je  perdais  aofr,  s'écrie  Pien  e 
effrayé,  je  ne  dînerais  pas  demain;  vous  pouvez,  sans  en  venir  là, 
perdre  iooo,r;  déposez-les  contre  mes  2ofr;  l'avantage,  Daniel 
Bernoulli  l'affirme,  restera  de  votre  côté. 

Plus  complète  encore  est  cette  réfutation  du  calcul  de  (  londorcct, 
relatif  à  la  probabilité  du  lever  du  soleil. 

«  Paul  veut  paner  que  le  soleil  se  lèvera  demain.  La  théorie 
fixera  les  enjeux,  Paul  recevra  ih  si  le  Soleil  m>  lève  el  donnera  un 

million   s'il  fait  défaut.    Pierre   accepte  le   pari.    \u   lever  de  chaque 

aurore  il  perd  ilr  el  paye.  La  cliance  pour  lui  diminue  chaque 
jour  puisque  le  soleil  compte  un  lever  de  plus.  Paul  consciencieuse 

ment  augmente  son  enjeu;    ronsciencieiiMMiienl    au  — 1.    Pierre  I 

tinue  à  lui  payer  ifr.  Les  conventions  demeurent  équitables.  Les 
parieurs  voyagent,  ou  parcourt  vingl  contrées  de  l'occident  a 
l'orient.  Pierre  perd  toujours;    il   poursuil  sa  chance  cependant, 

conduit  Paul  vers  le  nord;  on  haut  lui  le  cercle  polaire;  le  soleil 
reste   un  mois  au-dessous  de   I  liori/.on  ;    Paul    perd  3o   millions,  cl 

croit  Tordre  de  nal  lire  per\  cri  1 .    » 

Laplace   lui-même    n'échappe    pas    à   la    raillerie   plaisante  de 
Bull,  des  Sciences  mat  hem.,   •    série,  1    \\l    t,  \\ni  i& 
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M.  Bertrand;  et  l'homme  moyen  idéal  de  M.  Quételet  e^t  critiqué 
en  ces  termes  : 

..  Dans  le  corps  de  l'homme  moyen,  l'auteur  belge  place  îmo 
âme  moyenne.  L'homme  type  sera  sans  passions  cl  sans  vices,  m 
fou  ni  sage,  ni  ignoranl  ni  savant,  souvenl  assoupi;  c'est  la 
moyenne  entre  la  veille  et  le  sommeil ,  ne  répondant  ni  oui  ni  non  ; 
médiocre  en  tout,  ^.près  avoir  mangé  pendant  trente-nuit  ans  la 
ration  moyenne  d'un  soldat  bien  portant,  il  mourrait,  non  de 
vieillesse,  mais  d'une  maladie  mo\enneque  la  statistique  révèle- 
nu!  pour  lui.    » 

Je  me  hâte  d'arriver  au  corps  même  de  l'Ouvrage;  qu'il  me 
suffise  de  dire  que  dans  ces  quelques  pages  d'introduction  sont 
condensés  les  sujets  suivants  :  Le  paradoxe  de  Saint-Pétersbourg, 
la  querellé  de  d'Alembert  et  de  Bernoulli  sur  L'inoculation  de  la 
petite  vérole,  la  ruine  des  joueurs,  la  probabilité  des  causes,  la 
loi  des  grands  nombres  de  Poisson,  l'application  des  probabilités 
aux  statistiques,  la  théorie  des  erreurs  d'observation,  la  probabilité 
des  jugements. 

Après  en  avoir  autant  vu  sans  calcul,  nous  sommes  prêts  à 
accepter  la  promesse  de  M.  Bertrand  pour  l'Ouvrage  tout  entier 
que  «  peu  de  pages  pourraient  embarrasser  un  lecteur  familier 
avec  les  éléments  des  Mathématiques.   » 

\  peine  un  signe  d'intégration,  jamais  de  fonction  génératrice, 
c'esl  vraiment  une  simplicité  charmante  ;  partout  on  est  éclairé  par 
le  bon  sens  si  copieusement  répandu  dans  la  préface. 

Le  propre  de  la  méthode  de  l'auteur  est  de  nous  signaler,  au 
moyen  de  nombreux  exemples  concrets  les  erreurs  possibles  et 
les  pièges  à  éviter. 

Voici,  par  exemple,  un  problème,  choisi  parmi  une  demi- 
douzaine  d'autres  relatifs  au  même  sujet,  montrant  qu'il  est  ab- 
surde de  calculer  la  probabilité  lorsque  le  nombre  des  cas  favo- 
rables et  des  cas  possibles  sonl  tous  deux  infinis. 

ci  (  )n  trace  dans  un  cercle  une  cordeau  hasard;  quelle  est  la 
probabilité  qu'elle  sera  plus  grande  que  le  côté  du  triangle  équila- 
i  éral  i  nscri  I  ?  •• 

(  )n  peut  dire  :  La  probabilité'  n  esl  pas  changée  si  l'on  se  donne 
l  une  des  extrémités  de  la  corde.  La  probabilité  <pi  elle  sera  assez 
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longue  est  alors  la  même  que  La  probabilité  que  sa  direction  ne 
sera  pas  comprise  entre  Les  deux  cordes  Issues  du  point  el  sous- 
tendant  des  arcs  de  120°:  celle  probabilité  est  .'. 

On  peut  dire  aussi  :  La  direction  n'importe  pas,  pourvu  que  la 
corde  soit  assez  rapprochée  du  centre,  c'est-à-dire  à  une  distam 
plus  petite  que  la  moitié  du  rayon  :  la  probabilité  esl  \. 

On  peut  dire  encore  :  Choisir  une  corde  au  hasard  c'est  choisir 
au  hasard  son  milieu.  Pour-  que  la  corde  soil  assez  longue,  son 
milieu  doit  être  hors  du  cercle  concentrique  au  premier  el  de 
rayon  moitié  moindre.  Cela  donne  la  probabilité  |. 

On  trouve  de  même,  dans  un  Chapitre  sur  les  probabilités  totales 
et  composées,  de  nombreux  problèmes  montrant  combien  il 
essentiel,  dans  l'évaluation  de  la  probabilité  composée,  de  prendre 
pour  la  prohabilité  du  second  événemenl  celle  qu'il  a  quand  on 
sait  que  le  premier  esl  arrivé. 

Maxwell  lui-même  a  méconnu  ce  principe  en   donnant  la  for- 
mule 

v{x)      Ge    u 

dans  laquelle  p(#)  est  la  probabilité  que  Tune  des  composantes  de 
la  vitesse  d'une  molécule  de  gaz  soil  égale  à  x.  Il  ad  me  i  que  les  pro- 
babilités relatives  aux  trois  composantes  sonl  indépendantes.  Or 
elles  ne  le  sont  manifestement  pas  pour  la  raison  suivante  :  si  x 
es!  égal  au  maximum  de  vitesse  d'une  molécule,  le  mouvement  esl 

parallèle   à   l'axe   des  X,   etj'el    3   SOnl    nuls. 

Dans  le  Chapitre  -mr  l'espérance  mathématique,  l'étude  «lu  pro 
blême  de  Saint-Pétersbourg   fournil   à   l'auteur  une  occasion  de 
railler  à  nouveau  la  théorie  de  Daniel  Bernoulli.  Je  cite  quelques 
passages  : 

<(   On  joue,  c'esl  l'hypothèse,  v-t-on  torl  <»u  raison?  I .  i  question 
n'esl  pas  posée. 

»   Pierre,  pour  toute  fortune,  possède   100000  ,    il   veul  avoir 

nue  chance  de  gagner   n><>  millions. 

»   Rien  n'esl   plus  facile,  répond  sans  s  émouvoir  le   géomètre 
nu  il  consulte.  Si   le  jeu  esl  équitable,   vous  aui 

Sur    1  (»»>o  de   perdre    \  o->    [00  00<  >     . 

«   La    théorie   de    l'espérance    morale    esl    devenue    classique, 
jamais  le  mol  ne  put  être  plus  exactement  employé;  on  I  étudie. 
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on  I  enseigne,  on  la  développe  dans  des  livres  juste  nient  célèbres. 
Le  succès  s'arrête  !  à ,  on  n  en  a  jamais  fait  et  n'en  pourra  faire 
aucun  usage.   » 

Deux  (  Inapitres  sont  consacrés  a  ce  fameux  t  néorème  de  Jacques 
Bernoulli  '.  au  aucun  événement  possible  n  est  si  improbable 
que  sa  chance  d'arriver  ne  puisse  être  aussi  grande  qu'on  veut, 
si  Von  attend  assez  longtemps. 

I Vois  démonstrations  distinctes  en  sont  données  dont  la  pre- 
mière est  la  plus  directe  «M  la  plus  complète.  J'en  donne  un  ré- 
sumé. 

Les  probabilités  de  deux  événements  contraires  riant  pot  a, 
la  combinaison  la  plus  probable  pour  tj.  épreuves  est  colle  où 
le  premier  événement  arrive  apfois  et  le  second  pa  fois. 

Par  l'application  du  théorème  de  Stirling,  la  probabilité  de  celte 

combinaison  est 

i 


et  la  probabilité  que  l'%   premier  événement  arrivera  y.p  rb  h  fois 
est 


(i)  <■-'>■  r<L 

y  •JLTZ'Xfq 

Cette  formule,  approximativement  vraie  pour  de  petites  valeurs 
de  A,  peut  être  prise  comme  vraie  pour  des  valeurs  grandes  ou 
même  infinies,  parce  que,  alors,  les  valeurs  vraies  et  celles 
données  par  la  formule  sont  toutes  deux  assez,  petites  pour  être 
négligées. 

Ainsi,  pour  lu  =  lOOO,  h  =  i  oo,  p  ~—  q  —  i,  nous  obtenons 

\/le   *"  ,      ,. 

.—  o  ,  OOO  OOO  OOO  V200(> . 


\     !(»()()- 


Par  un  simple  artifice,  nous  substituons  à  (i  ),  donnant  la  proba- 
bilité d'un  écart  égal  à  //,  la  formule 

,■-:> ■/"/  dz) 


pour  la  probabilité  <l  un  ('•cari  compris  entre  s  et  z  -\-dz, 
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Pour-  vérifier  cette  formule,  remarquons  que,  la  somme  des  pro-- 
babilités  de  toutes  les  erreurs  possibles  représentant  la  certitude. 

nous  devons  avoir  et  avons  en  effet 

i  r    '■ 

-t=  /        é*v>i»i  riz      i. 

\;-y/"/-     * 

On  peut  donner  d'autres  vérifications. 

La  probabilité  d'un  écart  plus  petïl  que  v.  sera,  d'après  i     qui 

précède, 


2     riïv-pn        ,         f      « 

■      -     /  r    Pdt         M  .     r 


Si  a  a  une  valeur  déterminée,  si  grande  que  l'on  veut,  la  proba- 
bilité que  l'écart  ne  le  dépassera  pas,  lorsque  u.  augmente  indéfi- 
niment, tend  vers  o,  ce  <jui  démontre  le  théorème  de  Bernoulli. 

L'écart  relatif  est  de  plus  en  plus  petit,  l'écarl  absolu  de  plus 
en  plus  grand, 

Pour  préciser,  supposons  <pi<-  l'on  joue  ;'■  pile  ou  face  :  combien 
doit-on  faire  d'épreuves  pour  que  la  probabilité  d'obtenir  pile,  ou 
pien   face,   un  million  de   l<»i^  au  moins  <!r  plii>  que  l'autre,  sur 
passe  o,»»  i  ? 

Nous  obtenons,  en  désignanl  par  u  le  nombre  cherché, 


,,,<).,  -   w  )      »i  in; 

et  de  l;'i 

■)      \  >  j  ■  ■>  1 1  1 1 1 1 1 1 1  < .  ii  n , 

Von  seulement  lorsque  la  probabilité  d'un  évéjieun  ni  esi  connue 
<>n  peut  prédire  avec  presque  certitude  !•  nombre  d'arrivées  >wi 
uu  nombre  «  I  «  »  «>  r  »  <  ■  d'épreuves,  mais  encore,  si  la  probabilité 
inconnue,  on  peul  la  déterminer  pai  !  emploi  inversedu  théorème 
de  Bernoulli,  Le  rapport  ilu  nombre  d'arrivées  au  nombre  total 
d'épreuves  tend,  en  effet,  vers  c<  tti  probabilité  inconnue  lorsqw 
le  nombre  d'épreuves  augmente. 

Mais  deux  conditions  sonl  w  ■  lu   probabdi  doil 

pas  changer  pondanl  les  épreuves,  <i  elle  do 
i  erminée, 
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ci  Le  poi  de  Siam  a  quarante  ans,  quelle  est  la  probabilité  pour 
qu'il  vive  dans  dix  ans?  Elle  est  autre  pour  nous  que  pour  ceux 
qui  oui  interrogé  son  médecin,  autre  pour  le  médecin  que  pour 
ce  ut  qui  onl  reçu  ses  confidences;  très  différente  enfin  pour  des 
conjurés  qui  prendraient  Leurs  mesures  pour  l'étrangler  le  lende- 
main.  » 

lui  un  mol,  le  lliéorème  de  Bernoulli  s'applique  à  la  probabilité 
objective  et  non  à  la  probabilité  subjective. 

Une  conséquence  immédiate  du  théorème  est  la  ruine  inévitable 
de  toul  joueur  qui  joue  assez  longtemps  à  un  jeu  équitable.  Mais 
le  nombre  de  parties  avant  l'instant  de  la  ruine  peut  être  considé- 
rable. Ainsi  à  pile  ou  lace,  à  ifr  la  partie,  il  faut  6'^4ooo  parties 
pour  assurer  une  probabilité  égale  à  0,9  que  l'un  ou  l'autre  des 
joueurs  p  erdra  1  0  o i  ' ' . 

Cette  perspective  n'est  pas  en  vérité  de  nature  à  effrayer  un 
joueur  courageux. 

Si,  dans  ces  mêmes  conditions,  l'un  des  joueurs  s'est  mis  au  jeu 
avec  itl  et  doit  recevoir  itr  par  partie  tant  qu'il  n'aura  pas  perdu 
sa  mise  de  ih,  son  espérance  mathématique  est  infinie. 

Revenons  à  l'emploi  inverse  du  théorème  de  Bernoulli.  Prenons 
le  problème  suivant  : 

Une  urne  confient  u.  balles,  les  unes  blanches,  d'autres 
noires,  dans  une  proportion  inconnue.  On  tire  K  boules,  en 
remettant  chaque  fois  dans  l'urne  la  boule  sortie.  On  obtient 
///  tirages  de  boules  blanches  et  n  de  noires.  Quelle  est  la  com- 
position la  plus  probable  de  l'urne? 

\\ant  le  tirage,  toutes  les  hypothèses  sont  possibles  pour  la 
composition  de  l'urne.  Supposons-les  toutes  également  probable-. 

Il  s'ensuit  que  le  rapport  probable  entre  blanches  et  noires  est - 
et  que  la  probabilité  d'un  écarl  :  avec  ce  rapport  est 

—  I"  {ni   '•  n 

Ge      *PÏ      , 

où  (  1  esl  indépendant  de  e  . 

L'hypothèse  que  toutes  les  compositions  sont,  a  priori,  égalemenl 
probables  esl  raremenl  réalisée.  Supposons  que  les  boules  onl  été 
mise-,  d;iris  l'urne    par   le   sorl    avec  la  probabilité  4  pour  chaque 
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couleur.  Nous  obtenons  alors  pour  la   proportion    probable  des 

houles  blanches 

>  /// 

!     ;;.  --    ///         // 


in 


ni  -+-  n 


rapport  compris  entre  -  el 

Si  ul  est  très  grand,  le  rapport  est  voisin  de  -,  quels  que  soienl 
m  et  n  ;  si  au  contraire  m  et  n  sont  très  grands,  il  est  voisin  de 

quel  que  soit  <ju 

m  -h  n    l  l  l 

Ainsi  la  probabilité  de*  causes  dépend  toujours  de  probabilités 
a  priori. 

Trois  Chapitres  sont  consacrés  à  la  question  habituellement 
désignée  sous  le  nom  de  méthode  des  moindres  carrés. 

Un  quatrième  Chapitre  sur  Les  erreurs  de  situation  d'un 
point  est  en  réalité  une  extension  de  la  loi  <le  Gauss  sur  les 
erreurs. 

Très  intéressante  est  la  critique  du  raisonnement  de  <  îauss. 

Tout  d'abord  peut-on  affirmer  en  toute  rigueur  que  la  probabi- 
lité d'une  erreur-  A  est  fonction  de  A? 

«  Ne  dépend-elle  pas  de  la  grandeur  mesurée?  Si  I  <>n  fait  une 
pesée,  si  bon  mesure  un  angle,  lorsque  le  poids  esl  un  nombre 
exact  de  milligrammes,  lorsque  l'angle  contienl  un  nombre  exael 
de  secondes,  n'a-t-on  pas  plus  de  chances  d  évaluer  juste  que  s  il 
faut  ajouter  une  fraction?  Si  celle  fraction,  que  L'instrumenl  ne 
donne  pas,  est  égale  à  .', ,  n'a-t-on  pas,  <-n  l'évaluant,  moins  de 
chances  d'erreur  que  si  elle  esl  0,2^?   • 

Il  v  a  un  cas  où  le  postulatum  de  Gauss  peul  être  rigoureusement 
démontré,  mais  la  conclusion  esl  néanmoins  seulement  approxi- 
mative. Supposons,  en  effet,  que  la  quantité  à  mesurer  soil  la  pro 
portion  des  boules  blanches  dans  une  urne  doni  la  composition 

est  inconnue. 

Sur  'JL  boules  tirées,  ni  sont  blancle 

La  fraction       esl  une  mesure  du  rapporl  cherché.  La  mesure 

est  d'autant  plus  précise  que  le  1 ibre  de  tirages  esl  plus  grand. 

L'opération  répétée  n  fois  donne  les  n  mesures  su<  1  essiv<  - 

m  1 
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La  valeur  la  plus  probable  du  rapport,  déduite  dos  tirages,  est 


2-  /;/ 


I    ^  /// 

=   —     T  i 


Il  IX  Il   j^d    UL 


moyenne  arithmétique  do  n  mesures  qui  méritent  la  même  con- 
fiance. 

Maintenant  si  sur  ;x  tirages  on  a  rencontré  m  houles  blanches, 
la  probabilité  pour  que  le  rapport  des  houles  blanches  au  nombre 


loti 

il 

soit 

/// 

+  s 

est 

approximati 

cernent 

m) 

\J->.  -  m  (  [x  —  ///  ) 

f]  Il  1 

e 

st  de 

la 

forme 

k 

7T" 
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c'est  précisément  ce  que  donnerait  la  k>i  de  Ganss  :  mais  si  la  loi 
était  vraie,  la  formule  serait  rigoureusement  exacte. 

L'hypothèse  que  la  moyenne  arithmétique  de  plusieurs  quantités 
est  la  valeur  la  plus  probable  conduit  à  des  inconséquences.  Elle 
exige,  par  exemple,  que  la  valeur  la  plus  probable  du  carré  de  la 
quantité  soit  la  moyenne  arithmétique  des  carrés.  On  ne  peut, 
pour  écarter  l'objection,  faire  une  distinction  entre  les  mesures 
directement  observées  et  celles  qui  résultent  d'un  calcul.  Un  mé- 
canicien pourrait  aisément  annexer  à  une  balance  nue  aiguille 
marquant  le  carré  ou  le  logarithme  du  poids. 

La  même  objection  s'applique  à  la  considération  de  la  probabi- 
lité d'une  erreur  comme  une  fonction  de  l'erreur  seule. 

L'auteur  pose  ce  problème  :  Si  Gauss  avait  adopté,  au  lieu 
de  la  moyenne,  un  autre  mode  de  combinaison  des  mesures, 
quelle  loi  des  erreurs  en  aurait-il  déduite? 

La  question  n'est  pas  résolue,  mais  il  est  démontré  que  si 

est  la  valeur  la  plus  probable  d'une  quantité  dont  xif  x^  •  «m  xn  sont 
des  mesures,  alors,  pour  que  la  probabilité  d'une  erreur  soit  fonc- 
tion  de  l'erreur, /(x <,  x2 rn)  doit  être  la  moyenne  arithmé- 
tique des  ./•  augmentée  d'une  fonction  de  leurs  différences.  Km 
d  autres  termes, y  est  telle  que  si  tous  les  x  sonl  augmentés  de  a. 
elle  augmente  elle-même  de  %. 
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Malgré  les  objections  à  h»  théorie  de  Gauss,  son  adoption  est 
complètement  justifiée  par  dos  expériences  constamment  répété 
En  ce  qui  concerne  la  moyenne  arithmétique,  Verrero  a  montré 
[voir  la  revue  de  Charles  Peirce  dans  V American  .Journal  of 
Math.,  \,  5())  (jue  toutes  les  fonction^  des  mesures  qu'il  n'esl  pas 
absurde  de  prendre  pour  valeur  la  pi u >  probable  de  la  quantité 
mesurée  doivent,  si  les  mesures  sont  bonnes,  concorder  dans  leurs 
résultats;  il  va  sans  dire  que  si  les  mesures  sonl  mauvaises  aucune 
méthode  ne  peut  fournir  de  bons  résultats. 

On  lit  avec  plaisir  les  définitions  suivantes,  énoncées  avec  tan( 
de  soin,  de  la  précision  et  du  poids. 

La  précision  d'une  mesure  est  dite  a  fois  plus  grande  que 
celle  d'une  autre  mesure,  lorsque  la  probabilité  d'une  erreut 

comprise  entre  z  et  z  -h-  dz pour  une  mesure  du  premier  système 
est  la  même  que  celle  d'une  erreur  comprise  entre  y.  z  cl 
ol(z  -h  dz)  pour  le  second. 

Le  poids  d'une  observation  est  dit  [1  fois  plus  grand  que  cri  ni 
d'une  autre  observation ,  lorsque  les  conséquences  que  l'on  peut 
déduire  sur  la  valeur  de  la  grandeur  mesurée  par  une  obser- 
vation du  premier  système  équivalent  a  celles  que  l'on  peut 
déduire  de  ,3  observations  du  second  système  donnent  toutes  le 
même  résultat. 

Si  3  est  une  fraction  —  j  il  faudra  que  m  observations  con- 

cordantes   du  premier  système  puissent  être  remplaa  •  \  / 
//  observations  identiques  du  second  système. 

Le  système  d' observations  qui  donne  à  lf  erreur  z  une  p 

habilité  proportionnelle  à 

\ 

aura  h  pour  précision  et  /,  -  pour  poils,  si  I  on  prend  pour 
unités  la  précision  et  le  poids  <!' une  observation  a  un 

dans  lequel  la  probabilité  d'une  erreur  z  serait}  rtionnelle 

à  e 

Ensuite   M.  Bertrand   discute   la   suppression  des  observations 
douteuses.  Il  ne  donne  cependanl  aucun  critérium,  comme  le  ' 
Peirce,  pour  reconnaître  quand  rllcs  noivcnl  ôlrc  rejet*        I     la 
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esl  laissé  à  I  appréciation  du  calculateur,  sous  la  condition  que  le 
nombre  des  mesures  adoptées  soit  grand. 

Lorsqu'on  a  supprimé  les  mesures  don!  la  différence  avec  la  va- 
leur probable  esl  supérieure  à  X,  la  valeur  la  plus  probable  de  la 

nouvelle  erreur  esl 

>  w  /.      , 

H(   l\  A  ) —  ,-'*'- 

I  1    - 


).n  \\-  |  (-)(  l\  a  )|- 

Gauss,  dans  ses  derniers  Mémoires,  s'est  affranchi,  pour  établir  la 
méthode  des  moindres  carrés,  de  toute  hypothèse  sur  la  loi  des 
erreurs  :  à  ce  propos,  l'auteur  montre  que  négliger  les  carrés  el 
puissances  supérieures  des  erreurs  équivaut  à  adopter  la  loi  de 
l'exponentielle. 

Il  n'est  pas  toujours  légitime  d'égaler  la  valeur  probable  dune 
fonction  à  sa  vraie  valeur.  En  voici  un  exemple  : 

On  a  mesuré  cinq  angles  /, .  l2,  £3,  A,,  /., •  Des  conditions  géomé- 
triques  entraînent  les  égaillés 

/■        :        /,      -     /;,    =     .). 

On  trouve  d'après  les  mesures 

/,    -  /,  —  /:J  =  //,. 
/5+/2-  l3  =  /t>. 

In   désignanl   les   erreurs   réellement  commises  par  el3  e2,  <":!, 

e  j,  ('.,.  on  a  donc 

'';        ''1  —  <':\  =  l>\- 
<':>  —  <'■>  —  <".!  =  Il  i- 

Quels  que  soienl  les  nombres  X,,  a^.,  X3,  le  trinôme 

esl  connu . 

Ce  trinôme  esl  une  fonction  homogène  du  second  degré  <\r< 
erreurs,  el  si  l'on  nomme  m-  la  valeur  probable  du  carré  de  l'une 
de  ces  erreurs,  celle  du  produit  «le  deux  d'entre  elles  étanl  nulle, 
on  trouvera  pour  valeur  probable  de  I  expression  précédente  cal- 
culée ;i\ ;ui  1  les  mesu res  prises 
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Egalant  à  la  vraie  valeur,  on  a 

'i  •  // ,-     / .,  h  :     i  //  // , 

m-= ,t7t—  : -, 

»/ 1       .  / ,      I  , 

donnant  pour  ni-  une  infinité  de  valeurs. 

Ce  n'est  pas  là,  néanmoins,  la  raison  la  | > I u ^  sérieuse  de  I  im- 
possibilité d'évaluer  avec  précision  les  chances  d'erreur. 

«  On  suppose  a  priori  toutes  !<•>  mesures  égalemenl  précis 
il  est  impossible,  dans  la  plupart  do  cas,  de  croire  à  cel  t<"  égalité  : 
c'est  faute  de  connaître  aucune  raison  de  préférence  qu'on  accepte 
l'équivalence  des  résultats.  Mais,  connues  ou  inconnues,  ces  mi- 
sons, si  elles  existent,  doivent  exercer  une  influence  sur  l'erreur 
réellement  commise,  et  c'est  celle-là  don!  on  prétend  donner  les 
cliances. 

»  Après  avoir  discuté  par  d'immenses  calculs  I'--  observations 
du  passage  de  Vénus  sur  le  Soleil  eu  i-(ii.  Encke  a  trouvé  pour 
la  parallaxe  du  Soleil  8", 4»)  cl  pour  erreur  probable  o'.i.ii.  Il  \ 
avait,  en  conséquence,  plu^  de  3ooooo  à  parier  contre  i  que 
l'erreur  n'atteindrai I  pas  o",  42,  représentant  sept  loi-,  I  erreur  pro- 
bable. Les  astronomes,  cependant,  admettent  aujourd'hui  pour 
parallaxe  8", 9 1 ,  qui  correspond  précisémenl  a  l'erreur  <•  ..j  1. 

y>   On  peut  affirmer  seulement,  et  c'est  la  le  poinl  important, 
que,  si  la  somme  des  carrés  des  corrections  est  petite,  la  probabi 
lité  est  grande  pour  que  les  observations  aient  été  bien  faites. 

L'extension  de  la  loi  de  Gauss  aux  erreurs  de  situation  d'un 
point  donne  pour  la  position  la  plus  probable  du  point  le  centre 
de  gravité  de  poids  égaux  placés  aux  positions  observées. 

En  se  Limitant  au  (-as  de  deux  coordonnées,  lu  probabilité  «I  une 

erreur  Comprise   entre   //    et    //         '///    pour   ./'    el    entre    e   et   *  'A 

pour  r  esl 

(;,■    k»h«  iv>'  ,///  ,/,-. 

Les  points  d'égale  probabilité  sont  sur  une  même  ellipse  avant 
pour  équal  ion 

//  et  c  désignent    les  différences  entre  les  coordonnées  du   point 
considéré  et   la  position  véritable,  centre  commun  de  toutes  les 
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ellipses  semblables  dont  les  dimensions  son  I  proportionnelles  à  .11, 

I.  auteur  fail  la  comparaison  entre  la  théorie  et  les  résultats  du 
t ir  de  mille  balles  dans  une  cible, 

La  loi  avail  été  pressentie  par  Gai  ton  dans  son  <  )uvrage  :  Discus- 
sion on  the  Data  oj  Stature*,  et  pins  complètemenl  étudiée  par 
.M.  Main  il  ion  Dickson  (voir  Natural  Inheritance,  p.  looetsuiv.), 

Il  esl  regrettable  que,  dans  l<>  Chapitre  sur  les  lois  de  la  S i a i i s- 
tique,  I  anicnr  n'ait  pas  (ail  an  moins  quelque  allusion  aux 
recherches  de  (  ralton, 

Un  poinl  qui  pourrait  passer  inaperçu  dans  l'application  des 
lois  de  la  Statistique  est  bien  mis  en  relief, 

"  Il  v  a  bien  des  moyens  de  consulter  le  hasard;  quand  ils 
donnent  le  même  résultat  moyen,  ils  ne  donnent  pas  pour  cela  les 
mêmes  probabilités  d'écart.  An  lien  de  tirer  des  boules  dans  une 
urne  de  composition  donnée,  on  peut  associer  plusieurs  urnes  de 
compositions  différentes  et  puiser  alternativement  dans  chacune 
d  elles;  les  résultats  moyens  sont  les  mêmes  que  pour  des  tirages 
laits  dans  une  urne  de  composition  moyenne,  les  chances  d'écart 
ne  le  sont  pas. 

»  Si,  pour  prendre  un  cas  extrême,  an  lieu  de  puiser  10000  fois 
dans  une  urne  contenant  une  boule  noire  et  une  boule  blanche,  on 
puisait  alternativement  dans  deux  urnes  contenant,  l'une  la  houle 
noire,  l'antre  la  houle  blanche,  on  obtiendrail  avec  certitude 
5ooo  fois  la  houle  blanche,  ci  l'écart  deviendrait  nul. 

»  La  substitution  de  plusieurs  urnes  à  une  seule  pour  repré- 
senter les  Tables  de  mortalité  parut,  a  priori,  très  plausible,  Parmi 
les  individus  du  même  âge,  il  esl  impossible  de  ne  pas  faire  des 
catégories  pour  lesquelles  les  chances  de  vie  sont  inégales.  » 

Le  Livre  se  termine  liés  plaisam ment  par  un  Chapitre  sur  les 
applications  erronées  de  la  théorie  des  probabilités  <ww  décisions 
judiciaires, 

\  propos  de  ce  sujet,  ne  semble  t-il  pas  que  la  grande  prohahi- 
li'é,  (jni  s'attache  à  la  concordance  de  jugements  indépendants,  est 
le  meilleur  argument  possible  en  faveur  de  la  culture  de  l'indé- 
pendance intellectuelle,  et  en  laveur  de  l'abandon  des  erreurs  sys- 
tématiques qu  imposent  l'éducation,  le  monde,  les  sectes  ci  les 
p  a  1 1 1  -  ! 
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Je  n'ai  donné  qu'un  compte  rendu  très  Incomplet  de  cette  admi- 
rable Introduction  à  la  Science  des  probabilités  :  la  \  ie  el  la  \  iguetir 
de  l'original  ne  peuvent  être  reproduites  dans  un  court  résumé. 

Elli  v.\    \\  .   1 J A \  1^. 

Bulletin  of  the  New-York  mathemalical  S< 

(  Octobre  i  S 
(  Traduit  par  P.  Cousin, 

Professeur  an  Lycée  de  Caen.) 


MASSAU  (J.)-  —  Cours  de  Mécanique  de  l'Université  de  Gaxd.  I"r  fasci- 
cule :  Géométrie  symbolique,  statique,  cinématique.  '>"  édition,  revue  el 
augmentée.  365  p.  Petit  in-folio:  autographié.  Gand;  Lobel;  1891.  A  Paris, 
chez  Gauthier-Villars  el  fils,  i 

Les  Leçons  de  Mécanique  dont  M.  Massau  publie  la  troisième 
édition  sont  claires  el  intéressantes  ;  elles  se  distinguent  des  ou- 
vrages analogues  par  un  emploi  judicieux  de  ce  que  l'auteur  appelle 
la  Géométrie  symbolique;  il  serait  peut-être  plus  clair  de  dire 
(  ironie  trie  des  segments  de  droite  ou  des  vecteurs.  Quoi  qu'il  en 
soit,  le  mode  d'exposition  adopté  par  M.  Massau  mel  très  bien  en 
évidence  l'identité  dos  démonstrations  à  apparence  analytique  ou 
à  apparence  géométrique;  il  n\  a,  au  fond,  qu  une  différer] 
d'écriture;  il  va  sans  dire  que  les  élèves  doivenl  s'habituera  lire 
couramment,  en  quelque  sorte,  les  o[c\i\  modes  d'écriture,  quitte 
à  avoir  leurs  préférences  personnelles  qui,  le  plus  souvent,  ne 
sont  qu'une  affaire  d'habitude.  \  ce  poml  o\c  vue,  M.  Massau  - 
pour  eux  un  excellenl  guide. 

Nous  indiquerons  rapidement  dans  ce  qui  suil   I  ordre  qu'il  u 
adopté. 

Les  don\  premiers  Chapitres  se  rapportenl  à  la  G  \  tu- 

bolique;  dans  le  premier,  on  s'occupe  ol<^  opérations  limes  les 
plus  simples  sur  les  segments  de  droite  :  définitions,  addition  de 
deux  ou  plusieurs  segments,  multiplication  d  un  segment  par  un 
nombre,  équations  géométriques,  projections,  produil  parth  I  ou 
intérieur)  de  doux  segments,  centre  des  distances  proportion- 
nelles, représentation  des  aires  par  des  segments;  moment  ^\<-  i\r\i\ 
segments,  moment  d'un  segment  par  rapport  à  une  droite  nu  un 
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point,  couples,  tétraèdres,  etc.  Le  second  Chapitre  se  rapporte 
aux  opérations  infinitésimales  effectuées  sur  un  segmenl  de  droite 
qui  dépend  d'une  variable  numérique.  On  y  remarquera,  en  par- 
ticulier, la  façon  don!  L'auteur  présente  les  règles  principales  de  la 
Géométrie  infinitésimale  el  l'usage  qu'il  fait  de  ce  qu'il  appelle  les 
limites  relatives.  On  trouvera  dans  ce  Chapitre  les  notions  rela- 
tives aux  dérivées  el  différentielles  géométriques,  la  formule  de 
Taylor  pour  un  segment  qui  dépend  d'une  variable,  ainsi  < j u o  la 
notion  d'intégrale  géométrique.  Dans  le  Chapitre  qui  suit  sont 
exposées  les  Notions  générales  de  Mécanique,  On  y  définit  la 
\itesse  et  l'accélération.  L'auteur  a  rejeté  tonte  discussion  méta- 
physique sur  la  mesure  du  temps  et  la  nature  des  forces;  il  se 
borne  à  énoncer  et  à  préciser  le  sens  de  la  loi  de  l'inertie  et  du 
principe  de  l'indépendance  des  effets  des  forces,  pour  en  tirer 
l'équation  fondamentale  de  la  Mécanique 

F  =  m  T. 

M.  Massau  insiste  avec  soin  sur  la  mesure  numérique  des  quantités 
qui  figurent  dans  l'équation  fondamentale,  et  sur  les  précautions 
qu'il  faut  prendre  quand  on  change  d'unités. 

(les  trois  premiers  Chapitres  constituent,  en  quelque  sorte,  une 
introduction,  les  deux  premiers  contenant,  en  quelque  sorte,  la 
partie  géométrique  commune  à  la  Statique  et  à  la  Cinématique, 
partie  qu'il  y  a  évidemment  avantage  à  séparer  de  lune  ou  de 
l'autre  de  ces  deux  sciences;  l'auteur  aurait  même  pu  aller  un  peu 
plus  loin  dans  cette  voie  et  faire  rentrer  dans  celte  introduction 
la  théorie  de  la  composition  des  segments  qu'il  expose  dans  la 
Statique,  d'ailleurs  de  la  façon  la  plus  simple  (statique  du  point 
el  statique  des  solides  invariables).  Le  parallélogramme  des  forces, 
au  point  de  vue  où  se  place  l'auteur,  est  une  conséquence  du  prin- 
cipe de  l'indépendance  des  effets  des  forces. 

M.  Massau  passe  ensuite  à  la  statique  des  systèmes  composés  : 
groupes  (\r  solides,  polygones  funiculaires,  systèmes  articulés, 
courbes  funiculaires,  etc.  Deux  Chapitres  sont  consacrés  au  prin- 
cipe des  vitesses  virtuelles;  l'un  contient  une  exposition  théo- 
rique, l'autre  l'application  à  l'équilibre  de  quelques  machines  sim- 
ples; on  reconnaîl  là.  ainsi  qu'à  quelques  exemples  pratiques 
placés  çà  el  là  dans  les  autres  Chapitres  de  la  Statique,  que  I  an- 
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teur  n'est  p;is  seulement  un  géomètre.  La  recherche  des  centres 
de  gravité,  des  notions  élémentaires  relatives  à  La  théorie  de  l'at- 
traction, la  discussion  de  quelques  problèmes  simples  donnés  .1 
litre  d'exemple,  terminent  la  Statique. 

La  Cinématique  débute  par  l'étude  du  mouvement  d'un  point 
matériel:  notions  complémentaires  sur  la  vitesse  et  l'accéléi 
lion;  formules  relatives  aux  coordonner-  polaires,  etc.;  L'auteur 
donne  même  quelques  indications  sur  le  cas  (\<^  mouvements  re- 
latifs, quoique  la  composition  des  accélérai  ions  ue  puisse  pas  être 
traitée,  à  ce  moment,  d'une  façon  complète. 

Passant  ensuite  au  mouvement  d'un  corps  solide,  il  développe 
d'abord  les  propositions  relatives  aux  \  itesses  à  un  moment  donné, 
puis  celles  qui  concernent  un  déplacement  lini    enfin  les  plus  im- 
portantes parmi  celles  qui  se  rapportent  aux  accélérations;  il  con- 
vient de  signaler  la  façon  dont  l'auteur  a  insisté  sur  le  cas  d'une 
surface  solide  qui  roule  et  glisse  sur  une  surface  fixe.  I  n  Chapitre 
spécial   est  consacré  aux   mouvements  relatifs.  La   partie  la  plus 
originale  du  Cours  de  M.  Massau  est  peut-être  l<-  Chapitre  inti- 
tulé :  Cinématique  des  systèmes  déformables  et,  <•:)  particulier, 
l'étude  approfondie  <pfil   fait  à  ce  propos  de  ce  qu'il  appelle  la 
fonction  linéaire,  c'est-à-dire  de  l'opération  qui  consistée  -ul>- 
stituer  à  un  point  un  autre  point  dont   les  coordonnées  sont  des 
fonctions   linéaires  des  coordonnées  du  premier:  cette  étude  est 
faite  d'une  façon  élégante  au  moyen  de  formules  symboliques  1res 
simples.  Un  dernier  Chapitre,   intitulé  :     ipplications  dis 
comporte  des  sujets   un   peu  hétérogènes  :  c'est   d'abord   la    m 
thode  de  Roberval  et  la  construction  de  Savary;   puis  les  n, in- 
formations que  la  Cinématique  permet  de  faire  subir,  dans  le  - 
d'un  corps  solide,  à  l'équation  qui  exprime  le  principe  des  vitess  - 
virtuelles,  la  réciprocité  du  travail  virtuel,  la  notion  des  axes  in 
dépendants  et  dépendants,  ces  derniers  étant  tels  qu  il-  puiss 
servir  de  lignes  d'action  à  des  forces  en  équilibre,  <•!  enfin  qui 
(pies  indication^  intéressantes  sur  l«'  rôle  que  jouent,  en  si  tliquc 
ou  en  Cinématique,  les  complexes  el  les  congruences  lim 
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PADÊ  (H.  ».  Premières  leçons  d'Algèbre  élémentaire.  Nombres  positifs 
et  négatifs.  Opérations  sur  m:s  polynômes.  Avec  une  préface  de  Jules 
Ta/inerjr.  i  vol.  in-8°;  xxm-Si  p.  Paris,  Gauthier- Villars  et  fils.  189/2. 

Le  petit  Livre  publié  par  M.  Padé  pourra  rendre  quelques  ser- 
vices à  l'enseignement,  surtout  à  un  moment  où  nos  programmes 
officiels  oui  été  modifiés  dans  le  sens  de  la  logique  et  imposent  l'in- 
troduction dc<  nombres  négatifs  au  début  de  l'Algèbre.  A  coup  sûr, 
cette  introduction  peut  être  faite  autrement,  mais  l'exposition  de 
M.  Padé  est  très  claire  et  met  nettement  en  évidence  les  difficultés 
que  présente  la  question;  elle  peut  donc  être  utile  même  à  ceux 
qui  adopteraient  une  méthode  différente.  Un  autre  mérite  de 
M.  Padé  est  d'avoir,  dans  un  livre  d'enseignement,  séparé  nette- 
ment la  théorie  des  opérations  sur  les  nombres  de  la  théorie  des 
opérations  sur  les  polynômes,  théorie  qu'il  pousse  jusqu'à  la  divi- 
sion, de  manière  à  bien  éclaircir  la  notion  d'identité  entre  deux 
polynômes. 
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STOFFAES.  —  Cours  de  Mathématiques  supérieures   \  l'usage  des  i  w- 

DIDATS  A  LA  LICENCE  ES  SCIENCES  PHYSIQI  ES.    l    Vol.    ill-S'  :    VII-53 1    D.    Paris, 

Gauthier-Villars  et  fils:  1 89 1 . 

L'organisation  actuelle  de  nos  Facultés  des  Sciences  présente 
un  inconvénient  dont  souffrenl  tous  ceux  qui  n'ont  i>.i^  >ui\i. 
dans  les  Lycées,  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  el  qui  ne 
peuvent  trouver,  à  la  Faculté,  le  moyen  (rapprendre  ces  éléments 
de  l'Analyse  et  de  la  Géométrie  analytique,  indispensables  aux 
auditeurs  des  cours  de  Mathématiques  el  de  Physique;  il  faudra 
sans  doute,  un  jour  ou  l'autre,  créer,  au  moins  dans  quelques 
Facultés,  des  enseignements  qui  relient  aux  cours  élémentai 
des  Lycées  les  cours  préparatoires  aux  Licences  es  Sciences  mathé- 
matiques et  pjiysiques;  la  nécessité  de  ces  enseignements  inter- 
médiaires se  fera  sentir  d'autant  plus  vivemenl  en  raison  du  cai 
tère  particulier  de  l'enseignemenl  donné  dans  les  classes  de 
Mathématiques  spéciales,  en  vue  des  concours  qui  donnenl  su  >  • 
aux  grandes  Ecoles  scientifiques. 

Quoi  < ]  1 1  1 1  en  soit,  en  attendant,  les  livres  qui  permettent  aux 
étudiants  de  combler,  tanl  bien  que  mal,  une  lacune  regrettable, 
seront  sans  doute  les  bienvenus.  M.  l'abbé  StofTaes  vient  de  pu- 
blier un  pareil  Livre;  il  n'a  pas  d  autre  prétention  que  d'être  utile 
et  c'est  à  ce  poinl  de  vue  qu  d  Paul  le  juger  :  d  contient  les  ma 
hères  essentielles,  c'est-à-dire  quelques  principes  d'Algèbre,  les 
éléments  du  Calcul  différentiel  el  intégral  el  ceux  de  la  Géométrie 
analytique  qui,  ainsi  que  l'explique  une  Note,  doivent  être,  nu 
moins  en  partie,  étudiés  avant  les  applications  géométriques  du 
(  lalcul  intégra]  ;  le  tout  esl  exposé  avec  mesure  el  concision,  <  t 
avec  une  clarté  très  suffisante  pour  des  lecteurs  qui  n  onl  ni  le 
temps,  ni  souvent  même  le  désir,  d  aller  au  Pond  des  1  noses.  Pnui 
ceux  (ini  voudraient  n  aller,  I  auteur  les  renvoie  aux  Maîtres  de  la 
Science  »,  c'est-à-dire  «  Briol  et  Bouquet,  Serret,  MM.  Bertrand, 
Rouché,  de  Gomberousse,  Gilbert,  Pruvost,  de  Longchamps,  <  1. 
Si  M.  l'abbé  StofTaes  n'a  pas  voulu  distinguer  parmi  ces  différent* 
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Maîtres,  el  recommander  1rs  uns  plutôt  que  les  autres,  c'est 
sans  doute  excès  de  modestie  de  sa  pari,  el  j  espère  que  tous  lui 
<mi  sauront  gré.  .1 .    I  . 


HAGEN  (J.).  —  Synopsis  der  hoeheren  Matiiematik.  T.  I  :  Arithmetische 
und  algebraische  Analyse.  Gr.  in-4°  :  vm-398  p.  Berlin,  Felix-L.  Dames; 
1891.  (A  Paris,  chez  Gauthier-Yillars  et  lils.) 

Le  hii t  que  poursuit  M.  Hagen,  Directeur  de  l'Observatoire  de 
Georgetown  Collège,  en  publiant  ce  Tableau  des  hautes  Mathé- 
matiques est  extrêmement  louable  :  avoir  nue  vue  d'ensemble  sur 
les  différentes  parties  des  Mathématiques,  trouver,  pour  les  prin- 
cipaux résultats,  des  renseignements  historiques  et  bibliogra- 
phiques, c'est  assurément  ce  que  désirent  bon  nombre  d'étudiants 
et  de  professeurs;  l'Auteur,  dans  sa  préface,  a  dit  qu'il  avait  voulu 
faire  une  sorte  de  guide  ou  d'itinéraire  qui  permît  de  s'orienter 
clans  L'immense  domaine  des  Mathématiques.  On  ne  saurait  mieux 
caractériser  que  par  cette  ingénieuse  comparaison  le  service  qu'il 
a  voulu  rendre.  11  n'est  que  juste  de  dire  que  M.  Hagen  a  conçu 
son  Livre  d'une  façon  très  large  et  qu'il  a  commencé  de  l'exécuter 
avec  un  grand  soin.  Souhaitons-lui  de  pouvoir  le  terminer  rapide- 
ment, car  sa  place  sera  marquée  dans  toutes  les  bibliothèques 
mathématiques. 

Un  livre  de  cette  nature  comporte  des  inconvénients  inévitables; 
si  complet  que  M.  Hagen  ait  essayé  de  faire  le  sien,  il  ne  pouvait 
entrer  dans  son  esprit  de  fournir  à  chacun  tous  les  renseignements 
dont  il  a  besoin  sur  le  point  particulier  qui  l'intéresse;  et  si  son 
Livre  est,  dans  la  mesure  du  possible,  complet  aujourd'hui,  il  ne 
le  sera  plus  demain.  Quoiqu'il  s'agisse  d'un  guide,  on  ne  peut 
raisonnablement  espérer  que  le  Livre  de  M.  Hagen  ait  jamais 
auiant  d'éditions  que  les  guides  de  M.  Baedeker,  qui  recommande 
judicieusement  d  acheter  toujours  la  plus  récente,  el  les  Mathé- 
matiques, en  ce  temps-ci,  changent  el  s'accroissent  encore  plus 
vite  que  les  noies  des  aubergistes.  Quoi  qu'il  en  soii,  le  guide  de 
M.  Hagen  sera  Utile  pendant  longtemps,  car.  après  tout,  ce  que 
Ton  sait  auiourd  hui  en  Mathématiques  scia  toujours  sans  doute  le 
fondement  de  ce  que  I  on  saura  plus  lard. 
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Voici  !<"■>  titres  des  divers  Chapitres  contenus  dans  !<•  premier 
Volume  :  Théorie  des  nombres.  Des  nombres  complexes.  — 
Des  combinaisons.  —  Des  séries.  —  Des  produits  infinis  el  des  fa- 
cultés.  —  Des  fractions  continues.  —  Des  différences  el  dessomm< 
—  Des  fondions.  —  Des  invariants.  Des  déterminants.  —  Des 
groupes  de  substitutions.  —  Des  équations. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  Table  des  matières  i  dans  l'ordre 
suivi  dans   l'Ouvrage),  —  parmi  Index  des  principaux  ouvrag 
cités  ou  utilisés,  entin  par  une  Table  alphabétique  des  matières. 
L'Auteur  a  tout  fait  pour  <pi<'  son  Livre  fût  commode  à  consulter. 


NASSIRUDDIN-EL-TOUSSY.  —  Traité  m  01  idrilatère,  d'après  un  manu- 
scrit tiré  de  l;i  Bibliothèque  de  S.  \.  Edhem  Pacha,  ancien  Grand-Vizir, 
traduit  par  Alexandre  pacha  Caratheodory,  ancien  Ministre  des  Affaires 
étrangères.  >.\  \  pages  in-8°  de  texte  français,  187  pages  de  texte  arabe. 
Constantinople,  typographie  el  lithographie  Osmanié,  1  x<>  i .  1  \  Paris,  chez 
Ganthier-Villars  et  fils.  1 

Nasir  Eddin,  de  Thous  dans  le  Khorassan,  qui  vécul  de  1201  à 
1  'à-j^ ,  est.  bien  connu,  dans  l'histoire  <l<i  l'Astronomie,  comme  au- 
teur des  Tables  iskhaniennes}  dans  celle  de  la  (  îéomél  rie,  comme 
ayant  donné  d'Euclide  une  édition  <l<>ui  le  texte  arabe  a  été  im- 
primé à  Home  en  1 5p4 •  '-('  Traité  du  quadrilatère \  dont  une 
traduction  en  français  vienl  de  paraître,  a  été  trouvé  dans  un 
manuscrit  qui  ne  porte  point  le  nom  de  I  auteur,  mais  011  il  est 
dit,  dune  part,  que  I  Ouvrage  fut  achevé  à  une  date  <!<•  I  hégire 
correspondant  au  22  mars  1261;  il  un  autre  côté,  qu'il  avait  d'abord 
été  composé  en  persan,  mais  que  I  auteur  lui-même  le  traduisit  en 
arabe.  Comme  à  cette  époque  on  ne  connaît  aucun  mathématicien 
persan  autre  que  Nasir  Eddin  a  m  pi  cl  on  puisse  attribuer  un  I  railé 
aussi  important  que  celui  <lu  quadrilatère,  il  n  \  a  évidemment  pas 
à  le  lui  contester  1  '  ). 

L'intérêt  qu'offre  cet  Ouvrage  est  1  onsidérable  ;  en  réalité,  -   1  s\ 


(  »)  Le  manuscril  .1  M  terril  quelques  a  nnrt's  aprè* 
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un  Traité  de  Trigonométrie  el  il  nous  révèle  jusqu  ù  quel  poinl  les 
arabes  a  vaienl  développé  cette  branche  de  la  Mathématique.  Il  nous 
permel  d'embrasser  dans  son  ensemble  comme  <l;ins  ses  détails  la 
transformation  qui  substitua  aux  procédés  des  Grecs  une  méthode 
tout  à  fail  analogue  à  celle  dont  nous  nous  servons  aujourd  nui. 
A  la  vérité,  les  mathématiciens  de  I  Occident,  au  moyen  âge  et  à 
la  renaissance,  n'ont  emprunté  aux  Arabes,  en  ce  qm  concerne  la 
Trigonométrie,  que  des  connaissances  bien  inférieures  à  celle  dont 
fait  preuve  Nasir  Eddin;  mais  s'ils  ont  <lù  réinventer  pour  leur 
compte  ce  que  les  Arabes  orientaux  avaient  déjà  trouvé,  il  n'en 
sera  que  plus  intéressant  de  compare!*  les  voies  suivies  de  part  et 
d'autre  et  l'on  pourra  (Tailleurs  trouver,  dans  l'auteur  arabe,  des 
procédés  d'exposition  qui  ne  sont  nullement  à  dédaigner. 

Le  quadrilatère  qui  donne  son  nom  au  Traité  est  le  quadrila- 
tère complet  formé  sur  Ja  surface  de  la  sphère  par  un  triangle 
sphérique  et  un  arc  de  grand  cercle  transversal.  On  sait  que,  dans 
un  tel  quadrilatère,  le  produit  des  sinus  de  trois  segments  non 
adjacents  est  égal  au  produit  des  sinus  des  trois  autres. 

Celte  propriété  fondamentale  est  la  seule  qui  se  trouve  appliquée 
dans  les  Ouvrages  mathématiques  des  Grecs  (en  particulier  dans 
l'Aulmageste)  pour  la  solution  des  problèmes  trigonométriques  qui 
se  posaient  en  Astronomie.  Elle  se  trouve  d'ailleurs  énoncée  par 
Ptolémée  (et  avant  lui  par  Ménélaos)  sous  une  forme  quelque  peu 
différente,  notamment  en  ce  que  les  Grecs,  au  lieu  de  Tables  de 
sinus,  se  servaient  de  Tables  de  cordes  des  arcs. 

Malgré  l'apparence,  le  mot  trigonométrie  n  est  de  fait  nullement 
grec,  et  les  anciens  en  réalité  ne  se  posaient  aucunement  le  pro- 
blème de  la  résolution  dr>  triangles.  Ils  ne  se  servaient  en  tous  cas 
des  cordes  des  arcs  qu'en  Astronomie,  c'est-à-dire  à  peu  près 
exclusivemenl  pour  calculer  des  ares  sur  la  sphère;  mais,  au  lieu 
de  chercher  comme  nous  à  rattacher  ces  arcs  à  des  triangles  dont 
trois  éléments  sont  connus,  ils  les  rattachaient  à  des  quadrilatères 
i  omplets  dont  cinq  éléments  lusse  ni  déterminés  ('). 


1     Si,  |>.ir  exemple,  | •' » u r  un  triangle  sphérique   VBC,  rectangle  en    \.  <m  trace 
l'équateur  correspondant  au  | ««'. I < -  l!,  et  qu'on   prolonge  les  trois  côtés  du  triangle 
jusqu'à    la    rencontre  de  cel  équateur,  on  forme   ainsi  des  quadrilatères  complets 
[  ■ . •  1 1   lesquels  les  relations  entre  six  segments  correspondent  à  des  formules  de  ré 
solution  'lu  triangle. 
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C'est  dans  cet  étal  que  les  \rabes  trouvèrent  la  Science,  sauf  que 
les  Hindous  ([ni  la  leur  transmirent  les  premiers,  emplovaienl  le 
sinus  au  lieu  de  la  corde  (').  Depuis  l'invention  (probablement 
due  à  Apollonius  de  Perge),  il  n'y  avait  eu  aucun  progi    -  décisif. 

Aboul-Wéfa  (939-998)  fut  le  premier  qui  constitua  la  théorie 
des  tangentes  ( -),  qu'il  appela  ombres  premières }  el  des  co tan- 
gentes [ombres  secondes). 

Mais  Dschabir-ibn-Aflah  (Geber)  de  Séville,  au  \T  sitcle,  donl 
les  livres  d'Astronomie,  traduits  au  xuc  siècle  par  Gérard  di  Cré- 
mone, vulgarisèrent  dans  l'Occident  les  procédés  arabes,  semble 
ignorer  les  travaux  d'Aboul-Wéfa  ;  il  montre  une*grande  habilet* 
dans  le  maniement  des  équations,  démontre  directement  divers*  - 
formules  pour  les  triangles  rectangles,  sait  enfin  déterminer  un 
angle  par  son  cosinus;  mais  c'est  là  le  seul  progrès  considérable 
qui  semble  réalisé  depuis  Ptolémée. 

Pour  les  triangles  quelconques,  Ubalâni  (mort  en  onnais- 

sait  déjà  la  formule 

cosrt  -   cos6  cosc       sin  b  sin  c  cos  A. 

\  oilà  à  peu  près  ton  1  ce  »  pic  l'on  savait  sur  les  travaux  des  Vrai 
avant  la  traduction  du  Traité  du  quadrilatère  de  Nasir  Eddin. 

Dans  ce  Traité,  la  résolution  des  triangles  quelconques  est  nette 
ment  posée  comme  but  de  l'Ouvrage,  dont  elle  forme  le  I  ivre  \  . 
Nasir  Eddin  nous  apprend  comment,  pour  établir  la  théorie  de  cette 
résolution,  ses  précurseurs  avaient  cherché  à  substituer  au  quadri- 
latère de  Ptolémée  une  autre  figure  fondamentale  plus  simple.  <  )r 
\\  s'en  trouvait  déjà  uni*  dans  I  Vlmagcsle    el  même  chez  Mém  las 
laquelle  n'est  <pi  un  cas  particulier,  le  plus  fréquemment  empl< 
par  Ptolémée,  du  quadrilatère  complet.  En  la  simplifiant,  on  la  ra 
mène  à  un  groupe  de  deux  triangles  vBC,  \  BC  rectangles  en   V.  el 
Vci  avant  en  l>  un  angle  commun.  <  lette  ligure,  que  nous  retrou 


(■)  La  subsliluti lu  sinus  au\  tail  1   Ile  nciil    il 

bablcmcnl  été  faite  par  les  (jrecs  alexandrins  de  t  Kcoli    rival 
!<••-  Hindous  <>ni  emprunté  leurs  connaissanecs  ustronomiq 

Cependant  déjà  considérée  avant  lui  |        \    >alani  el  Ihn  ^ 


1  ><> 
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\  on  s  dansGeber,  el  que  N  asir  Eddin  appelle  supplémentaire  (  '  ), 
aurait  été  considérée  en  premier  lieu  par  Thabit-ben-Korrah  (836- 
9ol)i  '  'dée  de  s  r"  tenir  à  celle  figure  pour  établir  la  théorie 
générale  aurail  été  développée  par  Abou-Nasr-Mansour,  le  com- 
mentateur de  Ménélas,  dans  son  ilmageste  royal.  Celte  ligure 
donne,  pour  les  triangles  rectangles  ABC,  A/BC,  la  relation  fonda- 
menl  aie 


sm  <t 

s  in  b 


mu  a 

S  i  1 1  b  ' 


et  on  en  déduit  aisément,  pour  un  triangle  quelconque,  la  formule 


Mil  (t 

sinô 


sinB 


dont  la  priorité  serait  «railleurs  disputée  à    Vbou-.Nasr  par  Aboul- 
\\  ('-la  el  Alhodjendi  (vers  992). 

1)  autre  part,  par  une  construction  spéciale  sur  la  figure  supplé- 
mentaire, Aboul-Wéfa  aurait  inventé  uwc.  figure  dite  ombrée  (c'est- 
à-dire  des  tangentes)  donnant,  pour  les  triangles  rectangles  précités 
\M('i.  A/BC,  la  relation  fondamentale 


lang/v 
si  11  c 


tangè' 
sine' 


Au  iii(i\cii  de  ces  deux  ligures,  Nasir  Eddin  établit  foules  nos 
formules  modernes  pour  les  triangles  rectangles;  quant  aux  tri- 
angles quelconques,  il  enseigne  à  les  résoudre,  soit  en  les  divi- 
sant  en  deux  triangles  rectangles,  soit  en  les  complétant  par  la 
ligure  supplémentaire  (-)  et  en  appliquant  à  celle-ci  la  formule 
•  I  Al>oii-\asr  ou  celle  d'Aboul-Wéfa.  Dans  le  cas  où  Ton  connaît  les 
trois  angles,  d  sait  construire  le  triangle  que  nous  appelons  supplé- 
mentaire. 

Nasir  Eddin  expose  cette  transformation  de  la  méthode  de  Plo- 
lémée  comme  si  elle  avait  été  amenée  par  la  difficulté  théorique 
de  démontrer,  dans  tous  les  cas  de  figures  possibles,  les  relations 


Pour  marquer  qu'elle  peut  suppléer  !<■  quadrilatère  (?)  Le  ternie  choisi  par 
li   traducteur  est  peu  heureux,  en  raison  de  son  sens  technique  spécial. 

I  h  prolongeant  les  ii<>i>  cotés  jusqu'à  l'équateur  correspondant  à  un  somme! 
poui   pôle. 
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que  fournil  un  quadrilatère  complet,  el  de  fait,  après  avoir  con- 
sacré son  premier  Livre  à  montrer  qu'une  même  relation  entre 
6  quantités  peut  prendre  i  «S  (ormes  différentes,  il  énu mère  dans  son 
second  Livre  les  diverses  figures  que  peut  prendre  le  quadrilatt 
complet;  leur  nombre  est  de  4*$  I  qu'on  peul  ramener,  il  est  \  i 
à  12),  et  les  segments  sont  au  nombre  de  12  qu'on  peul  prendre 
6  par  6  de  toutes  les  manières  possibles.  <  )n  arrive  ainsi  an  chiffre 
effrayant  de  3456  cas  et  de  20 136  démonstrations,  qui  esl  encore 
bien  inférieur  à  celui  que,  pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  on  pour- 
rait, dit-il,  fixer  à  497  664- 

On  voit  dans  quel  dédale  les  géomètres  arabes  -  étaient  jetés, 
par  reelierehe  du  raffinement  et  défaul  d'espril  de  généralisation. 
Mais,  parmi  eux,  il  s'en  ('-lait  heureusement  trouvé  qui  avaient  su 
éviter  cette  impasse  et  s'ouvrir  des  voies  nouvelles. 

Ainsi,  dans  le  Li\  re  III  du  Traité  de  \asir  Kddin  |  '  I,  nous  trou- 
vons  :  1"  une  théorie  très  claire  de  la  résolution  des  triangles  rec- 
tilignes,  fondée  sur  la  proportionnalité  de»  côtés  el  des  sinus  des 
angles  opposés;  cette  théorie  est  mise  en  regard  d  un»'  autre  dans 
laquelle  on  emploie  les  cordes  au  lieu  des  sinus  et  qui  était,  jusqu'à 
présent,  la  seule  connue,  d'après  Geber,  comme  pratiquée  par  les 
Arabes;  2"  des  procédés  pour  déterminer  deui  arcs  don  I  on  connaît 
la  somme  ou  la  différence  1  plus  petite  qu'une  demi-circonféren< 
et  le  rapport  des  sinus,  (les  procédés  qui  doivent  servir  pour  la 
«•('■solution  des  triangles  sphériques  dont  on  connaît  !<•»  trois 
sont  encore,  il  est  vrai,  calculés  pour  l'emploi  des  1  ables  de  sinus 
seuls  (non  de  tangentes  ».  On  a,  par  exemple,  d  après  Vbou-  Nasi 

sin  1  w       b) 


s|   I)    (t 


t      sin*!  <(       b) 


A, 


-m  A 


ajoutons  enfin  qu'Albirouni  est   indiqué  comme  avant  pris  le 
rayon  pour  unité  1  -  1. 

Nous  avons  en  somme,  dans  le   I  raité  de  Nasir  bddin,  un  en 
semble  décisif  de  laits  jusqu'à  présent  inconnus  qui  assurent  au* 


1  i)  Le  livre  l\  donne  la  théorie  détaillée  du  quadrilati  1 
1  ■  1   \  i.i  vérité,  en    le  divisant   en    soix  inte  minute! 
rincnl,  l'usage  de  Ih  numération  sexagésimale 
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arabes  la  priorilé  «l«v  découvertes  < j n c  l'on  croyail  avoir  été  réser- 
\  ées  aux  (  occidentaux . 

Il  n'est  certainemenl  plus  permis  de  dire  avec  llankel  en  par- 
lant de  l'invention  des  tangentes  : 

«  Cet  important  progrès  d'Aboul-Wéfa  a  eu  presque  le  même 
sort  que  sa  découverte  de  la  variation  de  la  Lune.  Il  n'y  a  pins  tard 
qu'un  seul  auteur,  Oloug-Bey,  <jni  la  mentionne;  elle  est  restée 
sans  influence  sur  le  développement  ultérieur  <!<•  la  Trigonométrie 
el .  chez  les  Latins,  an  xve  siècle,  Kegiomontanus  dut  encore  une 
fois  inventer  les  tangentes  (*). 

\  la  vérité,  la  gloire  de  Regiomontanus  reste  entière,  car  les 
derniers  progrès  réalisés  par  les  Arabes  d'Orient  étaient  bien, 
semble-t-il,  restés  inconnus  à  leurs  frères  d'Occident  et  par  suite 
aux  Latins.  Mais,  si  Kegiomontanus  reste  pour  nous  le  véritable 
créateur  de  la  Trigonométrie  moderne,  on  ne  voit  plus  qu'il  ait  en 
rien,  comme  on  le  croyait,  dépassé  les  \.rabes  du  xm6  siècle,  et  il 
est  précisément  curieux  de  retrouver,  dans  ses  procédés  qui 
paraissent  les  plus  originaux,  une  profonde  analogie  avec  les 
méthodes  exposées  par  Nasir  Eddin. 

Je  ne  puis  me  laisser  aller  à  développer  ici  des  rapprochements 
de  ce  genre;  mais  qu'en  terminant  il  me  soit  permis  de  féliciter 
hautement  l'éminent  traducteur  d'avoir  occupé  ses  loisirs  à  faire 
connaître  au  monde  savant  une  œuvre  aussi  intéressante,  et  aussi 
digne  d'être  tirée  d'un  oubli  qui  menaçait  d'être  éternel. 

Pu  i.  Tanneuy . 


GALILÉE.  —  Le  Opère  di  Galileo  Galilei,  edizione  nazionale  sotto  gli  aus- 
picii  di  Sua  Maestà  il  Re  d'Italia.  Volume  I.  Firenze,  Barbera,  [890,4^3  pages 
in-40. 

Nous  avons  annoncé,  il  \  ;i  deux  uns  (i 890,  pages  120  <'i  suiv.), 
dans  quelles  conditions  était  entreprise,  aux  frais  du  gouverne- 
ment italien,   une  nous  clic  édition  complète  des  OEuvres  de  Ga- 

(  »)  ////   1,1  ic  hic  h  te  der    Mathematih  in     Mterthum   und    Wittelalter  (  p.   ,v;'> 
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lilée.  Aujourd'hui  deux  Volumes  on I  pain;  la  beauté  typogra- 
phique, la  singulière  correction  du  texte  sont  au-dessus  des  élog 
On  ne  pouvait,  certes,  mieux  attendre  du  légitime  orgueil  d'une 
nation  honorant  un  de  ses  fils  les  plus  illustres,  ni,  d'autre  part. 
de  la  scrupuleuse  conscience  el  du  jugemenl  éclairé  dont  .M.  Fa- 
varo  et  ses  savants  collaborateurs  avaienl  déjà  donné  tant  d'autres 
preuves. 

Le  premier  Volume,  que  je  me  propose  d'analyser  seul  aujour- 
d'hui, comprend  cinq  écrits  différents  sous  les  litres  :  i"  Jttve- 
nilia;  i°  Theoremata  circa  centrum  gravitatif  solidorum; 
3°  La  Bilancetta;  \°  Posiille  ai  libri  <lc  Sphœra  et  Cylindro 
di  Ârchimede;  5°  De  motu.  Il  se  termine  par  un  index  des 
noms  propres  cités. 

I.  Juvenilia.  ■ — ■  (Test  un  tirs  long  écril  latin  inédit,  publié 
d'après  un  manuscrit  autographe  «le  (  îalîlée,  donl  la  date  remonte 
à  i58|.  A  cette  époque,  l'illustre  Pisan,  âgé  de  vingl  ans  à  peine, 
était  encore  étudiant  dans  sa  patrie  el  suivait  le>  cours  de  Philo- 
sophie et  de  Médecine.  Nous  avons  d'ailleurs  devanl  nous,  non  pas 
une  œuvre  précoce,  mais  simplemenl  une  copie  de  leçons  profes- 
sées à  Pi  se  par  un  des  maîtres  de  Galilée  i  probablement  Fram  esco 
H  u  on  a  mi  ci)  sur  les  Livres  du  (  iel  d'Aristote,  et  divisées  en  Traités 
sur  le  monde,  le  end,  les  changements  de  qualités,  les  éléments 
el  les  qualités  premières.  L'ensemble  esl  d  une  remarquable  éru 
dition  et  d'une  dialectique  qui  n'esl  nullement  à  dédaigner.  Quel- 
ques mutilations  sont  à  regretter. 

Les  éditeurs  ont  eu  quelque  scrupule  à  admettre,  en  tête  des 
Œuvres  de  Galilée,  un  travail  <>ù  sa  pari  personnelle  s  esl  i<uii  au 
plus  bornée  à  îles  changements  insignifiants  d  un  texte  qu  d 
avail  sous  les  \eu\.  (  )n  ne  peut  que  les  féliciter  du  parti  auquel 

ils  se  sont  arrêtés. 

(iCst.  en  tout  cas,  une  excellente  occasion  d  apprécier  I  ensei- 
gnement scolastique  tel  qu'il  était  alors  donné  en  Italie  el  tel  qm 
Galilée  eut  à  le  combattre  plus  tard.   Désormais  nous  ne  le  con 
naissons  guère  que  par  les  sarcasmes  donl  I  ont  i  ouvi  rt  les 
sa  ires  <pi  i  en  ont  i  n  oui  plu-  ci  nous  sommes  portés  à  en  i  \  >-.   n  i  les 
défauts    incontestables.    Le  vice  capital   en  était  surtout  dans    la 
f a  u  s  s  c  c  o  n  c  e  p  t  i  o  n  du  but  ;  i  I  i  '  I  i  i  I  e  x  v  I  u  s  i  v  e  m  <  ni  i  1 1  y  1 1 1 


I  »i 
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à  la  discussion  orale,  nullement  pour  aboutir  à  quelque  autre  ré- 
sultai pratique.  De  là,  L'appel  continuel  aux  autorités,  l'ignorance 
de  l'usage  qu'on  peut  faire  des  observations  el  des  expériences, 
les  raffinements  inouïs  sur  le  pour  et  le  contre  do  questions  mal 
posées  ou  insolubles.  Mais,  cela  misa  pari,  il  faul  reconnaître  que 
cel  enseignement  trempait  singulièrement  les  esprits  au-dessus 
du  médiocre  et  que,  sous  la  condition  de  se  pliera  des  formes 
convenues,  il  permettait,  en  réalité,  une  très  grande  liberté  d'opi- 
nions et  agitait  sous  toutes  leurs  faces,  à  coté  de  problèmes  plus 
ou  moins  oiseux,  la  plupart  de  ceux  dont  la  solution  fait  la  gloire 
de  Galilée. 

Le  joug  d  Vristote,  quoiqu'on  en  ait  dil,  (Hait  une  pure  fiction, 
car  la  dialectique  était  dressée  à  tirer  des  écrits  du  Stagirite  ce 
qu'on  voulait  y  lire.  Le  danger  intellectuel,  c'était  plutôt,  comme 
résultat  du  genre  de  liberté  Laissé  à  la  discussion,  un  scepticisme 
qui  se  donnait  d'autant  plus  carrière  dans  les  matières  scientifi- 
ques que,  sur  d'autres  sujets,  il  fallait  respecter  absolument  les 
définitions  des  dogmes  reçus  par  l'Eglise.  Plus  on  étudiera  les 
scolastiques  contre  lesquels  ont  eu  à  lutter  Galilée  et  Descartes, 
plus  l'on  se  convaincra  que  la  difficulté  réelle,  pour  ces  grands 
rénovateurs,  était  de  faire  accepter  un  dogmatisme  rigoureux  à 
des  gens  habitués  à  un  probabilisme  très  large.  Ils  ne  voulurent 
pas  plier  le  mode  de  leur  doctrine  aux  conventions  tradition- 
nelles, ils  prétendirent,  à  l'ancien  enseignement,  en  substituer 
un  nouveau,  aussi  bien  dans  la  forme  que  dans  le  fond.  Voilà  ce 
qui  suscita  contre  eux  une  si  vive  opposition;  voilà  pourquoi  Ga- 
lilée fut  poursuivi  comme  hérétique,  à  propos  de  l'opinion  de  Co- 
pernic, laquelle,  dans  L'écrit  scolastique  qu'il  copiait  à  vingt  ans, 
esl  discutée  très  poliment  et  considérée  comme  parfaitement  libre  ; 
et  si  Descartes,  plus  politique  el  dégagé  personnellement  des  co- 
teries universitaires,  échappa  au  même  sort,  ce  ne  fut  certes  pas 
la  faute  de^  professeurs  que  ses  théories  troublaient  sur  le  com- 
mode oreiller  du  doute. 


II.  Les  Théorèmes  sur  le  centre  'le  gravité  \  pages  180-208), 
composés  en  latin,  onl  été  publiés  par  Galilée  comme  appendice 
.1  ses  Discorsi  de  1 638.  Il  les  avail  rédigés  à  l'âge  de  vingt  el 
mu  ans,  après  deux  ans  <l  études  de  Mathématiques;  comme  il  le 
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dit,  il  abandonna  cette  matière  après  s'être  vu  devancé  par  Lui  i 
Valerio. 

Dans  ces  théorèmes,  Galilée  détermine,  à  là  façon  des  anciens, 
le  centre  de  gravité  du  cône,  de  la  pyramide  et  du  conoïde  para- 
bolique (paraboloïde  de  révolution),  ainsi  que  de  leurs  troncs. 
Ces  propositions,  certainement  connues  d'Archimède,  ;i\;ii<'ni  été 
conclues  des  écrits  d<:  ce  dernier  par  (  lommandin,  la  démonslral  ion 
ancienne  étant  perdue;  celle  de  Galilée,  qu'il  rédigea  pour  remé- 
dier  au\  imperfections  du  travail  de  Commandin,  n'a  évidemmenl 
qu'un  intérêt  historique,  mais  elle  nous  montre  à  quel  point  le 
jeune  étudiant  de  Pise,  longtemps  insoucieux  des  Mathématiques, 
s'était  en  peu  de  temps  profondémenl  assimilé  l'espril  des  mé- 
thodes d'Archimède. 

III.  La  Bilancetta,  qui  est  le  plus  ancien  document  <>ù  Galilée 
ait  montré  son  génie  d'inventions  originales,  es<  une  autre  preuve 
notable  des  études  qu'il  consacrait  alors  à  Vrchimède.  Cel  écril 
de  six  pages  (ai5-22o),  en  italien,  publié  pour  la  première  lois 
par  llodierna  (  Païenne,  1 644)  deux  ans  après  la  morl  de  Galili 
fut  composé  vers  1 585  et  communiqué  dès  lors  en  manuscrit  par 
rauleur.  Au  sujet  de  la  légende  relative  à  la  couronne  de  Hiéron, 
il  s'était  proposé  de  chercher  un  moyen  pratique  de  résoudre  le 
problème,  car  ceux  que  racontent  les  écrivains  anciens  n  ont  cer- 
tainement pas  été  employés  par  ^.rchimède.  <  ialilée  combio 
effet  sa  balancette,  qui  est  une  romaine  hydrostatique,  avec  un 
ingénieux  procédé  pour  augmenter  la  sensibilité  de  l  appareil. 

A  ce  petit  écrit,  M.  Favaro  a  ajouté  une  rable  de  pesées,  dans 
l'air  et  dans  l'eau, de  métaux  cl  pierres  précieuses,  qu  il  avail  déjà 
publiée  dans  ses  Itiedila  Galilœana.  Elle  nous  montre  I  inven- 
teur de  la  balancette  s'en  servant  réellement  pour  des  mesures 
exactes  el  procédant  à  des  recherches  méthodiques  sur  les  den- 
sités. 

|\  .    1  n  troisième  témoignage  des  éludes  de  t  ialilée  sur  \rchi 
mède,  à  celle  période  de  sa  Nie.  consiste  dans  les    \nnotati 
qu'il  écrivit  dans  les  marges  d'un  exemplaire  de  I  édition  de  Baie, 
sur  le  traité  de  I"  Sphère  et  du  Cylindre%  el  qui  onl  été  con 

sen  ées  par   nue  copie   de    \  inren?  in   Sanl  ini     '  ' 
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(  pages  :>.. VS-- >.[■>.  )  sont  ou  liici)  motivées  par  des  fautes  dans  l'édi- 
l  ion  OÙ  elles  oui  pour  but  de  complé  1er  quelques  démon  si  r;i  lions  ; 
mais  désormais  il  n  \  aurait  plus  rien  à  en  lirer  pour  la  critique 
ou  l'explication  du  texte  d'Archhnède. 

\.  Le  Volume  se  termine  par  un  long  écril  latin  (pages  2Di- 
4*9)  (|,n  en  constitue,  sans  aucun  doute,  La  partie  la  plus  intéres- 
sante, d  autant  qu'il  n'a  pas  été  compris  jusqu'à  présent  dans  les 
éditions  des  Œuvres  de  Galilée, En  fait,  cet  écril  comprend  trois 
rédactions  successives  (  deux  sous  forme  de  Traité,  une  en  dia- 
logue) des  idées  de  l'illustre  Pisan  sur  le  mouvement  vers  i5oo. 
A  celle  date,  il  enseigne  déjà  dans  l'école  où  il  a  étudié;  il  a  déjà 
composé  sur  VAlmageste  des  commentaires  qu'il  se  propose  de 
publier,  mais  qui  sont  entièrement  perdus;  il  a  exécuté  les  célè- 
bres expériences  de  la  tour  de  Pise  et  convaincu  Aristote  d'une 
erreur  de  fait.  Comme  écrivain,  il  est  en  pleine  possession  de  son 
talent;  ce  travail  de  jeunesse  sur  le  mouvement,  qu'il  a  repris  par 
trois  fois,  représente,  sous  chacune  des  rédactions,  un  ensemble 
complet,  sous  une  (orme  soignée  et  d'apparence  définitive;  ce- 
pendant Galilée  ne  l'a  jamais  publié  :  il  s'est  contenté,  longtemps 
après,  d'en  lirer  des  morceaux  qu'il  a  textuellement  insérés  dans 
ses  Dialogues  des  nouvelles  Sciences. 

La  récente  publication  de  l'ensemble  de  ce  travail  a  jeté  un  jour 
inattendu  sur  le  développement  des  idées  de  Galilée  et  elle  est  de 
nai  ure  à  changer  enl  ièrement  l'appréciation  de  son  caractère  scien- 
tifique. Où  nous  ('lions  habitués  à  voir  un  génie  principalement 
porté  aux  expériences,  ayant  de  prime  abord  le  don  de  les  con- 
duire méthodiquement  et  d'en  tirer  des  conclusions  certaines  et 
inattendues,  nous  rencontrons  un  esprit  profondément  méditatif 
qui  combine  le  double  enseignement  (|u  il  a  reçu,  procède  par  ar- 
gumentation (/priori,  et  ne  recourt  à  l'expérience  que  pour  trouver 
un  appui  contre  les  opinions  en  vogue.  En  suivant  les  leçons  de 
Buonamici,  il  s'est  imbu  des  doctrines  scolastiques  sur  la  pesan- 
teur; l'étude  d  Vrchimède  (Des  corps  flottants)  lui  révèle  le  rôle 
du  milieu  déplacé  et  lui  montre  que  la  gravité  peut  aussi  bien 
amener  des  mouvements  de  bas  en  haut  el  de  haut  en  bas.  Voilà 
son  poinl  de  dépari  :  il  en  déduit,  contre  aristote,  <pi  il  n  \  a  pas 
le  corps  légers  absolumrnl  1  c'est-à  duc  tendant  naturellement  en 
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haut),  opinion  (|in.  au  reste,  avait  été  soutenue  dès  I  antiquité  el 
dans  l'école  même  du  Stagirite;  mais,  pour  assurer  I»-  triomphe  de 
celle  opinion,  Galilée  va  élargir  le  champ  de  ses  attaques  contre 
les  doctrines  dominantes;  il  va  critiquer,  l'un  après  l'autre,  tous 
les  points  de  la  théorie  du  mouvement  et  de  la  pesanteur  d'api 
Aristote,  et  il  sera  assez  heureux  pour  frapper  juste  el  à  coups 
décisifs.  Cependant,  à  celle  théorie  qu'il  renverse,  il  en  —iii>  —  i it ii»- 
loul  d'abord  une  autre  qui  est  également,  a  priori,  aussi  m_ 
nieuse  et  aussi  fausse;  à  ce  moment,  il  lui  manque  deux  notions 
que  l'antiquité  ne  lui  a  pas  fourmes  et  qu'il  u'a  pas  encore  dég 
gées  par  une  réflexion  plus  profonde  :  c'est,  d'une  part,  la  claire 
notion  de  masse  à  mouvoir,  indépendamment  du  poids  moteur; 
d'un  autre  côlé,  l'idée  que  l'accélération  du  mouvement  soit  due  à 
la  continuité  de  l'action.  Il  esi  donc  arrivée  penser  que,  dans  la 
descente  naturelle1  des  graves,  le  mouvement  doit  être  uniforme  el 
la  vitesse  proportionnelle  à  la  différence  de  densité  du  grave  et  du 
milieu  déplacé.  Mais  le  fait  qu'un  grave  est  maintenu  au  repos 
créerait  un  état  violent  et  le  mobile  ne  pourrait  passer  de  la  vi- 
tesse nulle  à  la  vitesse  définitive  que  par  des  degrés  successifs 
franchis  d'autant  plus  rapidement  que  la  différence  de  densité 
avec  le  milieu  sérail  plus  faible  :  de  là  l'accélération  observée  dans 
les  premiers  temps  de  la  chute.  Galilée  admet  même  comme  vrai, 

sur  la  foi  d    \\erroès,  que,   tout   à   lail   au  début,   le  corps   plus  !<■_ 

tombera  plus  vite  que  le  corps  plus  lourd,  que  ce  n  est  qu  un  peu 
plus  lard  que  ce  dernier  dépassera  le  premier,  <  !  est  bien  là,  ce  me 
semble,  une  preuve  suffisante  qu  il  n  a  pas  recours  à  I  expérn  nce 
pour  asseoir  les  fondements  de  sa  théorie. 

l'ai  revanche,  il  est  déjà  en  possession  de  la  loi  suivant  laquelle 
la  pesanteur  diminue  sur  un  plan  incliné;  c  est   là  le  point  de  dé 
pari  de  ses  recherches  ultérieures  qui  le  conduisirent  .1  la  décou 
verte  de  la  loi  de  l'accélération,  .1  laquelle  il  semble  n  être  arrivé 
qu'en   i6o4>  ainsi  bien  longtemps  après   la  date  des   écrits  dont 
nous  venons  de  parler 

Il  csi  réellement  difficile  de  reconnaître,  tout  compte  fait,  poui 
quoi  la  gloire  de  celle  découverte  fut  réservée  à  la  renaissance; 
l'antiquité   avait  eu   son  Copernic  dans    Vristarque  de  Samos;  l< 
siècle  d'Hipparque  était  encore  assez  ri<  lie  en   génies  pour  qu  d 
eût  pu  avoir  son  Galilée.   Le  long  relard   qui,  pendant   dix-huit 
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siècles,  entrava  les  progrès  de  la  Mécanique,  ne  peut  plus  s'expli- 
quer parle  défaut  de  la  méthode  expérimentale  chez  les  Grecs, 
sil  e^t  établi  <  |  lit"  la  découverte  ne  fui  obtenue  que  par  des  raison- 
nements a  priori,  et  que  l'expérience  n'inlervinl  que  pour  con- 
firmer les  conclusions.  On  ne  peut  certainement  dénier  aux  an- 
ciens toutes  les  capacités  qui  étaient  nécessaires  pour  arriver  au 
même  résultat,  abstraction  faite,  bien  entendu,  de  ce  qui  constitue 
personnellement  un  génie  comme  celui  de  Galilée. 

La  seule  explication  à  donner  esl  peut-être  que  le  problème  «les 
mouvements  dus  à  la  pesanteur  n  intéressait  pas  suffisamment 
les  anciens  au  point  de  vue  pratique  pour  que  son  étude  théorique 
ait  tenté  un  savant  capable  de  le  résoudre.  Au  \vie  siècle,  la  ques- 
tion de  la  trajectoire  et  des  mouvements  des  projectiles  de  l'artil- 
lerie avait  acquis,  au  contraire,  une  importance  capitale  dont 
témoigne  notamment  l'essai  malheureux,  mais  néanmoins  très 
intéressant,  de  Nicolo  Tartaglia  dans  sa  Nova  Scientia  fie  i53^. 
On  voit,  dans  les  écrits  de  Galilée  de  1090,  que  la  même  question 
le  préoccupe  déjà  aussi  et  que  c'est  elle  qui  le  conduit  à  poser  le 
problème  du  mouvement  des  graves  sur  un  plan  incliné. 

Ces  écrits  sont  suivis,  dans  le  premier  Volume  de  l'Edition  na- 
tionale italienne,  par  de  courts  fragments  et  des  notes  relatives 
au  même  sujet.  J'y  relève  un  lapsus  calami. 

Page  1  16,  I.  16-20,  Galilée  cite  Arislote  (3°  Divinorum,  parti- 
cipa 8)  :  <(  tangitenim  circulus  regulam  non  secundum  punctum, 
sed  sicut  dicebat  Pvthagoras  redarguens  geometras.  »  Au  lieu  de 
Pythagoras,  il  faut  lire  Protagoras.  Ce  passage  d'Aristote  est, 
(railleurs,  Metaph.  II.  Çhap.  2,  20.  Paul  Takkery. 
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SUR  CERTAINES  SURFACES  A  PLAN  DIRECTEUR: 
I'aiî  M.  Ch.  BIOCHE. 


Les  surfaces  réglées  à  plan  directeur  peuvent  être  caractéris 
par  ce  fait  que  l'une  des  séries  de  lignes  asymptotiques  esl  donnée 
par  les  intersections  de  la  surface,  avec  un  plan  qui  se  déplace 
parallèlement  au  plan  directeur.  J'ai  trouvé  que,  pour  certaines 
surfaces  particulières,  l'autre  série  pouvait  être  donnée  aussi  par 
les  intersections  avec  une  surface  déforme  et  de  grandeur  inva- 
riable qui  éprouverait  une  translation,  la  direction  de  celte  transla- 
tion étant  fixe  et  parallèle  à  une  droite  du  plan  directeur.  Cette 
propriété  appartient  à  toutes  les  surfaces  dont  les  génératri 
font  partie  d'une  congruence  linéaire  singulière,  a\ anl  >a  directrice 
rejetée  à  l'infini. 

Pour  définir  une   surface   à   plan   directeur,    je  considère    une 

courbe  (c) 

x  =  o(z)        j       ty(z), 

et  par  chaque  point  je  mène  la  parallèle  au  plan  5        O,  qui  esl   1 

tuée  dans  le  plan   oscillateur.  J'ai  ainsi  uwc  surface  avant   pour 
asymptotique  la  courbe  c.  Les  autres  asymptotiques  sont  donn 

par 


i  -^ 


X         o(z)  H — — 

\    -     \ 


1         il (z)  H 

*  lut 


2  O 


a  étant  une  constante  arbitraire,  et  les  a  c  cent  s  désignant  des  dé- 
rivées prises  par  rapport  à  s.  Si  les  projections  sur  un  des  plans 
de  coordonnées  se  déduisent  les  unes  des  .mires  par  translation, 
les  asymptotiques  seront  situées  sur  des  cylindres  égaux  et  parai 
lèles.  (  )r  on  voit  que  si  l  on  a 


d 
d 
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en  désignant  celle  constante  par  *-r  j  les  projections  sur  le  plan  des 
./•:■  sonl  données  par 


r  —  a  —  ©i  z  i, 


ce  oui  me!  en  évidence  la  propriété  énoncée. 

()n  peul  intégrer  deux  fois  I  équation  de  conditiop  el  inter- 
préter le  résultai  obtenu.  On  voil  ainsi  que  les  tangentes  de  la 
courbe  c  appartiennes  à  un  complexe  linéaire  dont  tait  partie  la 
droite  de  l'infini  du  plan  3  =  0;  el  que,  par  suite,  les  génératrices 
de  la  surfacefonl  partie  d'une  congruence  linéaire  singulière  avant 
celle  droite  pour  directrice.  D'ailleurs,  on  peut,  en  tenant  compte 
de  celte  équation  de  condition,  reconnaître  que  l'équation  géné- 
rale dc>>  surfaces  en  question  est  de  la  forme 


ay  =  x: 


F(z), 


que  j'ai  signalée  {Bulletin  de  la  Soc.  maili.  de  France,  XIX, 
p.  120)  comme  représentant  les  surfaces  dont  les  génératrices  ap- 
partiennent à  une  congruence  singulière  dont  la  directrice  est  à 
l'infini. 

On  peul  trouver  d'autres  surfaces  cpie  des  c\  lindres  pour  déter- 
miner les  asjmptotiques.  En  particulier,  si  Ton  prend  F(,s)=  Kzm 
ou  F(-s)  =  Krr,  les  lignes  asjmptotiques  sont  situées  sur  des  pa- 
raboloïdes  égaux  déduits  les  uns  des  autres  par  translation.  Mais 
je  me  borne,  quant  à  présent,  à  ces  exemples  dune  propriété  qui 
nia  semblé  assez  curieuse. 
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Edouard  LUCAS.  —  Théorie  des  nombres.         Tome  Ier  :   Le   ca 
nombres  entiers.  Le  calcul  des  nombres  rationnels.  La  divisibilité  aritl 
tique,  xxxiv-520  [>.  Gr.  in-8°.  Paris,  Gauthier-Villars  et  fils;  [891. 

Une  mort  prématurée  a  frappé  Éd.  Lucas  dans  toute  la  pléni- 
tude de  son  talent,  trois  mois  à  peine  après  l'impression  de  son 
Volume  Sur  la  théorie  des  nombres,  il  se  proposait,  pour 
terminer  une  œuvre  méditée  depuis  longtemps,  d\  ajouter  au 
moins  deux  tomes  d'égale  importance;  malheureusement,  ou  ne 
peut  guère  espérer  tirer  de  ses  papiers  plus  que  la  valeur  d'en- 
viron 3oo  pages  qui,  à  la  vérité,  formeront  un  second  volume 
complétant  le  premier  sur  les  points  essentiels,  mais  où  l'on  ne 
retrouvera  sans  doute  pas  la  richesse  extraordinaire  des  questions 
traitées  ou  indiquées  à  titre  ^exemples,  qui  caractérise  la  partie 
déjà  parue. 

Ces  exemples,  cpii  ne  sont,  lapluparl  du  temps,  que  desénon 
ou  au  sujet  desquels  l'auteur  s'est  borne  à  un  développement  de 
quelques  lignes,  constituent  un  (\c>  plus  grands  attraits  de  l'œuvre; 
loin  d'être  de  simples  applications  des  théories  exposé*  s,  ils  ou- 
vrent à  chaque  page,  pour  ainsi  dire,  des  perspectives  inattendues 
sur  les  sujets  les  plus  variés.  Puis  la  fenêtre  se  referme  brusque- 
ment, une  autre  s'ouvre  et  le  point  de  vue  ;i  chang 

Ed.  Lucas  n'avait  pas  l'esprit  fail  pour  l'ampleur  d'une  exi 
tion  méthodique  et  complète;  prime-sautier  el  curieux,  1  estaux 
accidents  de  route  qu'il  s'intéresse  el   il  les  multiplie  à  plaisir; 
sa  smie,  on  oublie  aisément  el  bien  volontiers  le  bul   vers  lequel 
on  marche  et    le  tracé  général  du  chemin  que  I  <>n  doit  suivre, 
mais  d'où  Ton  dévie  à  chaque  pas.   Bien  plus,  si  l'on   rechen  he 
exactement  ce  chemin,  on  s'aperçoil  qu  il   n  est,  le  plus  ordinai- 
rement,  que   jalonné,  et   qu'il   faut  une  certaine  attention  pour 
passer  d'un  point  à   l'autre.   C'esl   que  l'auteur,  pour  la   théorie 
proprement  dite,  affecte  une  concision  el   une  sobriété  qui  do 
nenl  souvent  à  ses  démonsl  rations  un  tour  singulièrement  élégant, 
mais  qui  obligent   le  lecteur  à  des  efforts  intelle<  tuels  <  onstants, 
Bull.  </<w  Sciences  mathem  ie,  '    wi      luin 
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même  sur  les  questions  tout  à  fait  classiques.  Cette  sobriété  dans 
l'exposition,  < j 1 1 i  fail  contraste  avec  la  profusion  des  exemples  et 
des  remarques  d'érudition  historique,  témoigne  incontcstable- 
ment  <mi  faveur  de  la  puissance  et  de  l'originalité  d  Kd.  Lucas; 
mais  il  me  semble  que,  comme  modèle,  il  vaut  mieux  l'admirer 
que  de  chercher  à  l'imiter. 

Il  a  regretté,  dans  sa  Préface,  de  n'avoir  pu  faire  subir  à  son 
Ouvrage  l'épreuve  d'un  enseignement  public.  On  doit,  je  crois, 
partager  ce  regret.  Les  Chapitres  de  son  Livre  font  l'effet  de  pro- 
grammes de  leçons  composées,  mais  non  faites;  avec  des  maté- 
riaux en  surabondance,  mais  sans  qu'il  y  ait,  entre  les  diverses 
parties,  cet  équilibre  auquel  on  ne  peut  guère  arriver  que  devant 
un  auditoire. 

Ces  remarques,  je  me  hâte  de  le  dire,  ne  portent  que  sur  la 
composition  ;  elles  n'enlèvent  rien  au  mérite  d'une  œuvre  que 
l'auteur  avait  le  droit  d'espérer  pouvoir  refondre  dans  une  édition 
ultérieure  et  qui,  telle  qu'elle  est,  est,  au  plus  haut  degré,  instruc- 
tive et  suggestive.  Mais  c'est  avant  tout  un  livre  de  travail  et  il 
est  plus  fait  pour  les  maîtres  que  pour  les  écoliers. 

En  tout  cas,  le  présent  Volume  forme  par  lui-même  un  ensemble 
complet  divisé  en  trois  Livres,  indiqués  dans  le  sous-titre. 

Le  premier  de  ces  Livres  traite  de  l'addition,  de  la  soustraction, 
de  la  multiplication,  de  la  division  et  de  la  classification  des 
entiers;  des  nombres  figurés  et  de  l'analyse  combinatoire.  Il  se 
termine  par  deux  Chapitres,  l'un  sur  la  Géométrie  de  situation, 
l'autre  sur  la  multiplication  algébrique. 

Au  Chapitre  de  l'addition  se  trouve  exposé  le  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal  et  ainsi  de  suite  pour  les  suivants;  chaque  notion 
primordiale  se  trouve  accompagnée  de  ses  divers  développements 
immédiats.  Nous  ne  pouvons  que  signaler  cette  méthode  dont 
l'application  systématique  a  conduit  l'auteur  à  nombre  d'heureux 
rapprochements  qu'il  faut  étudier  dans  son  Livre. 

Les  dix  Chapitres  du  second  Livre  sont  consacrés  aux  nombres 
fractionnaires,  au  Calcul  des  probabilités,  à  la  division  algébrique, 
aux  polynômes  dérivés,  au  calcul  symbolique  (particulièrement 
appliqué  aux  permutations  sur  l'échiquier),  à  la  sommation  des 
puissances  numériques  (nombres  de  Bernoulli,  de  (jenocchi  et 
d'Euler,  suitesde  Cesaro);  aux  fonctions  symétriques,  aux  déter- 
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minants,  aux  suites  récurrentes  Linéaires  et  aux  fonctions  numé- 
riques de  second  ordre,  dont  la  théorie  comme  on  sait,  appartient 
en  propre  à  l'auteur. 

Le  Livre  TU  comprend  six  Chapitres  :  codiviseurs  el  comul- 
tiplcs  (Ed.  Lucas  emploie  ces  abréviations  commodes  au  Lieu  d 
expressions  :  diviseurs  communs  et  multiples  communs);  nom- 
bres premiers;  diviseurs  des  nombres;  indicateur  (terme  de  <  lauchy 
pour  désigner  le  nombre  des  entiers  au  plus  égaux  à  n  et  pi  emiei  - 
à  n)\  restes  (résidus);  fractions  continues. 

Onze  additions  concernent  :  la  partition  du  polygone,  le  pro- 
blème des  rencontres  ;  celui  i\c^  ménages  ;  les  nombres  d'Hamilton  : 
les  réseaux  d'un  quinconce;  La  sommation  des  indicateurs;  Les 
permutations  circulaires  avec  répétition-  Les  restes  du  triangle 
arithmétique;  les  nombres  de  Clausen  et  de  St. unit  ;  L'extraction 
des  racines  par  les  moyennes;  el  les  réduites  Intermédiaires. 

En  dehors  des  expressions  techniques  spéciales  que  nous  avons 
déjà  signalées,  Ed.  Lucas  propose  el  emploie  celle  de  gaussien 
de  a  pour  un  module  donné  pour  désigner  Le  plus  petil  exposant  s 
qui  rend  as  —  i  divisible  par  le  module;  enfin,  avec  M.  Syl- 
vester,  il  appelle  cumulant  Le  résultat  de  L'opération  «lu  symbole 
généralisé  d'Euler  pour  la  théorie  des  fractions  continu 

Cette  terminologie  ne  peut  qu'être  approuvée;  il  n'«en  es! 
de  même  de  celle  que  l'auteur  emploie,  au  reste  sans  système  bien 
arrêté,  dans  l'exposition  de  la  théorie  «les  nombres  polygones. 
Ainsi,  après  avoir  défini  Le  //"""'  polygonal  PJ  de  q  côtés  comme 
La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  progression  arithmétique 
commençant  à  1  et  de  raison  (y —  a),  Ed.  Lucas  énonce  le  tli 
rème  : 

Tout  polygonal  est  égal  au  nombre  <jui  indiq  rang, 

augmenté  d'autant  de  fois  le  triangulaire  de  rang  pn 
qu'il  y  a  d'unités  (hais  son  côté  diminue  de  deux. 

C  est  la  transcription  de  la  formule 

Pj[      n      17-71      —     • 

et  il  est  clair  que  par  côté  du  polygone,  Ed.   Lucas  entend  ici. 
comme  dans  le  théorème  analogue  suivant,  le  nombre  7. 
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Or,  dans  la  terminologie  ancienne,  que  l'auteur  conserve  au 
reste  dans  l'énoncé  des  exemples,  le  côté  est  le  nombre  n,  tandis 
que  q  représente  le  nombre  des  angles  (ou  des  côtés).  Cette  ter- 
minologie doil  d'autanl  moins  être  modifiée  que  les  polygones 
comprennent  les  carrés,  et  qu'il  est  inadmissible  d'entendre  par 
cote  d'un  carré  le  nombre  4- 

Je  remarquée  la   page  suivante  (55)   une  autre   inadvertance. 

Exemple  AI.  —  Etant  donné  un  nombre,  trouver  de  combien 
de  manières  il  peut  être  polygonal.  11  suffit  de  diviser  le  nombre 
donné  par  les  triangulaires  successifs,  en  ne  conservant  que  les 
divisions  dans  lesquelles  le  reste  est  égalât;  triangulaire  du  rang 
précédent. 

Il  faut  lire,  comme  il  ressort  du  théorème  énoncé  ci-dessus,  au 
rang  du  triangulaire  suivant. 

Ed.  Lucas  eut  sans  doute  corrigé  les  lapsus  de  ce  genre  dans 
Y  Errata  de  son  second  Volume.  11  serait  à  désirer  que  ses  sa- 
vants amis,  qui  ont  assumé  la  tâche  de  publier  ses  manuscrits,  ne 
reculent  pas  devant  celle  de  reviser  soigneusement  le  premier 
Volume,  pour  faire  disparaître  les  quelques  taches  inévitables 
dans  une  œuvre  de  ce  genre. 

D'autre  part,  si  sur  les  sujets  si  variés  qu'il  a  abordés,  Ed.  Lucas 
a  cherché  à  être  complet  dans  rémunération  des  travaux  impor- 
tants qui  les  concerne,  s'il  a  fait  preuve  à  cet  égard  d'une  singu- 
lière érudition  et  si,  pour  les  recherches  des  contemporains,  son 
œuvre  est  riche  en  indications  précieuses,  ses  informations  histo- 
riques ne  doivent  souvent  être  admises  que  sous  bénéfice  d'inven- 
taire. Mais,  au  lieu  de  me  livrer,  à  cet  égard,  à  des  critiques  de 
détail  trop  faciles,  j'appellerai  l'attention  sur  la  reproduction 
(p.  176-177)  d'un  passage  de  la  Préface  des  cogitata  physicoma- 
thematica  de  Mersenne  (i644)  relatif  aux  nombres  parfaits. 
Il  résulte  de  ce  passage  d'après  Éd.  Lucas,  que  Mersenne  était 
en  possession  d'une  méthode  importante  dans  la  théorie  des 
nombres  premiers,  et  (pie  cette  méthode  ne  nous  serait  pas 
parvenue. 

Or,  ce  que  possédait  Mersenne  à  ce  sujet,  c'était  uniquement 
L'énoncé  de  propositions  qu'il  a  données  dans  son  Ouvrage  pos- 
térieur  Reflectiones  physicomathematica  de  i(>Ï7,  et  qui  peu- 
vent se  résumer  comme  suit  : 
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<(  Un  nombre  de  la  forme  i"  —  i  est  composé,  toutes  les  fois 
que  n  n'est  pas  de  la  forme  im  ±  i  ou  2m  : 

Cette  proposition  es!  vraie  empiriquemenl  \>ouv  n  <C  ~  i ,  mais 
on  n'en  sait  rien  de  plus. 

Éd.  Lucas  la  connaissait  parfaitement  |  je  La  lui  avais  sign 
il  v  a  quatre  ans);  je  pense  que,   s'il  ne  l'a  pas  insérée  à  la  su 
du  texte  de  Mersenne  qu'il  a  reproduit,   c'est  qu'il   l'a   résen 
pour  la  faire  figurer  au  nombre  (\i>>  proj  >ns  de  Fermai  qu'il 

a  annoncé  vouloir  commenter  à    la  suite    de   son  Ouvrage.   M 
j'estime  qu'à  cet  égard  il  était  dans  l'erreur  el  que  la  proposition 
en  question  n'appartenait  pas  à  Fermât,  mais  bien  à   Frenicle  et 
qu'elle  était,  de  la  part  de  ce  dernier,  une   réplique  à   la   célèbre 
proposition  erronée  du  géomètre  de  Toulouse,  que  les  oombi 
de  la  forme  a2"  +  i  sont  premiers. 

Dans  ces  conditions,  on  peut  douter  fortement  de  la  vérité  de 
la  proposition  dont  il  s'agit-  il  n'y  en  a  pas  moins  là  un  problème 
d'autant  plus  irritant  que  les  méthodes  fonl  défaut  pour  l'aborder 
de  face. 

Quant  à  cette  circonstance  que  Mersenne  ne  reconnaît  pas 
comme  premier  le  nombre  20i  —  1,  pour  lequel  cette  propriél 
été  récemmenl  établie,  on  peut  ne  pas  l'imputer  à  son  gara  ni  sur 
la  matière,  c'est-à-dire  à  Frenicle,  car  le  Minime  ne  comprenait 
pas  toujours  exactement  les  renseignements  qu'il  se  procurait  et 
les  reproduisait  assez,  souvent  avec  des  erreurs  «lu  genre  de  celle 
qu'il  a  pu  commettre  en  l'occurrence.  l'w  1     1  lnnery. 


FINE  (H.).    -The  number-system  of  Vlgebra  rasATEO  riiEORBricALLi  ind 
historically.   i  vol.  in-8°;  i\-i 'î  i   p.,  1890.    Boston  et  \.-\\  Jfork,    l 
Shewell  el  Sanborn. 

Ce  petit  Livre  comprend  deux  Parties  :  les  soixante  dix-huil 
premières  pages  constituent  un  résumé  concis  des  notions  et  pro- 
positions fondamentales  de  l'Analyse,  qui  part  de  1  idée  de  nombre 
entier,  el  qui  aboutit  à  la  définition,  au  moyen  d< 
dant  suivant  le-  puissances  entières  el  positives  d'une  variable 
complexe,  des  fonctions  exponentielles  el  circulaires. 
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Le  nombre  entier  positif  est3  pour  M.  Henry-B.  Fine,  le  fonde- 
m.ni  essentiel  de  L'Analyse;  les  nombres  négatifs,  fractionnaires, 
imaginaires,  son!  successivemenl  introduits  comme  des  symboles 
donl  les  propriétés  résultent  de  la  nécessité  de  conserver  les  pro- 
priétés fondamentales  des  opérations  sur  les  nombres  entiers;  il 
esl  certain  (|ue  celte  loi  de  permanence,  comme  l'appelle  l'auteur, 
(Tapies  IVacock  et  Hankel,  est,  en  effet,  la  raison  de  l'introduction 
de  ces  nombres  et  des  conventions  dont  ils  sont  l'objet . ;  mais  il 
n'est  pas  sûr  qu'elle  suffise  à  elle  seule,  au  point  de  vue  pédago- 
gique, à  rendre  parfaitement  claire  la  définition  des  nombres  né- 
gatifs, fractionnaires  et  complexes,  le  nombre  entier  étant  seul 
regardé  comme  donné,  et  il  est  à  craindre  qu'une  propriété  for- 
melle imposée  à  un  symbole  ne  suffise  pas  pour  en  éclaircir  la  si- 
gnification. Pour  les  nombres  irrationnels,  l'auteur  adopte  la  défi- 
nition donnée  par  M.  Mézay  et  par  M.  Heine.  Une  digression  sur 
la  représentation  graphique  des  nombres  réels  et  complexes,  faite 
en  vue  de  parvenir  à  une  démonstration  de  l'existence  des  racines 
dans  une  équation  algébrique  entière,  a  peut-être  l'inconvénient 
de  laisser  croire  que  cette  représentation  graphique  est  indispen- 
sable à  l'Analyse;  il  est  juste  de  reconnaître  que  la  commodité  de 
cette  représentation  est  incontestable,  et  que  la  suite  du  livre  de 
M.  Henry-B.  Fine  suffira  au  lecteur  pour  concevoir  comment  on 
aurait  pu  s'en  passer.  L'auteur  développe  ensuite  les  propositions 
indispensables  de  la  théorie  des  séries,  et  parvient  à  la  définition 
de  la  fonction  exponentielle  en  déterminant  les  coefficients  dune 
série  y^),  procédant  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  x  et  telle  que  l'on  ait 

f(x  +  z)=f(x)xf(z): 

la  fonction  exponentielle  engendre  ensuite  facilement  les  fonc- 
tions logarithmiques  et  circulaires. 

La  partie  historique  contient  des  renseignements  intéressants 
sur  les  sj  sternes  de  numération  en  usage  chez  les  peuples  anciens, 
tant  pour  les  nombres  entiers  que  pour  les  fractions,  sur  la  dé- 
couverte «les  nombres  irrationnels,  sur  les  origines  de  l'Algèbre 
el  l'introduction  des  nombres  négatifs  et  imaginaires;  le  dernier 
paragraphe  intitulé  Récognition  of  the purely  symbolic  charac- 
ter  of  Algebra  esl  principalement  consacré  à  mettre  en  lumière 
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les  services  qu'a  rendus  le  mathématicien  anglais  Peacock  (')  en 
introduisant  le  premier  la  conception  de  l'Algèbre  que  M  .  Henry-B, 
Fine  adopte  comme  définitive.  J.   T. 
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RÉSUMÉ  DE  QUELQUES  TRAVAUX  SUR  LES  SYSTÈMES  VARIABLES  DE FONC 
TIONS  ASSOCIÉS  A  UNE  FORME  DIFFÉRENTIELLE  QUADRATIQUE  < 

Par  M.  G.  RICCI, 

Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Padoue. 

1 .  Notions  et  définitions  générales  sur  1rs  systèmes  variables, 
—  Dans  l'Analyse  pure  aussi  bien  que  dans  ses  applications  à  la 
Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique,  il  \  a  souvenl  lieu  <!<■ 

considérer  des  systèmes  de  fonctions  de  n  variables  X\ .  ./ ■_. 

qui  peuvent  toutes  être  représentées  par  un  symbole  général 
Xr,...f,  dans  lequel  on  a  un  certain  nombre  d'indices,  qui  peuvent 
tous  prendre  les  n  valeurs  i ,  2,  .  .  . ,  n.  Si  le  nombre  des  uni: 
est  m,  nous  aurons  là  ce  que  nous  appellerons  un  système  de  fonc- 
tions à  n  variables  /rauple  ou  (Fortin-  m  et  les  n"'  fonctions,  dis- 
tinctes ou  non,  dont  il  résulte,  seront  les  éléments  du  système. 
Par  exemple,  nous  aurons  des  systèmes  simples  de  fonctions  à 
trois  yariables  en  considéranl  les  projections  d'un  vecteur  sur 
Mois  axes  coordonnés  ou  les  premières  dérivées  »l  une  fonction  de 
trois  variables.  Les  composantes  des  pressions  dans  la  théorie  de 
l'élasticité  et  les  coefficients  de  la  conductivité  dans  la  théorie 
analytique  de  La  chaleur  seront   les  éléments  de  deux  systèmes 


(•)  Arithmetical  end  symbolical    ilgebra  (i83o  e(   >v 

(3)  Sui  parametri  e  gli  invariant*  délie  forme  quadratiche 
(  [nnalidi  Matematica  pura  ed  applicata,  série  H.  t.  \i\  |. 

Délie  derivazioni  covarianti  e  controvarianti  e  del  /■■ 
applicata  {Studi  editi  dalla  Université  di  Padox  \memorartltoti 

Centenario  dalla  origine  délia  l  niversità  di  Bologna,  vol.  ni 

Sopra  certi  sistemi  di/unzioni  (  /•'<  i  delta  />     1 

seduta  del  20  gennaio  'SS|i ). 
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doubles,  bien  que,  dans  ces  cas,  le  nombre  des  éléments  distincts 
soil  siï  au  lieu  de  oeuf.  Les  coefficients  (lune  équation  linéaire  et 
1  » < » 1 1 1 « > l_; «" * 1 1 * ^  aui  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  //  variables 
seronl  les  éléments  d'un  système  simple  de  fonctions  de  ces  va- 
riables; ceux  (rime  expression  différentielle  quadratique  homo- 
gène seronl  les  éléments  d'un  système  double.  Nous  aurons  un 
exemple  d'un  système  znuple  à  //  variables  en  considérant  tontes 
les  dérivées  de  Tordre  m  d'une  fonction  de  ces  variables,  bien 
que  dans  cel  exemple  le  nombre  des  éléments  distincts  soit 
moindre  <jue  //"'.  A  ee  point  de  vue,  une  fonction  de  n  variables 
doit  être  regardée  comme  un  système  à  o  indices  ou  d'ordre  o. 

On  peut  appeler  un  système  de  fonctions  invariable,  lorsqu'il 
résulte  des  mêmes  éléments,  quelque  soit  le  système  des  variables 
indépendantes;  variable  dans  tout  autre  cas.  En  d'autres  mots, 
si  le  svstème  est  invariable,  lorsqu'on  change  les  variables  indé- 
pendantes, on  n'a  qu'à  remplacer,  dans  chaque  «dément  du  sys- 
tème, les  anciennes  variables  parleurs  expressions  en  fonction  des 
variables  nouvelles;  si,  au  contraire,  le  système  est  variable,  on 
aura  de  plus  à  exécuter  une  certaine  substitution  sur  les  éléments 
mêmes  du  système.  Il  s'ensuit  que,  pour  définir  complètement 
un  >\slème  de  fonctions,  il  faut  en  donner  les  éléments  pour  un 
système  déterminé,  quelconque  du  reste,  de  variables  indépen- 
dantes et  la  substitution  a-,  identique  ou  non,  qu'on  doit  appliquer 
à  ses  éléments,  lorsqu'on  applique  une  substitution  s  aux  va- 
riables indépendantes.  La  substitution  t  doit  être  unique  et  dé- 
terminée, lorsque  la  substitution  s  est  donnée,  mais  elle  peut  être 
rega.rdée  comme  tout  à  lait  arbitraire.  Toutefois  elle  sera  le  plus 
souvent  déterminée  par  la  signification  analytique,  géométrique, 
mécanique  ou  physique  des  éléments  du  svstème,  si  cette  signifi- 
cation se  rapporte  de  quelque  manière  aux  variables  indépen- 
dantes et  si  elle  doit  rester  inaltérée,  quelles  que  soient  ces  va- 
riable-. 

Si,  par  exemple,  le  système  résulte  des  premières  dérivées  d'une 
fonction  l  de  //  variables,  quel  que  soil  le  système  de  ces  variables, 
lorsqu'on  remplace  de-  variables  ./',,  x2 ''//  par  des  nou- 
velles variables  r, ,  y-, y,n  il  ne  suffil  pis  de  remplacer  les  x 

par  leur-  expressions  en  loneium  des    y  «tans  - — ,  — — ,  ...,  — — , 

I  I  dX\      ''r,  dxn 
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mais  il  faut  encore  remplacer  ces  éléments  par  les  éléments  -=-- » 

1  flYx 

d\J  dV  il,.. 

-. —  ?  .  ,  . ,  —, —  au  moyen  de  la  substitution 
dyi  dyn  J 

n 

dU     _  y^    d\     dx 
dyr        Amkt  dx,  dvr 

De  même,   si  nous  considérons   le  système  simple  qui  a  pour 

éléments  les  coefficients  d'une  équation 


\'     / 


df 

/      -  o, 
axr 


indépendamment   du    choix    des   variable-,    indépendantes,    nous 
aurons  un  système  variable  d'après  la  substitution 

1 

Ainsi  que  nous  l'avons  déjà  dit,  on  peul  concevoir  des  systèmes 
variables  d'après  des  substitutions  toul  à  fail  quelconques,  mais 
nous  allons  nous  occuper  seulemenl  de  deux  espèces  de  systèmes 
variables,  dont  on  peu t  reconnaître  !•'*.  types  dans  les  <1<mi\  exem- 
ples que  nous  venons  de  signaler,  et  que  nous  appellerons  respec- 
tivement covariants  el  contrevariants,  Nous  représenterons  les 
éléments  d'un  système  /wuple  par  une  même  lettre  affectée  de 
m  indices  placés  en  bas  ou  en  haul  selon  <pie  le  système 
covariant  ou  contre  variant.  Si  V.  ,  ,  ,  Y.  sonl  les  élé- 
ments  d'un  même  système  covarianl  selon  que  les  variables  indé- 
pendantes sont  #t,  .r-2 r„  on    r,,    ij ),.  en  pas 

des  uns  aux  autres  par  la  substitution 

Les  systèmes  contrevariants  jnuplw  seront,  au  contraire,  variables 


(')   \  moins  que  !<■  contraire  ne  soil  explicitement  annoncé,  n< 

rons  par  i.v,  v tm  les  sommatoires  dans  lesquels  chaque  in 

prendre  les  n  ^ aleurs  > ,   i,  ;.     •   .  n 
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d'après  la  subsl  itution 


•,r,...rm)  _  V1 


/■,/•,••.'•„/=  V  \  ^s-.^.'r^j  ivz? 


ffr/-,  ^         '</'• 


5,,,'  rfa?,,  dxSi         dxi 


Dans  cette  théorie,  un  système  d'ordre  o,  c'est-à-dire  un  sys- 
tème composé  d'un  seul  élément,  devra  être  regardé  comme  inva- 
riable. Nous  appellerons  invariants  toutes  les  expressions  abso- 
lument invariables  formées  avec  les  éléments  d'un  ou  de  plusieurs 
systèmes  variables  et  les  systèmes  d'ordre  o  seront,  par  consé- 
quent, des  invariants. 

Remarquons,  dès  à  présent,  que  : 

i°  Si  l'on  a  deux  systèmes  covariants  (ou  contrevariants)  du 

même  ordre  m,  par  exemple,  les  systèmes  Xr  r ,.m,  X^,.o ...,.„,, 

le  système  X,.  ..  ,.  -4-  X'.  ,.  ,.  sera  aussi  covariant  ou  contre- 
variant.  On  pourra  l'appeler  somme  des  deux  systèmes  donnés. 

2°  Si  l'on  a  deux  systèmes  covariants  (ou  contrevariants),  par 
exemple  Xrj r,...r  ,  X^iSî  <-5  ,  dont  les  ordres  sont  respectivement 
m  et  /?,  le  système  X,.  ra  r  .  X^  s  s  est  lui  aussi  covariant  (ou 
contrevariant)  et  d'ordre  m-\-p.  On  l'appellera  produit  des 
doux  systèmes  donnés. 

11  importe  et  il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si  un  système  va- 
riable peut  être  regardé  comme  somme  ou  comme  produit  d'un 
certain  nombre  de  systèmes,  cela  a  lieu  quel  que  soit  le  système 
des  variables  indépendantes. 

3°  Si  l'on  a  un  système  covariant  d'ordre  m,  Xr  r  r  et  un 
système  contrevariant  d'ordre/?  <<  m,  Y(r' r---/>),  le  système 

y  yirxr2...  r.,)\ 

esl  covariant  et  d'ordre  m — p.  Nous  dirons  qu'il  est  composé  des 
deux  systèmes  donnés,  qu'on  appellera  systèmes  composants. 
Puisque  les  indices /*<,  r2,  ...,  r»  peuvent  être  choisis  d'une  ma- 
nière quelconque  parmi  ceux  du  système  Xr  r  r  et,  après  les 
avoir  choisis,  on  peul  les  permuter  entre  eux  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  les  systèmes  donnés  donneront  lieu,  en  général, 
à  nt(m  —  i  » .  . . (m  —  />   \-  i  )  -\ sternes  composés  distincts. 
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Si  l'on  a  p  =  m  les  systèmes  composés  tels  que 

sont  des  invariants. 

Enfin  si  p  est  >>  m  les  systèmes  composés 

—  rx  /-3  ...  /'m   »  '     -V-,/-,  .../„, 

sont  contrevariants  et  d'ordre/?  —  ///. 

2.  Les  systèmes  variables  associés  à  une  forme  différen- 
tielle quadratique.  Dérivations  covariante  et  cont revariante 
selon  cette  forme. 

Dans  ce  qui  va  suivre  nous  allons  associer  les  systèmes  variables 
de  fonctions  de  11  variables  indépendantes  à  une  expression  homo- 
gène et  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  différentielles  de  1 
variables.  Nous  représenterons  par 

o  =  2rsars  dxrda 

cette  expression,  qu'on  pourra  appeler  une  forme  différentielle 
quadratique  à  n  variables,  cl  nous  supposerons  qu'elle  soil  irn  - 
ductible,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  une  forme  différentielle 

quadratique  à  m  variables  y, ,  y2 rw,  ///  étant  moindre  que  //. 

qui  devienne  identique  à  cp,  en  substituant  à  r, .  j  •_. r  cer- 
taines fonctions  de  x{1  #2, vn.  Comme  je  l'ai  démontj 

pour  que  la  forme  o  soit  irréductible,  il  esl  nécessaire  et  il  suffit 
«pie  son  discriminant,  que  nous  Indiquerons  par  a,  ne  soil  pas 
nul. 

Los  coefficients  ars  de  la  forme  cp,  que  nous  appellerons  forme 
fondamentale,  sont  les  éléments  d  mi  système  double  covarianl 
et  symétrique,  c'est-à-dire  tel  que  ses  éléments  correspondant  à 
des  différentes  permutations  des  mêmes  indices  sont  identique 
\u  contraire,  si  l'on  désigne  par  a  ri  les  coefficients  des  éléments 
ars  en  a  divisés  par  a}  les  </ "  sont  les  éléments  »l  un  système 
double  couticx  arianl  el  >\  métrique. 


(')  Ricci,   Principi  di  una   teoria   dell<    forn 
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A  l'aide  d'une  forme  fondamentale  o  on  peut  tirer  de  tout  sys- 
tème co  variant  \  „    un  système  contrevariant  de  même  ordre 

en  posant 

De  même  on  peut  tirer  de  tout  système  contrevariant  X^'^''^^^ 
un  système  covariant  de  même  ordre,  en  posant 

(B)  X/>,  /'*...  pm=  ^lqa...qmapiqlaPtqi-"apmqm^[qiq'"'qm)' 

La  résolution  des  équations  (A)  par  rapport  aux  éléments 
X    /)}  du  système  covariant  donne  comme  résultat  les  (B),  de 

manière  qu'en  partant  de  ce  dernier  système  pour  en  tirer  un 
système  contrevariant  à  l'aide  de  la  forme  <p,  on  retomberait  sur  le 
système  X}qiq*'"qm'.  Nous  appellerons  deux  systèmes  tels  que 
X.- _  <e  «  et  X(?i^-  " ,q,n)  réciproques  par  rapport  à  la  forme  ©, 
et  nous  signifierons  cela  en  écrivant 

X^^...^^R?(x7i7i...,7m),         ou         ^^.^^(X^'-î»1). 

Les  identités 

a{rs)=.  2pqa  i'r)a[ris)apq 

nous  disent  donc  que 

Puisque  nous  nous  rapporterons  toujours  à  une  même  forme 
fondamentale  cp,  pour  désigner  les  éléments  du  système  réciproque 
par  rapport  à  cette  forme  d'un  système  donné,  covariant  ou  contre- 
variant, il  nous  suffira  de  porter  du  bas  en  haut  ou  du  haut  en  bas 
les  indices  dans  les  symboles,  qui  représentent  les  éléments  de  ce 
dernier  système. 

Dans  ce  qui  suit,  si  x{ ,  x2-,  .  • .,  xn  ;  yK ,  y2,  .  . .,  yn  sont  deux 
systèmes  de  variables  indépendantes,  qu'on  peut  remplacer  les 
unes  parles  autres,  nous  représenterons  par  les  symboles  x(rpq"'\ 
r'"'  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque  de  la  variable  xr  par 
rapport  à  yp,  y(p  ...  et  respectivement  de  la  variable  ys  par 
rapport  à  xCl  x,n  ....  De  plus,  en  indiquant  par  Xr  rt...rmi 
^  r»r»,,r»  respectivement  les  éléments  d'un  système  covariant 
ou  contrevariant,  lorsqu'on  considère  comme  variables  indépen- 
dantes  les  a?,  nous  Indiquerons  par  (X;.  r      ,   ),  (Vfr,r'  •••''»'')  les 
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éléments  des  mêmes  systèmes  après  la  substitution  des  variables  x 
par  lesjK.  En  général,  Il  sera  entendu  que,  si  l'on  fa  il  usage  d'une 
certaine  notation  lorsqu'on  considère  les  x  comme  variables  indé- 
pendantes, pour  en  tirer  la  notation  valable  après  la  substitution 
des  y,  il  suffira  de  renfermer  les  symboles  entre  des  parenthèses. 

Il  est  utile  de  rappeler  ici  quelques  propriétés  des  formes  diffé- 
rentielles quadratiques  irréductibles  ei  la  méthode  par  laquelle 
on  peut  les  établir. 

En  considérant  le  système  des  coefficients  de  la  forme  différen- 
tielle <p,  on  a  les  formules 

et  l'on  en  tire 

Ciy  m  UXt 

Posons 

(l(trt  dcL5t  <ldrs 

dxs         dxr         dxt 
et  nous  aurons  les  équations 

dont  le  nombre  est    -  et  qui  résolues  par  rapporl  aux 

nous  donneront 

(i')  3^=2,t(a(*'0(«/>*,*)^  -   ^„,,/ '"\/,...,. 

En  dérivant  les  (i)  par  rapport  à  »v  el  en  ayant  recours  de 
nouveau  à  ces  équations,  on  en  tire 


"(  dpq,  m  ) 


Sr,(a  «  H  aP9t,      1 


dyi 
dont,  en  posant 

ddrs.t         <l'<ru.t 

(3)     art  su  -       ,  1  . 
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on  I  ire  enfui 

i    !    i  I  "/un,  i//l  —  ts/ii  '<  rt  .su  •'  ,.     •'  t       -'s     •'  u   • 

Le  système  art  su  (>sl  donc  un  système  quadruple  covariant,  et 
Ton  sait  que,  pour  que  la  forme  i  soit  la  transformée  d'une  forme 
à  coefficients  constants  (el  je  dis  alors  qu'elle  esl  de  classe  zéro)  il 
esl  nécessaire  ci  il  suffit  que  ce  système  soit  identiquement  nul. 

Les  éléments  art,Su  sont  liés  entre  eux  par  des  relations  linéaires, 

qui  réduisent  a  le  nombre  de  ceux  qui  sont  linéaire- 
ment indépendants. 

En  particulier,   si  l'on  a   n=  2,   on  a  à  considérer  seulement 

l'élément  ar2,\2  et  le  rapport    12,12  est  un  invariant  qu'on  peut  ap- 

peler  invariant  de  Gauss  et  qui  représente  la  courbure  totale  des 
surfaces,  dont  l'élément  linéaire  peut  être  représenté  parla  racine 
carrée  de  La  forme  cp. 

Si  l'on  a  n  =  3,  le  système  covariant  quadruple  que  nous  con- 
sidérons peut  être  remplacé  par  un  système  double  contrevariant 
et  symétrique.  Dans  ce  cas,  en  effet,  le  nombre  des  éléments  art,Su-> 
qui  ne  sont  pas  liés  par  des  relations  linéaires,  est  égal  à  six.  Si 
nous  convenons  de  regarder  comme  identiques  les  indices  congrus 
par  rapport  à  3,  on  peut  les  obtenir  tous  en  donnant  à  r  et  à  s  les 
valeurs  1,  2,  3  dans  l'expression  générale  ar+i  r+2,s+i  s+2  et  il  esl 
aisé  de  se  convaincre  que  le  système  double  et  symétrique 

U)  a<™>  = ! 

a 

est  contrevariant. 

Soit  Xr  r    <rm  un  système  covariant  quelconque.  Nous  aurons 

les  formules 

Si  on  les  dérive  par  rapport  àv  ,,  si  l'on  fait  usage  des  équa- 
tions (V)  pour  éliminer  les  dérivées  du  second  ordre  des  x  par 
rapport  aux  y.  el  que  l'on  pose 


]  '  m  •  l 

■J.    |  <  '" 


r,  ,  sn+t 
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on  parvient  aux  équations 

^M-^J^'v,... X,,,.,m.,.;/  ,■;[-  ...:r;i>:    . 

Nous  pouvons  donc,  à  l'aide  de  Ja  forme  fondamentale,  tirer  de 
tout  système  covariant  d'ordre  m  un  nouveau  système  de  même 
nature  d'ordre  m  -f- 1 ,  et  cela  par  des  opérations  exécutées  sur  les 
éléments  du  système  donné,   et  donl    nous  pourrons  considérer 
l'ensemble  comme  une  opération  exécutée  sur  l<-  système  même. 
Nous  appellerons  cette  opération,  qui  est  définie  par  les  formul 
(a),   dérivation  covariante  selon   la  forme   cp,  el    le   système 
X/-, ...... r      système  dérivé  du  système  X.r  r  mmmr    selon  la  même 

forme. 

D'une  manière  analogue,  si  l'on  a  un  système  contrevarianl 
^(rlri...rj ^  gj  pon  d£rîve  ]cs  équations 

par  rapport  à  jv,  et  si  l'on  a  recours  aux  formules 

et  à  celles  qu'on  lire  des  (i')  en  échangeant  les  variables  x  avec 
les  y  et  conséquemment  les  coefficients  ars  ilSiCr  les  (ars)  ••••  en 
posant 

^(<7,</2...<7m+1) 

=  y    a'/^'W.Y  'A"',J         "'-i-V      a         V   ,,  \  rm)\ 

on  parvient  aux  équations 

Par  l'opération  ((J)  on  peut  donc,  à  I  aide  de  la  forme  fonda- 
mentale, lirerde  toul  système  contrevarianl  d'ordre  m  un  système 
de  même  uature  d'ordre  m  H-  i .  Non-,  appellerons  cette  opération 
dérivation  contrevariante  selon  la  forme  -.  el  le  système 
^(r,/-,... /•„,, ,)  système  dérivé  du  système  X  selon  la  même 

forme. 

Comme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  un  système  d  ordre  o,  c  csl 
à-dire  un  système  résultanl  d  une  seule  fonction  \.  esl  un  in  va- 
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variant,  et,  par  suite,  on  peut  le  regarder  comme  un  trail  d'union 
entre  l<>s  systèmes  covariants  et,  les  systèmes  contrevarianls.  A 
l'aide  de  la  forme  fondamentale  il  est,  en  effet,  possible  d'en  tirer 
aussi  bien  un  système  simple covarianl  X.r  en  posant 

x,.=  ^, 

el  un  système  simple  conlrevariant  X(/)  en  posant 


\  '    =  Y   a 


dxs 


et  ces  formules,  qui  se  rapportent  au  cas  où  l'on  a  m  =  o,  peuvent 
être  regardées  comme  des  cas  particuliers  respectivement  des  (a) 
et  des  (j3). 

Comme  par  la  dérivation  covariante  selon  c?  nous  avons  tiré  du 
système  muv{v  X,.ir_  ,.j(i  le  système  (m  -f-  i)uPle  X;.irj ...rm+1,  on 
peut  de  même  tirer  de  ce  dernier  système  un  système  (m  -f-2)uple 
X,.  ,.  ,.  au  moyen  de  la  dérivation  covariante  selon  la  même 
forme  m  ou  selon  une  autre  forme  différentielle  quadratique  irré- 
ductible à  il  variables.  En  général,  p  dérivations  covariantes  suc- 
cessives respectivement  selon  les  formes  ©,  'i>,  .  .  .,  y  nous  con- 
duiront d'un  système  tfiuple  covariant  à  un  système  de  même  nature 
d'ordre  m  -\-  p.  Nous  écrirons 

pour  exprimer  que  le  système  X,.,..  ;.  +  a  été  tiré  du  système 
X,.  ,.  ,.  de  la  manière  indiquée.  Avec  une  notation  analogue 
nous  écrirons 

pour  exprimer  que  le  système  X}rir*"'rm'  a  été  tiré  du  système 
3£(r,r,...rmj  |)iir  ^,  dérivations  contrevariantes  successives  exécutées 
respectivement  -clou  -^,  -L,  ,  ..,v. 

En  appliquant  l'opération  (a)  au  système  des  coefficients  de  la 
forme  fondamentale,  on  trouve  (pie  les  éléments  du  système  dérivé 
sont  identiquemenl  nuls.  On  peut  donc  conclure  (pie  : 

Le  système  dérivé  selon  une  forme  fondamentale  du  système 
des  coefficients  de  cette  forme  est  nul. 
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13 es  formules  (a)  il  est  aussi  aisé  de  conclure  <|ii<'  : 

Le  système   dérivé  selon    une  forme  fondamentale  de   la 
somme  de  plusieurs  systèmes  est  égal  à  la  somme  des  sj  sternes 

dérivés. 

Si  l'on  a 

\  —  Y  / 

X''.  '■•:  •••  ''m     ~     '  '-i  ''i  •••  ' >/j/';>     I  ' )■     -         '  >»' 

on  a  aussi  d'après  les  (a  1 

En  généralisant  d'une  manière  connue  ce  résultat,  on  a  pour  la  dé- 
rivation des  produits  de  systèmes  une  règle  toul  à  fail  analogue  à 
celle  (jiii  régil  la  dérivation  dv>  produits  de  fonctions.  D'après 
celle  règle, 

Pour  dériver  selon  une  forme  fondamentale  quelconque  un 
système  covariant  produit  de  plusieurs  systèmes,  on  n'a  qu'à 
dériver  successivement  selon  l<i  même  forme  chacun  des 
systèmes  facteurs  sans  dériver  les  autres  et  à  ajouter  ensuite 
les  résultats. 

Considérons  à  présenl  un  système  covarianl  tel  que 

V  V  /    S,  V.  ...Su      \ 

A''i  '••:  ...  >■„, 'Si  *..  ...  Sp*>  >       '   -  -,    ■      • 

composé  de  deux  systèmes.  L  application  de  la  dérivation  cova- 
riante  selon  une  forme  fondamentale  3  el  la  substitution  des  dé- 
rivées des  éléments  des  systèmes  composants  par  leurs  expressions 
en  fonction  des  éléments  de  leurs  systèmes  dérivés  nous  conduira 
immédiatement  au  résu h ;ii  sui vanl  : 

Si  l'o/i  a  un  système  covariant  comp* 
et.  '&       >  h  rsdx ,  d.i\<  t,i  n  i  une  forme  fondamentale  qtn 


on  pose 


I  I        T.,  1 

I    '  T    I     /  '  / 

/>'////.  des  Sciences  niathém.,   •    série    i    \\  l      luin  i 
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on  a 

D,  v  \  —    v  y  su  s2 sp)  \ 


tp  r,  r,  . . .  /■ 


Sp  >l"(l'„,  . , 


y  ..v,.v.  ...y  ,  </    y 


lui  supposant  ///  =  o  le  système  X,.^.^,^  considéré  ci-dessus 
si>  réduit  à  un   invariant 

v  __  v  j(stsa...sp)  v 

et,  en  désignant  par  Xr  les  dérivées  de  X  par  rapport  aux  variables 
indépendantes,  on  a  comme  corollaire  la  formule 

A /         Lst  St  . . ,  Sp  ''  i     1  st  Si  . . .  sr  r  -r-  -Si  s,  ...  sF  1  '    '-.s-,  s,  . . .  sf,  r- 

Un  système  covariant  X..  ,.  ,.  peut  être  regardé  comme  corn- 
posé  de  son  système  réciproque  par  rapport  à  la  forme  fondamen- 
tale cp  et  du  système  d'ordre  2m,  av.fl,,;,. . .  .aSmJ,m,  produit  de  m 
systèmes  tous  identiques  avec  le  système  des  coefficients  de  cp.  Le 
système  dérivé  de  ce  dernier  selon  tp  est  donc  identiquement  nul 
et  la  proposition  précédente  nous  permet  encore  de  conclure 
que  : 

Les  systèmes  dérivés  de  deux  systèmes  réciproques  par  rap- 
port à  une  forme  fondamentale  cp  selon  cette  forme  sont  eux 
aussi  réciproques  par  rapport  à  cp. 

Ce  théorème  est  très  important  parce  qu'il  nous  permettra  de 
borner  nos  considérations  aux  dérivations  covariantes  et  de  dé- 
duire de  tout  théorème  relatif  aux  systèmes  variables  un  théorème 
réciproque  en  échangeant  entre  eux  les  mots  covariant  et  con- 
trevariant  et  les  symboles  correspondants.  Nous  laisserons  à  ceux 
tin i  voudront  porter  leur  attention  sur  cette  théorie  le  soin  d'é- 
noncer et  de  démontrer  les  théorèmes  réciproques  de  ceux  que 
nous  venons  de  démontrer  et  de  ceux  qui  vont  suivre. 

I  11  système  V  ,  ,.  et  une  forme  fondamentale  o  étant 
donnés,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  l'existence 
d'un  système  Y  ,      ,     tel  que  l'on  ait 

V,  /■        rm  H     -  D<p(  V.  /  .    .    /  ,„  I, 

.(,i,i  une  seule  el  même  chose  avec  les  conditions  d'intégrabilité 
du  système  (a  .  dans  lequel   les  fonctions   X,.,,... ..,.„,  sont  les  in- 


MÉLANGES. 


i~(» 


connues.  Or  les  (''([nations  (a)  dérivées  par  rapport   à  x,.m     nous 
donnent 


<l'rm    {dxrm+i  d.r, 


m 

i 

/// 

y  «<«.y  a,,,.m  ,'/v- 


2àrsf/.r~~i2à/,nr'"  '  '  r    '  ■■v,'+i 


fifa  ™     v^ 


En  ayant  recours  aux  Identités 


<i« 


p.< 


a.< 


—  a„r. 


'/>  '/-'v,,,  . 


—  au , 


des  formules  (a)  on  tire  aussi 


''V-,  ...r,     ,\r,     ,  ..  .  /•„,    _    v 


I    •  •  •  '  m  ■ 


—y  »  '"'  <>,»■„,  h,xril ,.  .,. 

/-i 
>      a<P7    "\    "  pXj 


i 


y     a  /"/  y    a,      .     ,\. 


I  I  I 


\  l'aide  de  *'<>s  équations  en  posanl 

i  »  pi  \  \ 
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on  |)iii\  ient  aux  formules 


dxrm  ,  dx, 


Y 


"i      !  '  ni 


..V  ,,,,V/^^_V    „„„,,..„ .,,„„..:,,x,. 


'•/-  i  •■>'•/  n  ...  /•„ 


1 

H-  «/-j  /„,    „  /■  Xri  ...rz_, srn  i ...  /•„,;•„,  H  ) 

-H  Y     a(rs,arw  ,/•„,. .:.,-X/v.:.../-„..v 

*■  r.s- 

-h  Y         a  ■/"/  a(«)V     «,.,,.,„.,  -■",vwi,/,^..,v,fl!1...n^/'„,..^ 

dans  lesquelles  j'ai  désigné  par  S^/  une  somme,  qui  doit  com- 
prendre lous  les  termes  <pie  Ton  peut  tirer  du  terme  général  en  y 
remplaçant  hl  par  toutes  les  combinaisons  simples  deux  à  deux 
des  nombres  i ,  2,  3,  .  . .  ,  m. 

En  soustrayant  de  la  formule  précédente  celle  qu'on  en  tire  en 
échangeant  entre  eux  les  indices  rm+i:  /'w+2i  on  parvient  enfin 
aux  formules 


(Y) 


f'm  rni  t  ;  rn>  |  1 


m 

\        =^a{rS)^ia>'ri,rm+trm+iXri...rl-.is, 

\  rs  1 


•■  n-i*ri+t  •••  '"»»• 


Gomme  nous  l'avons  déjà  remarqué,  si  L  est  un  invariant  ei  m 
une  lui  nie  fondamentale,  et  m  l'on  pose 


D«i  U)  =  U,. 


mi  .i 


u,.= 


rfl 


En  posant 


dxr 
D?i  l  ,.>    I  DW(U  1       U,.,, 
on  a  aussi,  d'après  les  (  x  ), 


dx,.dxs      2àa'8^ 


el  par  conséq  uenl 


U,.,.— l'w 
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Ces  foi-mules  peuvenl   être  regardées  comme  un  cas   particulier 
des  (v)  pour  m  =  o. 

Si  la  forme  fondamentale  est  de  classe  o,  les  seconds  membres 
des  (y)  disparaissent  el  l'on  a  les  formules 

V  _   V 

'     '  i  '  ■:  •     ■  >  m     \  '  m  ■  î  >'i  >'i   ■  ■  ■  l  ,,t  '„,     .'/,i-  i 

Doue,  un  système  V.  ..      ..  ,.       étant  donné,  et  ^  étant  une 
forme  fondamentale  de  classe  o,  pour  qu'il  existe  un  système 

\ ,  ..      ,.    tel  que  Von  ait 

-V,  r.:  .../•„,     ,  I  >rl    \/  ,  ,-_     .    , ■„,  I. 

en  posant 

il  est    nécessaire   et    il    suffit   que    les    éléments   du    systi  me 
Xr  r  ...r      soient  symétriques  pur  rapport  aux  deux  derniers 

indices. 

\\.  Les  invariants  d' une  forme  fondamentale  et  des  systèmes 
associes.  —  Le  problème  de  déterminer  toutes  les  expressions 
indépendantes  absolument  invariables,  qu'on  peu!  former  avec  les 
coefficients   d'une   forme  différentielle   quadratique   irréductible 
à  //  variables,  avec  leurs  dérivées  el  avec  les  dérivées  il  nue  ou  de 
plusieurs  fonctions  de  ces  variables  jusqu'à  un  ordre  donné,  n  a 
jamais  été  abordé,  et  la  méthode  donl  Jacobi  a  fail   usage  le  pre- 
mier el  que  M.  Beltrami  a  si  savamment  généralisée  pour  démon- 
trer l'invariabilité  de  L'expression  A.  I    esl  indirecte  el   u<'  laisse 
pas  apercevoir  commenl  elle  pourrail  être  appliquée  à  La  résolu- 
tion «lu  problème  général,  que  |(    viens  d'énoncer.  L  algorithme 
que  j'ai  introduit  dans  le  numéro  précédent  est,  au  contraire,  évi- 
demment propre  à  la  résolution  d'un  problème  même  plus  g<  lie- 
rai,  c'est-à-dire  <lu   problème  suivant    :   Déterminer  toutes 
expressions  indépendantes,  absolument  invariables,  que  Ion 
peut  former  avec  les  coefficients  dune  forme  diff<  n  ntielle 
quadratique  irréductible  z  à  n  variables,  avec  /  s 
d'un  ou  de  plusieurs  systèmes  variables  donnt  s 
ces  mêmes  variables  et  avec  les  dérivées  de  tout*  s      tj  ns 

jusqu  à  un  ordre  donné  m.  En  effet,  nous  allons  voir  qu  à  I  aide 
de  la  dérivation  covariante  selon  la  forme  fond  micntale  -  ce  pi 
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blême  est  réduit  au  problème  puremenl  algébrique  de  la  déter- 
m  in  a  lion  de  tous  les  invariants  absolus  d'un  système  de  formes 
covariantes. 

D'après  une  remarque  que  nous  avons  faite  dans  le  n°  2,  nous 
pouvons  nous  borner  à  considérer  des  systèmes  covariants.  Si, 
lorsqu'on  considère  comme  indépendantes  des  variables  .r,  ces 
systèmes  sonl  A,,-...,  Br,...  et  que  l'on  remplace  les  ./•  par  des 
nouvelles  variables  indépendantes  y,  et  que  1  esi  une  des  expres- 
sions invariables  cherchées  ou,  comme  nous  dirons,  un  invariant 
absolu  des  systèmes  donnés  associés  à  la  forme  ©,  l'équation 

qui  doit  devenir  identique  par  l'élimination  des  variables  x  ouj, 
résultera  de  L'élimination  des  dérivées  des  différents  ordres  des  x 
par  rapport  aux  y  entre  les  équations,  qui  expriment  les  fonctions 
(ars)i  (A-r*...)»  (Bw...)î  •••'  e'  'Cl|rs  dérivées  par  rapport  aux 
variables  y  jusqu'à  l'ordre  ni  en  fonction  des  arSi  Aw...,  Br5...  cl 
de  leurs  dérivées  des  mêmes  ordres  par  rapport  aux  x.  Récipro- 
quement toute  équation,  qui  est  une  conséquence  de  ces  dernières, 
et  qui  ne  contient  pas  les  dérivées  des  différents  ordres  des 
variables  x  par  rapport  aux  y  pourra  être  réduite  à  la  forme  (1)=  I 
et  nous  fera  connaître  un  des  invariants  cherchés.  Remarquons 
encore  que,  ainsi  qu'il  résulte  des  formules  (a),  les  dérivées  des 
éléments  d'un  système  invariant  peuvent  être  exprimées  par  les 
éléments  mêmes,  par  les  éléments  du  système  dérivé  selon  cp,  par 
les  coefficients  de  a>,  et  par  les  dérivées  du  premier  ordre  de  ces 
coefficients.  En  général,  les  dérivées  d'un  ordre  quelconque  p 
des  éléments  d'un  système  A/ç...  peinent  être  exprimées  par  les 
éléments  du  système  même,  par  ceux  des  />  systèmes  qu'on  peut 
en  tirer  par/?  dérivations  covariantes  successives  selon  cp,  par  les 
coefficients  de  a  et  par  les  dérivées  de  ces  derniers  jusqu'à  Tordre/?. 
Nous  pouvons  doue  regarder  toute  équation  (  l)  =  l  comme  résul- 
tante de  l'élimination  des  dérivées  des  ordres  i ,  2,  ...,///,  m  -f-  î 
des  ./•  par  rapport  aux  y  entre  les  équations  qui  expriment  les 
coefficients  (ars)  <•!  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  m  par  rapport 
aux  y  par  les  ars  el  leurs  dérivées  des  mêmes  ordres  par  rapport 
aux  ./'.  en  y  joignant  les  équations  qui  expriment  les  éléments 
des  systèmes  |  \,        .  i  l>,,     )  el  <\>'^  >\-ièm<'  s  qu'on  en  lire  par  m 
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dérivations  covariantes  successives  scion  cp  en  fonction  des  élé- 
oients  des  mêmes  systèmes  rapportés  aux  \ari;ddes  ./•.  Va  puisque 
ces  dernières  équations  contiennent  seulement  les  dérivées  du 
premier  ordre  des  x  par  rapport  aux  w  L'élimination  des  dérn 
des  ordres  supérieurs  aura  lieu  seulemenl  entre  les  premières.  En 
outre,  puisqu'on  ;i 

dcbrs 


dxt 


—  art,s  "+-  "st.i 


nous  pouvons  concevoir  de  substituer  partout  en  I  aux  dérivées 
du  premier  ordre  des  ars  les  artiSi  et  il  résultera  alors  du  système 
d'équations  (i)  du  n°  2,  ou  du  système  équivalent  u'i.  qui  est 
résolu  par  rapport  aux  .rl!"/  ,  l'impossibilité  d'éliminer  ces  der- 
nières fonctions  sans  joindre  au  système  même  ceux  qui  donnent 
les  dérivées  des  ordres  supérieurs  des  (ctPq)  par  rapport  aux 
variables  y  en  fonction  des  ars  et  de  leurs  dérivées  par  rapport 
aux  x.  On  peut  subsistuer  aux  dérivées  du  deuxième  ordre  des 
(cipq)  celles  du  premier  ordre  des  (a™  m)  et  nous  aurons  alors  à 
considérer  le  système  (  2)  du  n°  2.  Ce  dernier  système  d'équations 
peut  être  regardé  comme  résultant  de  deux  s \  - 1  < ■  m  1  -  st-à-dire 
d'un  système  résolu  par  rapport  ;mx  ./'/'//  et  du  système  .  dont 
les  .r\!",h  sont  éliminées.  Les  nouvelles  dérivations  du  premier 
système  nous  donneraient  seulement  les  dérivées  des  ordres  suc- 
cessifs des  ./•  par  rapport  aux  r,  ei ,  par  suite,  nous  aurons  à  consi- 
dérer .seulement  le  système  (2')  et  ceux  qu'on  peut  eu  tirer  par  la 
dérivation  et  dont  il  faudra  éliminer  chaque  lois  les  ./•.''  à  I  aide 
des(i'). 

L'analyse  que  nous  avons  instituée  \\mi^  .1  doue  tout  sim- 
plement conduil  à  [oindre  à  la  forme  ^  el  aux  formes  cova- 
riantes ayant  pour  coefficients  les  éléments  des  systèmes  donnés, 
des  autres  Cormes  covariantes  ayant  pour  coefficients  les  éléments 
do  systèmes  dérivés  par  m  dérivations  covariantes  successives 
selon  a,  et,  en  outre,  si  ///  est  -  1  et  si  La  forme  p  n\  -1  pas  de 
classe  o,  les  formes  ayant  pour  coefficients  les  éléments  du  sys- 
tème iirsji,  définis  par  les  équations  l  >  du  n°  -  et  les  éléments 
des  systèmes  dérivés  de  ce  dernier  par  m  ■  dérivations  cova- 
riantes successh es  ?elon  -. 

S'il  s'agit  de  déterminer  les  invariants  absolus  des  syslèm 
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de  ni  variables  associés  à  une  forme  différentielle  quadratique 
binaire  cp,  nous  pouvons  substituerai!  système  quadruple  cova- 
riant  drs  tu  l  invariant  de  Gauss 


G 
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(( 


I  )e  même  pour  les  s\  stèmes  à  trois  variables  associés  à  une  forme 
ternaire  cp,  on  pourra  considérer  au  lieu  <lu  système  CLr$  tu  'r  système 
douille  contrevarianl  défini  par  les  équations  (4)  du  n°  2  ou  son 
système  réciproque  par  rapport  à  co. 

Si  la  forme  fondamentale  cp  est  de  classe  o,  nous  n'aurons  pas 
à  considérer  le  système  ars  iu  el  pour  obtenir  tous  les  invariants 
absolus  indépendants  d'ordre  m.  qu'on  peut  former  en  associant 
■a  cd  certains  systèmes  covariants,  il  suffira  de  déterminer  tous  les 
invariants  absolus  communs  à  »  et  aux  formes  covariantes  ayant 
pour  coefficients  les  éléments  des  systèmes  donnés  et  de  ceux  qu'on 
peut  en  tirer  par  ///  dérivations  covariantes  successives  selon  cp. 

On  peut  appeler  invariants  absolus  d'ordre  ///  d'une  forme 
différentielle  quadratique  irréductible  ce  les  invariants  absolus 
d'ordre  ///  qui  contiennent  seulement  les  coefficients  de»  (M  leurs 
dérivées.  A  propos  de  ces  expressions,  qui  se.  rattachent  à  des  pro- 
priétés absolues  des  variétés,  dont  l'élément  linéaire  peut  être 
représenté  par  y  »,  nous  venons  d'établir  les  propositions  suivantes 
en  partie  déjà  connues  : 

i°  Les  ('ormes  de  classe  o  n'ont  pas  d'invariants  absolus. 

2°  En  tout  cas  il  n'y  a  pas  d'invariants  absolus  de  premier 
ordre,  et  l'on  obtient  tous  les  invariants  absolus  d'ordre  m,  ni  étant 
>>  i,  en  déterminant  tous  les  invariants  algébriques  absolus  com- 
muns à  la  forme  »  et  à  celles  qui  ont  pour  coefficients  les  éléments 
du  système  ars  tll  et  ceux  des  systèmes  qu'on  peut  tirer  de  ceci 
par  ni  —  •>.  dérivations  covariantes  successives  selon  ». 

En  particulier,  pour//  =  2,  ces  expressions  coïncideront  avec 
les  invariants  absolus  d'ordre  m  —  ■>.  (pion  peut  former  en  asso- 
ciant à  "^  I  invariant  de  Gauss  el  I  on  parvient  ainsi  au  même  résul- 
tat, qui  forme  l'objet  d'un  beau  Mémoire  *!<■  M.  Casorati  ('). 


fondamentale  /><i    /<>  studio  di  <<n<i  certa  classe   di  propriété 
délie  superficie  curve  {Annali  di    Matematica  /min  ed  applicata  diretti  da 
•    I  orlolini,  Loin i  [II  e 
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La  solution  du  problème  bien  connu,  de  déterminer  tous  les 
invariants  communs  à  deux  formes  algébriques  covarianles,  dont 
l'une  est  quadratique  el  l'autre  est  bilinéaire,  nous  donne  en  même 
temps,  d'après  les  résultais  précédents,  la  solution  du  problème 
de  déterminer  tous  les  invariants  absolus  du  premier  ordre,  qu'on 
peut  obtenir-  en  associante  une  forme  différentielle  quadratique  a 
irréductible  à  //  variables  un  système  simple  covarianl  \,  <!<•  ces 
variables,  ou  ions  les  invariants  absolus  du  second  ordre,  qu'on 
peut  obtenir  en  associant  à  la  même  forme  une  fonction  des  variables 
indépendantes.  I);ms  le  premier  cas,  si  l'on  pose 

Dç(Xr)     iX,„ 

oji  a  en  particulier  I  invariant  du  premier  ordre 

i=V„-  \,„ 

rs 

doni  l'expression  peut  être  aisémenl  réduite  à  la  forme 

,  _    !    V'/,v  "x 

En  supposant  <|ue  le  système  \,  résulte  des  dérivées  <l  une 
fonction  U  par  rapport  aux  xn  nous  avons  dans  cette  dernu 
formule  une  expression  bien  connue,  due  à  M.  Beltrami,  du  para- 
mètre différentiel  A2U.  Dans  cette  hypothèse,  la  première 
expression  que  nous  venons  de  donner  pour  I  r>i  donc  une 
uouvelle  expression  de  ce  même  paramètre,  qui  se  présente  ainsi 
comme  faisanl  partie  d'un  groupe,  du  reste  inconnu  jusqu  ici,  de 
paramel res  «lu  deu \ lème  < >rdre. 

Supposons  -i  présenl  le  système   V-  quelconque,  n        i  el  que 
^  $  soii  une  expression  propre  de  I  élémenl  linéaire  de  I  esp 
cucl  ni  uni.  Si  nous  désignons   par  ./  .   i  .  s  les  coordonnées  carié- 
siennes  orthogonales  de  cel  espace,  par  X.,  Y,  Z  les  éléments  i  or 
respondants  du  système  simple  donné,  on  .1 

,/\       rf]  / 

Les  expressions  générales  de  I  donm  es  plus  liaul  >"ni  donc  des 
expressions  en    coordonnées   curvilignes  quelconques  de  ce  in- 
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QÔme,  qui  joue  un  rôle  si   importa  ni  dans  un  grand  nombre  de 
questions  géométriques  physiques  el  mécaniques. 

\  Quelques  applications  des  méthodes  exposées.  — ■  A  mon 
avis,  les  méthodes  de  dérivation  covariante  el  contrevariante  selon 
une  forme  fondamentale  m  nous  donnent  les  éléments  d'un  calcul 
différentiel  invariant  if  ;  c'est-à-dire  d'une  partie  nouvelle  du 
(-aïeul  différentiel,  qui  esl  particulièrement  propreà  traduire  en 
formules,  de  la  manière  la  plus  simple,  toutes  les  propriétés  et 
le^  recherches  qui  sont,  par  leur-  nature,  indépendantes  du  elioix 
des  coordonnées  dans  La  variété,  dont,  l'élément  linéaire  peut  être 
représenté  par  y/^;  quelquefois  même  de  la  nature  de  cette 
variété.  Par  des  mots  que  j'emprunte  à  M.  Lamé  ('),  on  peut 
dire  que  les  formules  auxquelles  on  parvient  par  ees  méthodes 
sont  plus  essentielles,  plus  simples  et  en  même  temps  plus  com- 
plètes que  celles  auxquelles  on  parvient  par  le  Calcul  différentiel 
ordinaire.  Je  vais  donner  quelques  exemples  et  quelques  applica- 
tions à  l'appui  de  ce  que  je  viens  d'affirmer. 

Dans  mon  Mémoire  déjà  cité  et  ayant  pour  titre  Principi  di 
una  teoria  délie  forme  differentiali  quadratiche,  j'ai  proposé 
une  classification  des  formes  différentielles  quadratiques  irréduc- 
tibles, d'après  laquelle  une  forme®  à  n  variables  est  dite  être  de 
première  classe,  lorsque  la  variété,  dont  \J cp  représente  l'élément 
linéaire,  est  contenue  dans  une  variété  euclidienne  à  n  -\-  i  di- 
mensions, et  j'ai  démontré  que,  pour  qu'une  forme  donnée  cp  soit 
de  première  classe,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit  possible  de  déter- 
miner un  système  double  et  symétrique  dont  les  éléments  brs  sa- 
tisfassent : 

i°  \u  système  d'équations  algébriques 

1  I  !  bribsu  —  brubst  =  art,/,,- 

les  fonctions  arSjtu  étanl   définies  par   les  équations  (3)  du  n°  2. 

2°  A  un  système  d'équations  différentielles  du  premier  ordre, 

qui,  dans  le  Mémoire  cité,  esl  marqué  par  le  n"  (II).  En  posant 

Dy(brs)     -l'rsr 
(')  Leçons  sut  les  coordonnées  curvilignes,  i  \\. 
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ce  dernier  système  prend  la  forme  très  simple 

(If)  brst  =  brtsi 

et  nous  dit  que  le  système  6 rJf  doit  être  symétrique  ('). 

Si  l'on  a  n  =  2  ou  n=  3,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire 
aux  équations  (I);  et,  dans  le  cas  de  n  =  2,  il  est  ai-<;  de  recon- 
naître que  les  équations  (11)  ne  sonl  que  les  formules  de  M.  Co- 
da zzi. 

Il  résulte  évidemment  de  leurs  définitions  qu'un  invariant  ou 
un  système  variable  (covarianl  ou  contrevariant)  doil  être  identi- 
quement nul  quel  que  soit  le  système  des  variables  indépendante  9, 
s'il  l'est  pour  un  système  particulier.  Comme  d'ailleurs  les  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  auxquelles  on  parvient  dans  les 
applications  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  el  à  la 
Physique  sont,  par  leur  nature,  indépendantes  du  choix  <!<•-.  coor- 
données, il  est  toujours  possible  de  mettre  en  évidence  cette  pro- 
priété en  donnant  aux  membres  «le  ces  équations  une  forme  invar 
riantive,  c'est-à-dire  telle  qu'ils  soient  ou  des  invariants  ou  des 
éléments  de  systèmes  variables  <le  même  nature  et  du  même  ordre. 
Pour  s'assurer  qu'un  certain  système  d'équations  1  E  I  en  coordon- 
nées quelconques  x  esl  le  transformé  d'un  système  (e)  donné 
et  qui  se  rapporte  à  un  système  particulier  de  coordonnées^,  il 
suffit  de  reconnaître  sa  nature  invariantive  el  qu  il  s  identifie  ,i , 
le  système  (e)  lorsque  les  variables  x  s'identifient  avec  le»  r.  Celte 
remarque  me  permettra  de  me  passer  de  toute  démonstration  des 
résultats,  que  je  vais  exposer  el  dans  lesquels  je  supposerai  que, 
m  étant  la  forme  fondamentale  du  n  '  -,   \  -   soil  l'expression   de 


(')  M.  Killing  dans  le  Literaturnac/uveis,  qui  suit  son  Livre  Die  nichtcukli- 
dischen  Raumformen,  a  fait  remarquer  qu'un  théorème,  que  j'ai  énoncé  dans  le 
n"  ,'i  de  ce  Mémoire,  n'esl  pas  juste.  Il  esl  parfaitement  dans  !<•  vrai,  et  c'est  sur 
une  méprise  l > ■  <- n  singulière,  el  qu'il  esl  très  facile  <!<•  relever,  <|n<"  se  fond 
démonstration,  < 1 1 1  < -  je  croyais  avoir  donnée  de  ce  théorème,  l'  apn  -  re  th<  on  me, 
je  n'avais  p.i^  à  considérer  <\r<  formes  de  première  classe,  pour  lesquelles  le  dé 
terminant  B,  qui  .1  les  éléments  /',,,  serait  nul,  et,  par  sotte,  je  ne  pouvais  pas 
m'apercevoir  que  la  conclusion  a  laquelle   je  suis  arrivé  dans  le  même  nuim  ro, 

sur  l'impossibilité  de  déformer  *-.m>  altérai les  longueurs  et  des  angl<  s,  une 

variété  de  //  dimensions,  //  étant  qui   n'esl   pas  euclidienne,   mais  qui  esl 

contenue  dans  une    variété    euclidienne  avec   une  dimension  de   plus,  1 
l'exception  indiquée  par  M.  Killing  dans  son  Livre     p       x       a r  dans  ce  cas  d    * 
ception  !«•  déterminant  I!  esl  précisément  nul. 
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I  élémenl  linéaire  de  l  espace  plan  à  trois  dimensions  en  coor- 
données curvilignes  quelconques  ./'|,.r,,  ./:(. 

i"  Equations  des  lignes  de  courbure,  des  directions  conju- 
guées et  des  lignes  asymptotiques  sur  une  surface.  —  Soit 

I  équation  d'une  surface  ci  posons 

Puisque  les  différentielles  des  variables  indépendantes  sont  les  élé- 
ments (I  un  système  contrevariant,  en  désignant  par  o  le  rayon  de 
courbure  principale,  < 1 1 j i  se  rapporte  à  un  système  de  lignes  de 
courbure,  les  équations  de  ce  système  seront 

^s(" rs  -+-  02r,  )  dxs  =  O. 

Si  l'on  représente  par  dx^  d.r.^  dxs  ;  o./1,,  o. /•;_>,  ox3  deux  dé- 
placements selon  deux  directions  conjuguées  sur  la  surface,  ils 
sont  liés  entre  eux  par  l'équation 

2/vs  xrs  dxr  8.rs  =  o. 
En  posant 

D?(H)^H„        Dw(/)    !/„, 

mu  a  i  n"  2) 

*r,  =  H//.,-|-  11,/,.. 

On  peut  donc  donner  l'équation  des  directions  conjuguées 
même  sons  la  forme 

-rsfrsdx,.  %XS  =  O. 

L'équation  des  lignes  asymptotiques  sera,  par  conséquent. 

Zrsfrsdxrdxs  =  o. 

2°  Equations  générales  de  l'élasticité,  —  En  désignant  par  o 
la  densité  d'un  corps  élastique,  par  \\  el  \/A-  les  (déments  de 
deux  systèmes  covariants  qui,  dans  le  cas  des  coordonnées  curvi- 
lignes orthogonales,  s'identifient  respectivement  avec  les  systèmes 
des  composantes  d<-  la  force  appliquée  aux  différents  points  du 
corps  el  des  forces  élastiques,  el  en  posant 

Df(X,.,)       V,., 

les  équations  générales  de  l'élasticité  «m  coordonnées  curvilignes 
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quelconques  sont 

3°  Équations  du  mouvement  et  de  V équilibre  de  la  chaleur 
dans  V intérieur  d' un  corps.  —  Désignons  par  ctrs<  les  éléments 
d'un  système  contrevariant,  qui  s'identifient  avec  les  coefficients 
de  conductibilité  de  la  chaleur  dans  un  corps  quelconque,  lorsque 
les  variables  x  s'identifient  avec  des  coordonnées  rectilignes  ortho- 
gonales. En  désignant  par  T  la  température  et  en  posant 

s 

le  système  F^  sera  aussi  contrevarianl  el  s'identifiera  avec  le^ 
(lux  selon  les  axes  coordonnés,  lorsque  les  x  seront  <!•■-;  coor- 
données rectilignes  orthogonales.  Donc 


I    y  d(/a  I  ,/t  y.  '/(  \  "  v^l 

Jït  jhmi         (l.rr  dt  ^m*  <l.r , 


seront  respectivement  les  équations  du  mouvement  <ii  de  l'équi- 
libre de  la  chaleur  en  coordonnées  toul  .1  fail  générales. 

En  revenant  sur  cet  argument,  j'espère  pouvoir  mettre  en  évi- 
dence les  avantages  (juc  présentent  les  méthodes  de  dérivation 
co variante  ou  contrevariante  selon  une  forme  fondamentale 
comme  méthodes  de  recherche.  En  attendant,  je  ne  puis  pas 
me  passer  de  remarquer  ici  que,  bien  que  les  équations,  auxquels  - 
on  parvient  par  ces  méthodes  en  parlant  de  celles  que  I  <»n  établil 
directement  pour  l'espace  euclidien  en  coordonnées  rectilign 
doivent  être  considérées  comme  démontrées  seulement  pour  cet 
espace,  leur  forme  esl  toul  à  fail  indépendante  de  la  nature  de 
l'espace,  c'est-à-dire  de  la  forme  fondamentale.  En  outre,  comme 
•  mi  laissant  toul  à  fail  arbitraires  les  coefficients  ars  de  cette  forme, 
>;i  nature  entre  en  jeu  seulement  lorsqu  on  a  .1  considérer  le  sj 
tème  ars  tu,  qui  <'s'  du  second  ordre   par  rapport  aux  et  ses 

systèmes  dérivés,  s'il  s'agil  d'équations  du  premier  ordre  par  rap 
port  aux  arS)  elles  semblent  être  le  point  de  départ  le  plus  naturel 
pour  étendre  aux  espaces  d'une  nature  quelconque  à  trois  dimen 
sions  les  recherches,  don I  elles  sonl  la  traduction  analytique  pour 
I  espace  euclidien . 


igo  PKE^flÈHE   PAKTFE. 

SUR   UNE    SURFACE   DE   RÉVOLUTION    DU    QUATRIÈME    DEGRÉ 
DONT  LES  LIGNES  GËODÉSIQUES  SONT  ALGÉBRIQUES; 

Par    M.  Jules  TANNERY. 

Dans  la  Noie  \\  <ln  Traité  de  Mécanique  de  Despavrous, 
M.  Darboux  adonné  une  méthode  pour  obtenir  les  surfaces  de 
révolution  donl  les  lignes  géodésiques  sont  fermées.  En  appliquant 
celle  méthode,  j'ai  rencontré  la  surface  donl  L'équation  <'si 

[6a2(#2-+-^2 1  —  z*(  2  a*  —  s2); 

les  lignes  géodésiqnes  de  celle  surface  sont,  non  seulement  fer- 
mées, niais  encore  algébriques. 

Les  calculs  qui  permettent  de  vérifier  ce  lait  sont  d'une  nature 
trop  élémentaire  pour  qu'il  vaille  la  peine  de  les  développer  ici; 
je  me  contenterai  d'indiquer  les  résultats. 

La  surface  présente  un  point  conique  à  L'origine  et  se  compose 
de  deux  parties  symétriques  par  rapport  au  plan  des  x,  y\  il  suf- 
fira de  considérer  l'une  d'elles,  celle  du  bas,  par  exemple,  qui  a 
la  forme  d'une  poire  allongée  dont  la  pointe  serait  tournée  vers  le 
liant.  Le  plan  du  parallèle  maximum  a  pour  équation  z  =  —  a.  Si, 
en  conservant  l'axe  des  z,  on  prend  pour  plan  des  x,y  ce  plan  du 
parallèle  maximum,   on  reconnaît  que  les  différents  points  de  la 

surface  s'obtiennent  en  faisant  varier  //  de  —  -  à  -4 —  et  0  de  o  à 

2  2 

211  dans  les  formules 


X  =    —  COS  II  COS  8, 

» 

a  . 

Y  =  -  cos  «  sintt, 

u         .     u 

-  a  \  i  —  cos  -  -+-  sin  — 

2  2 


L'élément  linéaire  de  la  surface  est  alors 

,ls-    -     -  [(2       sin  u  )-(lu-      cos2«  (H)1 1. 

ei  l'équation  différentielle  des  Lignes  géodésiques  est 

//h        cos  y.         2  -■   vin  u 
du        omu  /sin«a  —  sin2« 
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en  désignant  par  a  l'angle  sous  lequel  la  li^m-  géodésique  coupe  le 
parallèle  maximum. 

L'intégration  se  fail  sans  peine  au  moyen  de  la  substitution 

sin  u  =  >-in  a  sin  s . 

et  la  même  substitution  permet  de  rectifier  la  courbe. 

On  parvient  ainsi  aux  équations  suivantes  dont  l'une  ou  l'autre 
peut  définir  la  ligne  géodésique  (|ui  passe  par  le  point  où  l;i  partie 
positive  du  nouvel  axe  des  x  rencontre  la  surface  :  la  constante 
d'intégration  a,  en  effet,  été  déterminée  de  façon  que  0  et  u  puis- 
sent s'annuler  en  même  temps 

sin(6  —  <x)=  v7*'"2*—  sin2  u  '2  sin  u  —  sin2a(i  -+-  sin  u  :j 
6nx<a  cosa(i  —  sin  a) 

cosa  sin2a(i  -+-  sin//)  —  2sin*u 

cos(0  —  a)  =  -7— ^ : 

sin2  a  cos//(i  —  sin  m) 

Supposons  que  Ton  parte  de  la  valeur  M  =  o,  <pie  a  soil  com- 
pris entre  o  et  -  j  et  que  le  radieal  soit  d'abord  positif;  quand  // 

croit  de  o  à  a,  0  croît  de  o  à  û  +  a,  c  augmente  continuellement  el 
Ton  obtient  une  première  branche  de  courbe  (  1,  qui,  en  contour- 
nant la  surface,  s'élève  au-dessus  du  parallèle  maximum;  lorsque 
//  décroît  de  a  à  o,  on  doit  changer  le  signe  du  radical,  pour  que  0 

continue  de  croître;  0  croît  alors   de-    -y.  à   2  7ï-f-2a;  la  portion 

de  courbe  G2  que  Ton  obtient  ainsi  esl  symétrique  de  C<  par  rap- 
port au  plan  méridien  de  longitude  n   •--/;(!,  et  C2  se  croisent  en 

un  point  1)0111'  lequel  on  a 

o  s'"' 

0  =  a,         sin  // 


2  —  sin*» 


Lorsque  //  décroîl  de  o  à  —  »,  0  croit  de  a  -       ta  à    ■  ~         :  on 

obtient    ainsi    une   portion    de  courbe    (  '.  ;    qui  descend   BU-desSOUS 

du  plan  des  ./•,  y  jusqu  a  ce  que  I  on  soil  dans  le  plan  de  symétrie; 
le  point  le  | >  1 11  s  bas  de  Cj  esl  sur  la  même  parallèle  à  l'axe  des  : 

que  le  point    le  plus  liant  où  >e  raeeonlen  I   (  .,  el   <  ...  :  enlin,  quand  // 

croit  de  —  -/  à  o,  il  laui  encore  changer  le  signe  du  radical  :  'j  croil 
de  3 11  ;  x  à  .j  -  ;  et  I  on  obtient  une  port  ion  de  courbe  symétrique 
de  C3 j  la  courbe  totale  est  fermée,  Elle  présente  la  forme  d'un  8 
gauche  :  on  peut  se  figurer  le  point  double  du  8  sur  la  partie  an- 
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lérieure  tic  la  surface,  chacune  des  boucles  passanl  derrière  la 
surface,  l'une  en  haut,  l  autre  en  bas.  Il  esl  très  aisé  d'imaginer  un 
(il  fermé  affectant  cette  forme  et  tendu  sur  la  surface;  mais  il  y  ;i 
i)his  :  on  vérifie  sans  peux'  que  La  longueur  totale  de  la  courbe  esl 
indépendante  de  y.  el  qu  elle  est,  par  conséquent,  égale  à  deux  fois 
la  circonférence  du  parallèle  maximum,  ou  encore  à  la  longueur 
de  la  courbe  méridienne  :  parallèle  et  méridienne  sont  en  effet  des 
courbes  géodésiques  limites,  qui   correspondent  aux  hypothèses 

a  =  o,  a  =  -  •  En  sorte  que  le  même  fil,  en  se  déformant  de  ma- 

•>.  ' 

nière  à  rester  tendu  sur  la  surface,  permettra  de  représenter  toutes 
les  lignes  géodésiques.  La  construction  d'un  modèle  qui  permettrait 
de  constater  expérimentalement  ces  résultats  n'offrirait  évidemment 
aucune  difficulté. 

Enfin,  si  l'on  projette  la  ligne  géodésique  sur  son  plan  de  symé- 
trie, on  trouve,  en  conservant  le  môme  axe  des  z  et  en  prenant 
pour  axe  des  x  l'intersection  du  plan  de  symétrie  avec  le  plan  du 
parallèle  maximum,  l'équation 

i     cosa    \a--hz('.ia  —  s)l«2  sin2a  —  2 (a2 — z- )- 

Q£    —      _     ! _ * 

i   si  m-  a  a  [a  —  .3  )2 

la  seule  partie  de  cette  courbe  qu'il  convienne  de  garder  est  celle 
qui  est  contenue  à  L'intérieur  de  la  courbe  méridienne;  il  est  à  peine 
utile  de  dire  que  les  deux  courbes  sont  tangentes  au  point  qui  cor- 
respond au  point  double  de  la  ligne  géodésique. 
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G.    KIRCIIIIOFF. —  VORLESUNGEN  UEBER  MATHEMATISCHE  PhYSIK.   III      H  Uni   : 

Electrlcitàt  und  Magnetvimus.  m-8°,  \-u8  p.  Leipzig,  Teubner,  i^<ji. 

On  est  vraiment  étonne  de  la  variété  des  sujets  examinés  en  ce 
volume  si  mince  où  M.  Max  Planek,  professeur  à  l'Université  de 
Berlin,  a  réuni  les  leçons  dans  lesquelles  G.  KirchhofT  traitait  de 
l'Électricité  et  du  Magnétisme-.  Jamais  l'arl  avec  lequel  l'illustre 
géomètre  savait  condenser  beaucoup  d'idées  en  peu  de  paroles  ne 
s'était  mieux  montré.  Peut-être  même  la  concision  est-elle  ici 
poussée  à  l'excès.  Il  est  des  questions  qui  sonl  exposées  si  briève- 
ment que  l'étudiant  qui  les  ignorerait  aurait  quelque  peine  à  s'en 
faire  une  idée  par  la  seule  lecture  de  ce  livre. 

Chose  digne  de  remarque,  ce  sont  souvent  les  problèmes  donl 
G.  Kirchhoff  a,  dans  ses  Mémoires,  donné  ou  perfectionné  la  so- 
lution, qui  sonl,  dans  ses  leçons,  traités  avec  une  rapidité  ex 
Telle  est,  par  exemple,  la  substitution  d'une  fonction  magnéti- 
sante, variable  avec  l'intensité  d'aimantation,  au  coefficient  d'ai- 
mantation constant  considéré  par  Poisson.  Telle  esl  encore  la 
théorie  des  pressions  à  l'intérieur  des  corps  diélectriques.  Sans 
doute,  il  craignait  de  paraître  attacher  trop  d'importance  aux  re- 
cherches donl  il  étail  l'auteur. 

Du  reste,  il   ne  faut  pas  se  méprendre  sur  la  nature  du  livre 

que  nous  avons  sous  les  n<mi\  ;  ce  nY>l  nullement  un  traité  d'ÉleC- 

tricité  ei  de  Magnétisme  où  les  diverses  théories  qui  constiluenl 
celle  branche  de  la  Physique  soienl  exposées  chacune  dans  la  me- 
sure qu'exige  son  importance  :  c'esl  un  cours,  où  le  professeur 
tantôt  examine  en  détail  un  sujel  qui  intéresse  particulièrement 
son  auditoire,  tantôt  se  borne  à  esquisser  le  plan  d'une  théorie 
qui,  par  sa  nature,  ses  difficultés  ou  ses  imperfections,  sérail  moins 
utile  à  ses  élèves. 

Les   parties   que  G>.    Karcnhofl   étudie  en  détail   sonl  toujours 
celles  (pu  sonl  étroitement  liées  aux  équations  aux  dérivées  | 
i ici lc>  que  1  on  rencontre  en  Physique  mathématique]  évidemment 
l  auteur  s'adresse  plutôt  aux  géomètres  «pi  aux  physiciens. 
liull.  des  Sciences  metthém.,  •   série,  i    \\l    (Juillet  ■ 
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\  ce  point  de  vue,  nulle  étude  n'est,  plus  que  l'Electrostatique, 
féconde  en  rapprochements  aussi  heureux  pour  l'Analyse  < pie  pour 
la  Physique.  Elle  est  largement  traitée. 

\près  quelques  définitions  fondamentales,  la  première  Leçon 
traite  de  la  fonction  potentielle  et  de  ses  propriétés  hors  de  masses 
agissantes;  elle  expose  les  caractères  fondamentaux  des  surfaces 
de  niveau  et  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 

La  deuxième  leçon  expose  les  propriétés  de  la  fonction  poten- 
tielle à  l'intérieur  dv>  masses  agissantes,  l'équation  de  Poisson  et 
les  conditions  fondamentales  de  l'équilibre  électrique. 

Dans  la  troisième  leçon  est  indiquée  la  transformation  de  l'é- 
quation de  Laplace  en  coordonnées  orthogonales  quelconques; 
cette  transformation  est  appliquée  aux  coordonnées  elliptiques  et 
sert  à  résoudre  le  problème  de  la  distribution  de  l'électricité  sur 
un  ellipsoïde  soustrait  à  toute  influence. 

Au  début  de  la  quatrième  leçon,  G.  Kirchhoff  montre  comment 
peut  être  abordé  le  problème  de  la  distribution  électrique  sur  un 
ellipsoïde  soumis  à  une  influence  quelconque;  mais  il  se  contente 
d'amorcer  ce  problème  général,  et  se  restreint  aussitôt  au  cas  de 
la  sphère;  dans  ce  cas,  la  solution  du  problème  est  donnée  par  un 
développement  procédant  suivant  les  fonctions  de  Laplace,  dont 
G.  Kirchholï  étudie  les  principales  propriétés.  Lejeune-Dirichlet 
et  M.  Darboux  ont  démontré  que  le  développement  convergeait 
effectivement  vers  la  fonction  que  l'on  se  propose  de  représenter; 
ce  théorème  est  ici  énoncé  sans  démonstration. 

L'application  au  problème  de  la  distribution  électrique  de  la 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  fait  l'objet  de  la 
cinquième  leçon.  Une  élégante  application  en  est  faite  à  l'équilibre 
électrique  sur  la  calotte  sphérique. 

La  sixième  leçon  traite  du  célèbre  problème  de  Poisson  :  la  re- 
cherche  de  la  distribution  qu'affecte  l'électricité  eu  équilibre  sur 
deux  sphères  isolées  oucontiguës.  La  théorie  des  fonctions  sphé- 
riques  ramène  la  détermination  de  la  fonction  potentielle  dans 
tout  l'espace  .1  La  détermination  des  valeurs  que  prend  cette  fonc- 
tion .ni\  divers  points  de  l'axe  des  deux  sphères.  Ces  valeurs  sont 
elles-mêmes  données  par  des  développements  en  série  que  G. 
Kii ■rhholf  .1  mis  sous  une  forme  nou\  elle. 

1  ,,i   septième  leçon  esl  consacrée  à  I  étude  dw  travail  el  du  po- 
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tentiel  des  forces  électrostatiques;  le  calcul  de  ce  potentiel  es!  fait 
pour  le  cas  de  deux  sphères  isolées  ou  contiguës. 

Dans  la  huitième  leçon  sont  examinées  des  questions  de  distri- 
bution électrique  qui  se  rapportent  à  la  théorie  de  l'électromètre 
absolu  de  Sir  W.  Thomson.  Ces  questions  se  ramènent  à  L'étude 
de  la  représentation  conforme  d'um-  aire  plane,  problème  que 
M.  Schvvartz  a,  le  premier,  traité  en  toute  rigueur.  G.  Kirchhoff 
en  donne  une  solution  élégante  qui  diffère  de  celle  de  M.  S<  hwartz. 

Avec  la  neuvième  leçon,  commence  L'étude  des  courants  j 
manents,  et  en  particulier  des  courants  Linéaires,  pourvus  ou  non 
de  dérivations. 

La  dixième  leçon  aborde  les  courants  qui  circulent  dans  des 
corps  étendus  en  tous  sens  ;  la  résistance  de  semblables  conduc- 
teurs est  définie  avec  précision  et  calculée  dans  quelques  cas  :  en 
particulier,  dans  un  cas,  traité  par  M.  H.  von  Helmholtz,  qui  fournil 
la  valeur  approchée  de  la  correction  relative  à  L'orifice  d'un  tuyau 
sonore  ouvert. 

Dans  la  onzième  leçon  sont  exposées  les  lois  fondamentales  du 
mouvement  de  l'électricité  dans  les  plaques  et  les  lames  courb< 
cette  dernière  question  conduite  L'étude  de  La  représentation  con- 
forme d'une  aire  quelconque  sur  une  aire  plane. 

Trois  leçons  seulement  sont  consacrées  à  L'étude  des  aimants  el 
des  corps  diélectriques. 

Dans  la  douzième  leçon,  sont  données  les  définitions  fondamen- 
tales relatives  aux  aimants;  les  propriétés1  principales  de  La  fonc- 
tion potentielle  magnétique  sont  brièvement  exposées,  sans  que 
d'ailleurs  la  non-existence  «le  La  force  à  L'intérieur  d'un  aimant  soil 
démontrée. 

La  treizième  leçon  a  pour  objel  l'élude  de  L'aimantation  par  in- 
fluence.  Les  conditions  d'équilibre  magnétique  mm-  une  masse  de 
fer  doux  sonl  établies  par  une  méthode  qui  est  donnée  comme  La 
méthode  de  Poisson,  mais  qui,  eu  réalité,  diffère  profondément  d<- 
cette  dernière  el  d  esl  pas  sujette  aux  mêmes  objections  analy- 
tiques. Le  problème  qui  a  pour  but  la  détermination  de  la  fond 
potentielle  du  magnétisme  induit  est  mis  en  équation  comi 
Poisson  a  enseigné  à  le  faire  j  I  uniformité  de  la  solution  est  dé- 
montrée par  La  méthode  due  à  Sir  W  ,  l  homson,  La  distribution 
magnétique  dans  une  spLière  pleine  ou  dans  une  couche  limitée 
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par  deux  sphères  concentriques  est  déterminée  aisément  au  moyen 
de  développements  procédanl  suivanl  les  fonctions  de  Laplace.  La 
méthode  qui  permet  de  déterminer  L'aimantation  prise  par  une 
sphère  de  fer  doux  dans  un  champ  uniforme  s'étend  aisément  à  un 
ellipsoïde  quelconque.  Enfin,  sans  aborder  le  difficile  problème 
de  l'aimantation  d'un  ellipsoïde  quelconque  dans  un  champ  quel- 
conque, KLirchhoff  démontre  le  beau  théorème  de  F.-E.  Neumann, 
qui  ramène  à  trois  quadratures  la  détermination  des  i rois  com- 
posantes du  i  no  m  en  i  magnétique  de  l'ellipsoïde.  C'est  en  terminanl 
cette  leçon  <pie  G.  Kirchholï  indique  brièvement  comment  l'expé- 
rience oblige  à  remplacer  le  coefficient  d'aimantation  par  une 
fonction  de  l'intensité  d'aimautation. 

La  Quatorzième  leçon  est  [i\)v  des  plus  riches  du  livre;  l'auteur 
\  a  condensé  les  résultats  (prune  foule  de  géomètres,  et  en  par- 
ticulier Helmholtz,  ont  groupé  autour  de  l'étude  de  la  fonction 
qu'ils  ont  nommée  Yénergie  magnétique.  kirchhoff  forme  d'abord 
cette  fonction  que  l'équilibre  magnétique  rend  minimum  pour  une 
position  donnée  des  aimants,  puis  il  indique  comment  elle  peut 
servir  de  potentiel  aux  forces  qui  s'exercent  entre  des  aimants  in- 
variables et  des  corps  parfaitement  doux  mobiles. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  diélectriques.  En 
particulier,  elles  permettent  de  déterminer  les  perturbations  que 
la  présence  d'un  milieu  diélectrique  apporte  aux  actions  mutuelles 
des  corps  conducteurs  qui  y  sont  plongés.  Enfin  elle  sert  de  point 
de  départ  à  la  théorie  des  pressions  à  l'intérieur  des  diélectriques, 
(pie  G.  Kirchhoff  expose  brièvement  sous  la  forme  que  lui  a 
donnée  Maxwell,  sans  indiquer  les  modifications  qui  y  ont  été  ap- 
portées par  Helmholtz  et  par  lui-même. 

Dans  la  quinzième  leçon  sont  traitées  l'action  qu'un  courant 
exerce  sur  un  aimant  et  l'aimantation  par  les  courants. 

Pour  découvrir  la  loi  fondamentale  de  l'Eleciromagnétisme, 
G.  Ix  îrchhoff  suit  une  méthode  qui  est,  je  crois,  due  à  Riemann. 
Il  admet  que  l'action  d'un  courant  sur  un  pôle  d  aimant  admet  une 
fonction  potentielle  qui  est  une  fonction  harmonique,  mais  non 
uniforme,  des  coordonnées  du  pôle.  Cette  hypothèse  détermine  la 
forme  de  cette  fonction  potentielle,  mais  laisse  indéterminée  la 
valeur  du  coefficient  constant  dont  elle  est  affectée;  cette  valeur 
dépend  de  l'unité  choisie  pour  mesurer  la  quantité  d'électricité; 
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clic  n'est  pas  la  même  clans  le  système  électrostatique  et  dans  le 
n\  stème  électromagnétique. 

La  fonction  potentielle  une  fois  connue,  il  est  aisé  de  calculer  les 
composantes  de  la  force  qu'un  courant  exerce  sur  un  pôle  magné- 
tique; ces  composantes  sont  celles  auxquelles  ou  est  conduit  si 
l'on  suppose  que  chaque  élément  de  courant  agit  sur  le  pôle  sui- 
vant la  loi  de  Biot  et  Savart.  La  loi  trouvée  s'étend  aisément  au 
cas  où  les  courants,  au  lieu  de  parcourir  un  lil  fin,  parcourent  une 
masse  métallique  d'étendue  finie  dans  tous  les  sens. 

La  théorie  de  l'aimantation  par  les  courants  esl  indiquée  et  ap- 
pliquée  à  deux  cas  bien  distincts.  Dans  le  premier  cas,  les  courants 
ne  rencontrent  pas  l'aimant;  celui-ci  a  la  forme  d'un  tore  el  les 
courants  parcourent  une  bobine  annulaire  dont  ce  tore  esl  l'âme. 
Dans  le  second  cas,  les  courants  circulent  à  l'intérieur  de  l'aimanl 
qui  a  la  forme  d'un  cylindre  circulaire  indéfini. 

La  sei/ième  leçon  débute  par  l'étude  de  l'action  qu'un  pôle 
exerce  sur  un  élément  de  courant.  KJrchhofFadmel  d'emblée  la  loi 
qu'Ampère  a  démontrée.  La  force  qu'un  pôle  exerce  sur  un  élé- 
ment de  courant  est  une  force  appliquée  en  un  point  de  l'élément 
de  courant,  égale  et  de  sens  contraire  à  celle  que  l'élément  de 
courant  exerce  sur  le  pôle.  D'après  Biot,  cette  dernière  est  ap- 
pliquée  au  pôle,  en  sorte  qu'elle  forme  avec  la  première  un  couple 
élémentaire.  D'après  ampère,  elle  esl  appliquée  en  un  point 
coïncidant  géométriquement  avec  l'élément  de  courant,  en  sorte 
qu'elle  est  directement  opposée  à  h  précédente.  Comme  Vmpère 
la  montré,  ces  deux  hypothèses  sont  équivalentes  lorsqu  il  s'agil 
de  calculer  I  action  d'un  courant  fermé  sur  un  pôle.  Les  lois  de 
Biot  et  d'  Vinpère  expliquent  les  rotations  électromagnétiques. 

Pour  traiter  des  actions  mutuelles  des  courants,  KJrchhofl  admet 
en  principe  que  deux  courants  fermés  exercent  les  mêmes  actions 
mutuelles  que  les  deux  feuillets  magnétiques  qui  exerceraient,  sur 
un  pôle  d'aimant  quelconque,  les  mêmes  actions  que  ces  deux 
courants.  De  là,  il  déduit  aisémenl  les  deux  tonne-  que  I  .  I  .  \ 
m, uni  el  que  \\  .  Weber  onl  données  au  potentiel  électrodyna- 
mique. Il  montre  que,  si  I  on  impose  à  I  action  mutuelle  de  deux 
éléments  de  coïncider  avec  leur  ligne  de    ont  lion,  celte  action  esl 

donnée  par  la  loi  d'  \  mpèie. 

La  dix-septième  el  dernière  leçon  traite  de  I  Induction.  La  loi 
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donnée  par  F.-E.  Neumann  esl  reliée  à  la  loi  de  l'électrodyna- 
mique  par  I  intermédiaire  de  la  loi  de  Joule  et  du  principe  de  la 
conservatioD  de  I  énergie. 

Les  lois  <le  I  induction  sont  ensuite  étendue  aux  conducteurs  à 
trois  dimensions  traversés  par  des  courants  quelconques.  k  ire  h  hoir 
ne  donne  pas  à  ces  lois  la  forme  générale  que  leur  a  donnée 
M.  Eielmholtz.  Il  attribue  la  valeur  i  à  la  constante  d'Helmholtz; 
en  sorte  qu'il  leur  donne  la  forme  regardée  par  M.  Eïelmholtz 
coin  me  celle  de  Maxwell.  Il  démontre  que  celle  forme  entraine  la 
stabilité  de  l'équilibre  électrique  sur  un  conducteur  immobile.  On 
sail  qu'il  en  est  ainsi  toutes  les  fois  (pie  la  constante  d'Helmholtz 
n'est  pas  négative. 

Les  lois  de  l'induction  s'étendent  aux  courants  de  déplacement 
au  sein  des  diélectriques  et  fournissent  les  bases  de  la  théorie  élec- 
tromagnétique  de  la  lumière.  G.  KirchhofF  termine  ces  leçons  en 
donnant  un  court  aperçu  de  cette  théorie 

Il  nous  semble  que  la  lecture  de  ces  leçons  est  de  nature  à  sug- 
gérer à  ceux  qui  enseignent  la  Physique  d'utiles  réflexions;  il  en 
est  une  sur  laquelle  nous  demanderons  au  lecteur  la  permission 
d'insister. 

La  nature  des  sciences  qui  ont  pour  objet  non  pas  la  contem- 
plation abstraite  de  nos  conceptions,  mais  l'étude  des  réalités  ex- 
térieures, est  de  recommencer  sans  eesse;  chaque  nouvelle  décou- 
verte nous  oblige  à  modifier,  à  corriger,  à  compléter  les  principes 
mêmes  des  théories  par  lesquelles  nous  cherchons  à  représenter 
les  phénomènes.  L'enseignement,  au  contraire,  du  moins  celui  qui 
s'adresse  au  commençant,  a  besoin  de  fixité,  de  stabilité  ;  s'il  change 
chaque  jour,  s'il  est  sans  cesse  en  évolution,  il  ne  saurait  avoir  la 
clarté,  l;i  précision,  la  concision,  qu'exige  l'esprit  encore  novice 
de  l'étudiant.  Il  en  résulte  que  l'enseignement,  di\  moins,  je  le  ré- 
pète,  celui  qui  ne  s'adresse  pas  au  chercheur  déjà  rompu  avec  la 
Science  h  en  quête  de  nouvelles  découvertes,  l'enseignement,  dis- 
je,  in-  peul  pas  n  m-  doit  pas  être  un  miroir  où  se  reflète  l'étal 
actuel  de  la  Science;  il  doit  se  résigner  à  ('lie  en  retard  sur  les 
vues  nouvelles,  sur  les  idées  en  voie  de  transformation.  Pour  ap- 
prendre à  marcher  à  un  enfant,  on  doil  choisir  une  route  plane  et 
unie,  quille  a  déni  en  rer  fori  en  arrière  de  ceux  qui  font  sauter  la 
i  < >che  pour  pou sser  la  \ oie  plu-,  avant. 
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Le  professeur  doit  donc  chercher  à  reconnaître  ces  voies  unies 
et  battues  où  les  débutants  marcheront  à  l'aise;  à  les  distinguer 
des  terrains  encore  encombrés,  des  roches  abruptes  où  le  sentier 
est  à  peine  frayé.  C'est  dans  les  premières  qu'il  doil  maintenir  - 
élèves;  tout  au  plus  peut-il,  parfois,  leur  montrer  de  loin  le  pays 
où,  plus  tard,  ils  seront  de  force  à  s'aventurer,  mais  où  il  doit  bien 
se  garder  de  les  engager  à  la  légère. 

Sa  tâche,  ainsi  comprise,  est  ardue;  el I--  exige  un  grand  sens 
critique,  car  il  est  souvent  malaisé  de  délimiter  ce  qui,  à  un  mo- 
ment donné  du  développement  de  la  science  que  l'on  enseigne  el 
des  esprits  à  qui  on  l'enseigne,  est  déjà  classique  el  ce  qui  ne  le 
sera  que  plus  tard;  elle  exige  aussi  une  grande  modestie,  car  un 
marcheur  habile  à  gravir  les  roches  les  plus  escarpées  d  a  gu< 
occasion  de  tirer  vanité  de  son  agilité'  lorsqu'il  promène  un  enfant, 
parla  main,  sur  une  grande  roui»;. 

Le  livre  de  Kirclihoflf  peut  servir  de  modèle  à  ceux  qui  crain- 
draient de  faiblir  dans  cette  tâche.  La  tentation  devait  être  forte, 
pour  l'illustre  professeur  de  l'Université  de  Berlin,  de  consacrer 
son  enseignement  aux  sujets  les  plus  nouveaux  «le  la  Science  élec- 
trique, à  ceux  surtout  que  ses  travaux  créaienl  ou  développaient. 
11  a  su  résister  à  celle  tentation,  se  limiter  aux  questions  devenues 
classiques,  plaçant  seulement  çà  el  là  une  amorce  à  laquelle  ceux 
de  ses  élèves  qui  pousseront  plus  loin  l'étude  de  la  Physique 
pourront  aisément  rattacher  leurs  nouvelles  complète-. 

P.  I>i  m  if. 


II.   MENZEL.  —  Ueber  die  Bewegung  eineh  Starrbn  Geraden,  welche 
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glbitet.  Inaugural-Dissertation.  ln-8°,  66  pages.  Miinster,  1891. 

La  Dissertation  inaugurale,  présentée  par  M.  Menzel  à  la  Faculté 
de  Munster,  esl  un  exposé  très  clair  des  divers  problèmes  qui  se 
présentent  dans  l'étude  du  mouvement  dune  droite  rigide  dont 
plusieurs  points  décrivent  des  plan--  ou  des  droites  ti\ 

Considérons  une  droite  g  et  n  points  l\  ,  Pa P  >  sur  cette 

droite,  qui  décrivent  respectivement  n  plans  fixes  \ , .  \  _• 1   . 

L  auteur  remarque,  immédiatement,  qu  on  passera,  aisément,  du 
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eus  où  le->  points  décrivenl  des  plans  aux  cas  où  ils  décrivent  des 
droites,  en  supposanl  que  deux  des  points  P<,  P2,  . . .,  Pn  viennent 
se  confondre.  Il  suffit  donc  d'étudier  le  cas  généra]  où  \\,  . . .,  P„ 
décrivent  des  plans  et  le  cas  des  droites  ne  sera  qu'un  cas  particu- 
lier d  u  cas  général. 

Le  nombre  //  ne  peut  prendre  que  les  cinq  valeurs  i,  2,  3,  4 
et   5. 

i°  n  =  1 ,  ////  point  P,  de  g  décrit  un  plan  À.  Par  tout  point 
M  de  l'espace  il  passe  une  gerbe  de  droites,  g  prend  00*  positions 
dans  l'espace. 

20  1}  =  2,  deux  points  P,,  P2  de  g  décrivent  respectivement 
deux  plans    \,.  \2.  Les  droites  g  forment  un  complexe. 

3°  n  =  3,  les  droites  g  forment  une  congruence. 

4"   n  =  \,  les  droites  g  engendrent  une  surface  réglée. 

5°   n  =  5,  il  n'y  a  qu'un  nombre  limité  de  droites  g. 

Ces  cinq  cas  donnent  lieu  aux  deux  problèmes  généraux  sui- 
vants,  que  l'auteur  traite  successivement  : 

I.  De  combien  de  manières  peut-on  faire  coïncider  un  point 
P  de  la  droite  g  avec  un  point  arbitraire  de  V espace,  lorsque 
g  peut  prendre  x>3 positions  (20);  quelle  est  la  surface  ou  quelle 
est  la  courbe  décrite  par  P  quand  g  peut  prendre  ce2  (3°)  ou 

x1  |  j"  i  positions? 

IL  Étudier  le  complexe  du  cas  (2°),  la  congruence  (3°)  et 
la  surface  réglée  (4°)- 

Pour  faire  l'étude  du  problème  I,  M.  IMenzel  emploie  deux  mé- 
thodes. La  première  méthode  est  une  méthode  de  substitutions 
successives  :  il  traite  d'abord  le  problème  simple  d'une  droite  g^ 
dont  deux  points  I*,,  P2  décrivenl  deux  droites  situées  dans  un 
même  plan  :  de  là  il  passe  au  cas  où  les  deux  droites  sont  quelcon- 
ques, puis,  au  cas  où  \\  décrit  une  droite  a{  et  Po  un  plan  A  ._>  et 
ainsi  de  suite,  de  proche  en  proche.  La  seconde  méthode,  plus  élé- 
gante, rentre  d'ailleurs  mieux  dans  I  espril  général  de  l'exposition, 
car  elle  permet  à  l'auteur  de  traiter  immédiatement  les  cas  géné- 
raux pour  ne  considérer  les  cas  des  droites  que  comme  des  cas  par- 
ticuliers. \  oici,  brièvement,  en  quoi  elle  consiste  : 
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Soit  g  une  droite  dont  trois  points  P, ,  P_,,  P:}  décrivent  respec- 
tivement les  trois  plans  A, ,  A2,  A3.  Soient  O  le  point  d'intersection 
des  trois  plans  A,,  A2,  A:$  et  A', ,  A2,  A'3  trois  plans  passant  par  P 
et  respectivement  parallèles  aux  plans  A,,  A2,  A3.  Menons  par  O 
la  parallèle  g'  à  g,  elle  coupe  les  plans  A',,  V,.  A  ,  en  trois  points 
Q,,  Q2,  Q3,  tels  que  OQ/=P/P(i  =  i,a,3).  Les  points  Qi,Q2iQj 
décrivent  trois  sphères  Kn  K2,  K3  de  centre  O.  D'antre  part,  re- 
marquons que 

/  OQ,        P,P 
_  =  _=  const.  =  c. 

OQl        PtP 
(  ÔQ3  =  PlP  =  C0Oil"  =  *" 

Donc,  étant  donné  un  point  Q,  arbitraire,  dans  l'espaee,  les 
points  Q2  et  Q3  de  la  droite  OQ,  seront  parfaitement  déterminés 

par  les  relations  ~-^-~  =  c,  -^~  =  A-,  et,  si  par  O, ,  Q2,  O :i  on  mené 

respectivement  des  plans  A'(,  A',,  A',  parallèles  à  A,.  A2.  \  . 
trois  plans  se  couperont  en  un  point  P  bien  déterminé,  vérifiant 
les  relations  (1).  On  voit  ainsi  qu'à  tout  point  O,  de  l'espace  cor- 
respond un  point  P.  Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  qu'à  tout  point 
P  correspond  un  seul  point  O,.  On  en  conclu!  que  P  et  O,  sont 
liés  par  une  collinéation  et,  par  suite,  immédiatement  que,  Q<  dé- 
erivant  une  sphère  k , ,  P  décrit  une  surface  du  second  ordre  K. 
De  plus,  comme,  dans  cette  collinéation,  le  plan  de  I  infini  se  cor- 
respond à  lui-même,  k  est  un  ellipsoïde.  L'étude  plus  appro- 
fondie de  cette  collinéation  conduit  alors  l'auteur  aux  conclusions 
suivantes  du   problème  1  : 

1"  Lorsque  g  peut  prendre  »a  positions  (/ï  a),  tout  point 
P  de  l>t  droite  g  peut,  de  deux  façons  différentes,  prendre  une 
position  donnée  dans  V espace*  Les  points  P  de  l'espace,  par 
lesquels  passent  i\cu\  droites  g  réelles,  son!  séparés  des  points 
par  lesquels  passent  deux  diuiies  g  imaginaires  par  un  cylindn 
ellipl  ique. 

•>."  Lorsque  g  peut  prendre  »a  positions  yn  -  3),  P  </<  crit  un 
ellipsoïde.  Tous  ces  ellipsoïdes  sont  concentriques.  La  congruence 
formée  par  les  droites  s  appartienl  à  un  complexe  tétraédral  dont 
le  tétraèdre  fondamental  a  pour  faces  les  plans  \.|,   \j,   \  .    \ 

I    Lorsque  g  peut  prendre  x  '  positions  \  n       \  ).  P  d<  crit  une 
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ellipse.  Le  lieu  des  centres  de  ces  ellipses  esi  la  droite  1),  qui  esl 
partagée  par  les  plans  A,.  \j.  \:î,  \.  dans  le  même  rapport  que 
le-  droites  g:  el  tic  telle  façon  que  les  segments  interceptés  soient 
niuiima.  Toutes  ees  droites  g  sont  également  inclinées  sur  D. 
Ces  propositions  sont  connues,  comme  on  sait. 

j "  Quand  g  ne  peut  prendre  qu'un  nombre  fini  de  positions 
(/?  =  5),  l('  nombre  est  égal  à  i. 

Pour  étudier  maintenant  le  complexe  du  cas  (20),  on  cherche 
d'abord  son  ordre,  c'est-à-dire  l'ordre  du  cône  engendré  par  toutes 
les  droites  g  qui  passent  par  un  point  M  de  l'espace.  A.  cet  effet, 
soit  p  une  droite  quelconque  passant  par  M  qui  coupe  les  plans 
A,,  A2  en  deux  points  P,  et  P2.  Pour  que  la  droite/?  soit  une  droite 
g  il  faudra  que  la  longueur  P1  P2  soit  égale  à  une  longueur  donnée 
c.  Portons  alors  sur/?,  à  partir  du  point  M,  une  longueur 

MQ=  PjPa. 

Pour  que  p  soit  une  droite  g,  il  faudra  que  Q  se  trouve  sur  la 
sphère  Kde  centre  M  et  de  rayon  c.  Or,  le  lieu  du  point  Q  est  un 
cylindre  hyperbolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la 
droite  d'intersection  de  A,  et  A2  :  donc  Q  devra  se  trouver  à  l'in- 
tersection de  la  sphère  K  et  du  cylindre  H.  On  en  conclut  que  le 
eùne  du  complexe  qui  a  pour  sommet  M  et  pour  base  la  courbe 
(K,H)  est  un  cône  K/'  du  quatrième  ordre  et,  par  suite,  que  la 
courbe  du  complexe  est  de  quatrième  classe. 

Une  étude  directe  du  complexe  (20),  de  la  congruence  (3°)  et 
de  la  surface  réglée  (4°)'  conduit  finalement  M.  Mcnzel  à  énoncer 
les  résultats  généraux  dont  voici  un  résumé  : 

Pour  le  complexe  :  Le  cône  K  '  du  complexe  est  du  quatrième 
ordre  et  de  la  huitième  classe,  la  génératrice  de  K  ■  qui  est  paral- 
lèle à  I  intersection  de  A,  et  A2  est  telle  qu'il  passe  deux  nappes 
fin  cône  par  celle  génératrice,  tangentes  entre  elles.  Les  gerbes, 
i-->iic->  des  points  cycliques  de  A,,  \2  el  du  point  à  l'infini  sur  la 
droite  (A,,  A2),  appartiennent  au  complexe.  Toutes  les  droites 
des  trois  plans  V1,A2,  \,  appartiennent  au  complexe.  La  courbe 
•  lu  complexe  A"  esl  dr  quatrième  classe  et  du  sixième  ordre. 

/'mu-  les  congruences  :  Soit   Ni  l;i  congruence  des  droites  g, 
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toiles  que  P< ,  Po,  P3  décrivent  respectivement  les  plans  A, .  \2.  \  i- 
U{  est  du  sixième  ordre,  de  la  seconde  classe  cl  du  quatrième  rang. 
Les  six  droites  g  qui  passent  en  un  même  point  sont  sur  un  cône 
du  second  ordre.  Dans  chacun  des  plans  A, ,  A2,  A  ;.  \ , .  il  y  a  une 
infinité  de  droites  g  qui  enveloppent  une  courbe  de  quatrième 
classe.  Les  six  cotés  du  tétraèdre  T,  formé  par  les  quatre  plans 
A|,  A2,  A3,  Aoo,  sont  des  droites  doubles  de  la  congruence. 

La  surface  focale  de  la  congruenec  17,  est  du  douzième  ordre  et 
de  la  quatrième  classe. 

En  supposant  que  1rs  deux  points  P2  et  P:{  se  confondent,  ou 
obtient  la  congruence  IL  des  droites  g,  donl  un  poinl  I',  décril 
un  plan  A,  et  un  autre  point  P2,  une  droite  <(2.  IL  e>t  du  quatrième 
ordre,  de  la  seconde  classe,  du  second  rang.  Sa  surinée  locale  est 
du  huitième  ordre  et  de  la  quatrième  classe. 

Enfin,  pour  les  surfaces  réglées  :  Lorsque  g  peut  prendre  x>[ 
positions,  elle  engendre  une  surface  réglée  que  nous  désignerons 
par  llj,  R*  ou  R:J  suivant  que  g  a  quatre  points  dans  quatre  plans, 
deux  points  dans  deux  plans  et  un  point  sur  une  droite  <73,  ou  deux 
points  sur  deux  droites  a,,  a2>  Ces  surfaces  sont  du  quatrième 
ordre,  chacune  d'elles  possède  une  courbe  double  du  troisième 
ordre  qui,  pour  11.'},  se  décompose  en  r/3  et  une  conique,  pour  R 
se  décompose  en  aK ,  <?2,  et  en  la  droite  a»,  rejetée  à  L'infini,  qui 
rencontre  a{  et  a2.  Sur  chacune  de  ces  surfaces,  il  existe  une  simple 
infinité  d'ellipses  dont  les  plans  enveloppent  une  surface  dévelop- 
pante de  troisième  dusse  qui,  pour  \\\,  se  décompose  en  le  fais- 
ceau de  plans  passant  par  #3,  et  un  cylindre  parabolique,  et,  pour 
lî'(,  se  décompose  en  les  trois  faisceaui  de  pl.ni->  ayant  pour  .i\  - 
'/,.  a-,  et  La  droite  <tx  qui  rencontre  nx  et  <i>.  C.  B01  rli  r. 


0.  TUMLIRZ.  —  Théorie  électromàgni  nous  de  la  lumière,  Ouvrage  tra- 
duit <l(v  l'allemand  par  G.  r<///  der  Mensbrugghe.  lu  s  .  wi  r>_  p.  Paris, 
Hermann,  [89a. 

La  théorie,  imaginée  par  Maxwell,  d'après  Laquelle  l-i  lumière 
sérail  due  non  pas  aux  vibrations  périodiques  d'un  éther  élastique, 
mais  aux  courants  périodiques  produits  dans  I  intérieur  d  un  étlier 


204  PREMIÈRE  PARTIE. 

diélectrique,  attire,  depuis  plusieurs  années,  l'attention  des  phy- 
siciens. Les  récentes  expériences  de  M.  Hertz  ont  accru  encore  le 
crédit  qu'avaient  rencontré  les  théories  de  l'illustre  continuateur 
de  Faraday . 

(  i< ïs  i  héories,  quoique  fort  en  vogue,  sont  peu  connues  en  France 
et  la  raison  en  est  simple.  Les  vues  que  Maxwell  a  émises  sont 
condensées,  plutôt  qu'exposées,  dans  un  style  concis,  obscur,  qui 
exige  à  chaque  instant  du  lecteur  un  véritable  travail  d'invention. 
D'ailleurs,  ces  vues  représentent  seulement  l'ébauche  de  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière  et  non  celte  théorie  elle-même, 
avec  lous  les  développements  qui  la  constituent  aujourd'hui.  Les 
travaux  qui  Pont  développée  sont  dus  à  M.  Helmholtz,  à  M.  Boltz- 
mann,  à  M.  Gibbs,  à  une  foule  de  théoriciens;  ils  sont  dispersés 
dans  les  journaux  scientifiques,  dans  les  publications  académiques 
de  l'Allemagne,  de  l'Angleterre,  des  Etats-Unis.  Pour  beaucoup 
de  physiciens,  il  est  difficile  de  se  procurer  tous  ces  Mémoires, 
encore  plus  difficile  de  les  pénétrer  au  point  d'en  apercevoir  l'en- 
chaînement logique,  de  les  réunir  en  un  tout. 

Il  y  a  peu  de  temps,  M.  H.  Poincaré  a  entrepris  d'exposer  les 
idées  directrices  qui  dominent  ces  travaux  dont  nous  venons  de 
parler.  Tout  le  monde  a  lu  le  Livre  qu'il  a  consacré  à  la  critique 
des  théories  de  Maxwell  et  d'Helmholtz.  Tout,  en  effet,  dans  ce 
Livre,  contribue  à  retenir  l'attention  :  la  largeur  avec  laquelle  les 
diverses  doctrines  sont  esquissées;  la  vigueur  de  la  lumière  qui 
fait  saillir  les  idées  maîtresses,  les  hypothèses  fondamentales, 
comme  aussi  les  difficultés  et  les  objections;  tout,  jusqu'au  sep- 
ticisme  bien  dangereux  peut-être,  mais  à  coup  sûr  bien  captivant, 
qui  nous  séduit  en  même  temps  qu'il  nous  trouble  par  l'éclat  mi- 
roitanl  des  paradoxes. 

Mais  ce  Livre  entraînant  qu'on  ne  peut  quitter,  lorsqu'on  l'a 
ouvert,  qu'on  lit  avec  impatience  comme  un  drame,  où  l'on  assiste 
à  la  lutte  des  idées,  où  l'on  attend  fiévreusement  le  dénouement, 
l,i  victoire  ou  l;i  défaite  «les  doctrines  de  Maxwell  ;  où  l'on  ressent, 
lorsque  l'auteur  remet  ce  dénouement  à  plus  tard,  la  déception 
que  l'ont  éprouver  certains  romans  qui  ne  finissent  pas;  ce  Livre, 
dis-je,  n'est  pas  une  œuvre  didactique.  On  imagine  mal  l'impression 
qu  il  produirait  sur  l'esprit  d'un  étudiant  encore  ignorant  des  tra- 
vaux d'Helmholtz  et  de  Maxwell,  et  l'on  peut  même  affirmer  que, 
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perçue  par  une  intelligence  mal  préparée,  cette  impression  \ 
pourrait  engendrer  de  funestes  tendances  :  la  persuasion  que  la 
Physique  n'est  pas,  comme  les  Mathématiques,  soumise  aux  règles 
d'une  inflexible  logique  ;  qu'un  ensemble  de  théories  y  peut  être 
accepté  alors  même  que  ses  différentes  parties  se  contredisent. 

Aussi,  tandis  qu'aucun  physicien  ne  pourrait  prétendre  a 
quelque  compétence  sur  la  théorie  électromagnétique  de  la  lu- 
mière, s'il  n'a  lu  et  médité  l'ouvrage  de  M.  Poincaré,  cet  ouw 
ne  satisfait  pas  aux  exigences  du  professeur  ou  de  l'étudiant;  ceux- 
ci  réclament  un  traité  où  celte  théorie  soit  exposée  d'une  manière 
didactique. 

Ce  Traité  indispensable  a  été  écrit  en  i883  par  M.  O.  Tumlirz, 
professeur  à  l'Université  allemande  de  Prague.  C'est  ce  traité  que 
M.  van  der  Mensbrugghe,  professeur  à  l'Université  de  Gand,  .1 
traduit  en  français;  parla,  il  a  rendu  grand  service  aux  physiciens 
français,  qui,  bientôt,  auront  tous  ce  petit  li\  re  entre  les  mains. 

M.  O.  Tumlirz  a  adoplé,  pour  exposer  la  théorie  électromagné- 
tique delà  lumière,  un  ordre  qui,  à  coup  sur,  s'impose  comme  le 
seul  logique;  il  prend  pour  point  de  départ  la  théorie  de  l'Électro- 
dynamique  tel  que  M.  H  .  von  rlelmholtz  l'a  développée  dans  d'im- 
périssables Mémoires.  C'est  par  là  seulement  que  l'œuvre  de 
Maxwell  peut  être  établie  d'une  manière  claire  et  solide. 

Le  livre  est  construit  sur  un  plan  très  simple  :  il  si*  divise  1  m 
deux  sections,  l'une  consacrée  à  l'établissement  des  lois  fonda- 
mentales de  l'Electrodynamique,  I  autre  à  l'exposé  de  la  théorie 
électromagnétique  de  la  lumière. 

L  auteur  examine  d'abord  les  propriétés  essentielles  des  diélec- 
triques; il  défînil  les  courants  de  déplacement;  puis  il  rappelle 
brièvement  les  lois  classiques  de  l'Electrodynamique,  de  l'Electro- 
magnétisme  et  de  l'Induction;  généralisant  alors  ces  dernières,  il 
développe,  dans  sa  majestueuse  ampleur,  la  théorie,  donnée  par 
M .  II.  von  rlelmholtz,  du  mouvement  de  l'électricité  dans  les  con- 
ducteurs à  trois  dimensions  :  tel  est  le  sommaire  de  la  première 
Section. 

Dans    la    seconde    Section,     M.     O.    Tuinlir/,    applique    les    lois 

trouvées  à  L'étude  de  la  lumière,  assimilée  aux  courants  feri 
et  périodiques  qui  peuvent  prendre  naissance  au  sein  d  un  diélec- 
trique; \\  étudie  avec  de  grands  détails  les  lois  de  la  réflexion  et 
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de  la  réfraction  de  la  Lumière  à  La  surface  des  corps  soit  isotropes, 
soil  cristallisés. 

Lr  livre  de  M.  Tumlirz,  écrit  longtemps  avant  les  recherches 
théoriques  el  expérimentales  de  M.  Hertz,  ne  dit  naturellement 
rien  de  ces  dernières;  c'est  une  lacune;  il  est  regrettable  que 
L'auteur  n'ait  pas  ajouté  à  la  traduction  française  quelques  pages 
pour  la  combler.  Cette  lacune,  toutefois,  ne  sain  ail  empêcher  ce 
livre  de  rendre  les  plus  grands  services;  nous  en  conseillons  vive- 
mt'iii  la  lecture  à  ceux  < j u i  veulent  se  faire  une  idée  nette  et  pré- 
cise des  récentes  doctrines  au  sujet  de  l'Élcctrodynamique. 

P.  DuHEM. 


MELANGES. 

EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  ADRESSÉE  A  M.  HERMITE; 
Par  M.  LIPSCIIITZ. 

Désignons  la  situation  d'un  point  sur  la  surface  donnée  par  les 
deux  variables  indépendantes  P,  Q,  et  supposons  que  le  carré  de 
L'élément  linéaire  correspondant  ait  la  forme 

E  d?'-  -+-  2  F  dP  dQ  -h  G  dQ2, 

alors  il  s'agit  de  trouver  un  système  de  deux  variables  F,  U  con- 
struit ainsi  qu'à  l'aide  d'une  quantité  finie  et  positive  IN  vaille  l'é- 
quation 

(i)  Iw/I'-    -2Fc?PrfQ-t-Gc?Q*=N(û?F2-HrfU2). 

Maintenant  la  décomposition  des  expressions  quadratiques  par 
rapport  aux  différentielles,  à  gauche  et  à  droite,  en  facteurs  li- 
néaires, qui  en  irai  ne  L'emploi  de  l'unité  imaginaire  i  =  ^ —  i ,  fait 
voir  que  l'expression  à  gauche  esl  la  norme  de  la  fonction  Linéaire 

v  Y., IV  'v  \/<v>.  où  A-     I K  .  —  I  - ,    tandis  que  r/V-   \  •  d\  '- 
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esl  la  norme  de  dV  -\~  i  dU .  Or  comme  l'équation  (1)  exige  que  la 
fonction  linéaire  de  la  gauche  soit  divisible  ou  par  d¥  -  1  '  d\  ou 
par^/F —  idU,  admettons,  ce  qui  suffira,  la  première  supposition. 
Or,  si  l'on  donne  au  quotient  en  question  la  forme  exponen- 
tielle ea+/P,  on  aura  au  lieu  de  (1)  l'équation 

F  -4-  '  /Â 

(a)  y/EV/Pn -P—  dd  =  c*+''?(dF  +  idl'). 

/E 

d'où  suit  que  N  doit  être  la  norme  du  facteur  éa+lP,  ou   N  =  e2a. 
En  jetant  le  facteur  ea+'P  à  la  gauche,  il  parait  que 

(  3  )  dF-hi  dU  =  e-a-;p  |  /E  f/P  -f-  *  "*",.!/      rfQ  ) 

doit  être  une  différentielle  exacte.  On  a  doue  la  condition  oé( 

sa  ire  et  suffisante 

/         rftF-wi/T 
c)    e   k-'P =* 

^(g-«-/y£)     _V v^!i_ 

— Jq àF~ 

où  la  séparation  entre  les  quantités  réelles  el  imaginaires  entraîne 
les  deux  équations  différentielles  partielles 

0F 


(5) 


à?  ^/u~  o(yz  '  dp  v  dQ        an 

da    y/A  d3     F  t)3     ,-  v  Ë 


\^P  V/Ê  OV  V/K       cm»'"  P 

bn  résolvant  par  rapport  aux  quantités       ■    ;  '  on  acquiert 


l'a? 


a'I     ;'''         Q  '  '' 


•  ■ 


1   <'(»        ^  A\     ^P  ''  \  1 

d'où  suit  pour   y.   Inéquation  différentielle  partielle  <lu  deuxième 
ordre    présente,    après   avoir  ajouté   aux   deux    nombres    le    fac- 
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(7) 


teur  -r-r. =  1 
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Ici  le  membre  gauche  est  le  paramètre  second  différentiel,  formé 
pour  y.,  par  rapport  au  carré  de  l'élément  linéaire  de  la  surface; 
le  membre  droit  es1  l'expression  de  la  mesure  de  courbure  dans  le 
point  (P,  Q)  de  la  surface,  prise  négativement,  que  l'on  doit  à 
Li  ou  ville.  Au  moment  où  a  est  déterminé,  les  équations  (G)  four- 


nissent (rj  en  intégrant  la  différentielle  exacte 


(8) 


\>-J)h  y~u 


Ou 
ÔQ 


dP 


û 


dec        _,  dz  i   dG 

dP  ~~     âQ  "        %  IjP 


in1" 

F    <JE. 


et  après  cela  (3)  conduit  à  l'expression  de  la  combinaison  F  +  il] 


(9) 


iU 


=  !*-*-$(  Je 


dp 


N± 


v/E 


dq 


Dans  la  supposition  spéciale  que  la  mesure  de  courbure  k  est 
nulle  partout,  l'équation  (7)  est  remplie  par  a  =  o.  Donc  on  a  le 
facteur  réel  N=  1 ,  et  les  expressions  de  [^  et  de  F  +  il]  rentrent 
en  celles  que  j'ai  développées  dans  le  Sitzungsbericht  de  V Aca- 
démie de  Berlin  du  10  mai  de  Tannée  1 883. 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 


20g 


CANTOR  (Moiutz). —  Vorlesungen  ueber  Geschichte  der  Mathematik. 
Zweiter  Band,  von  [200-1668.  Erster  Theil.  —  Leipzig.  Teubner;  1899.. 
5oo  pages  in-8°. 

Il  y  a  douze  ans  que  le  premier  \  olume  des  /  orlesungen  esl 
paru  et  que  ions  ceux  qui  s'intéressenl  à  L'histoire  des  Mathéma- 
tiques attendeol  avec  impatience  la  continuation  de  l'œuvre  entre- 
prise par  L'illustre  professeur  d'Heidelberg.  Ce  long  délai  pouvait 
les  rendre  plus  exigeants,  mais  M.  Cantor  sail  tenir  au  delà  de  ce 
qu'on  es  prie  de    lui. 

ISous  n'avons  encore  que  la  première  Partie  du  second  \  olume, 
ei  elle  paraîl  sans  préface  particulière  comme  sans  index  1  ■   .  L'au- 
teur, sans  s'astreindre  rigoureusement  à  l'ordre  chronologique,  5  .1 
adopté  une  division,  d'abord  par  siècles,   puis,  à   partir  de  n 
par  demi-siècles,  avec  une  subdivision  d  ordinaire  géographique  : 

xnie  siècle.  — ■  Chap.  il.  Léonard  de  Pise  et  son  Liber  \l><ui. 
—  i2.  Autres  écrits  de  Léonard  de  Pise.  13.  Jordanus  Nemo- 

rarius.  Son  Arithmetica  el  V  Algorithmus  demonstratus.  —  \  i. 
Du  même  :  De  numeris  datis;  De  triangulis.  —  i">.  Johannesde 
Sacrobosco,  Johannes  Campanus  el  autres. 

xive siècle.  — ■  46.  Mathématiciens  anglais  1  Bradwardin  1.  —  Î7 
Français  (Oresme).        48.   allemands.         19.  Italiens. 

xve  siècle  (r°  moitié).      -  50.    Maîtres  de  calcul   allemands 
Johann  von  Gemunden.  Georg  von  Peurbach.        i>l.  Nicolas  de 
Cusa.        52.  Mathématiciens  italiens. 

xve  siècle  (2e  moitié).  53.  Calcul  sur  les  hune-.  Le  Livre 
de  calcul  de  Bamberg.  -  54.  Johannes  \\  idmann  et  \, js  commen- 
cements d'une  Vlgèbre  allemande.  55.  I  niversités  allemandes. 
Regiomontanus.  56.  bdition  d  lùiclide  de  Ratdolf,  Vlberti. 
Léonard  de  \  1  oei .  L  Arithmétique  de  [Yeviso.  57.  Luca  Pacî- 
uolo.        o<S.    autres  Italiens.  Les  Français  Chuquel  el  Lcf<  vn  . 


La  seconde  t'.i ri  •<■  vicnl   >l<"  paraître  en  libi  lirie;  nous  ei 

|H"<     ll.lllll'llllll   |    . 

Bull,  des  Sciences  mathern  rie,  l.  XVI.  (Ao 
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xvie  siècle  (ire  moitié}.  59.  Mathématiciens  français,  espa- 
gnols el  portugais.  —  60.  Mathématiciens  des  Universités  alle- 
mandes.  —  01.  Maîtres  de  calcul  allemands  el  cossistes  en  dehors 
des  l  Diversités. — -62.  Michel  Stifel.  -- 63.  Géomètres  allemands. 
Mathématiciens  anglais.  —  (>i.  Italiens.  L'équation  cubique.  — 
65.  Premiers  écrits  de  Cardan.  — 66.  Ouvrages  de  Tartaglia.  Der- 
niers écrits  de  (  lardan. 

La  possibilité  de  consacrer  aujourd  Imi  cinq  cents  pages  à  l'en- 
semble des  Chapitres  dont  nous  venons  de  donner  les  litres  té- 
moigne hautement  en  laveur  des  recherches  dont  l'histoire  des 
Mathématiques  pendant  le  moyen  âge  a  été  l'objet,  depuis  un 
quart  de  siècle  surtout.  Ainsi  que  le  dil  M.  Cantor,  cette  histoire, 
dans  Montucla,  fait  l'effet  d'une  carte  d'Afrique  telle  qu'on  aurait 
pu  la  dessiner  à  la  même  époque  :  quelques  noms,  de  vagues 
tracés,  d'immenses  lacunes.  Désormais  les  explorateurs  ont  rap- 
porté assez  de  données  pour  que,  s'il  reste  encore  bien  des  décou- 
vertes à  iaire,  le  relief  général  commence  à  s'accuser  et  que  le  ca- 
ractère de  la  contrée  soit  suffisamment  précisé.  En  dépouillant 
avec  soin  et  sagacité  les  documents  de  toute  sorte  publiés  jusqu'à 
ce  jour,  en  y  ajoutant  ses  propres  recherches,  M.  Cantor  a  pu  nous 
présenter  un  tableau  vivant  de  l'enseignement  mathématique  dans 
les  Universités  et  dans  les  écoles  de  divers  degrés,  en  même  temps 
qu'il  nous  a  exposé  avec  détail  les  rares  travaux  originaux  grâce 
auxquels  la  Science  a  progressé. 

Malheureusement,  les  diverses  contrées  de  l'(  )ccidenl  latin  n'ont 
pas  également  fourni  des  travailleurs  pour  la  moisson  à  faire  ;  il 
s'ensuit  que,  dans  l'(  ouvrage  de  M.  Cantor,  l'Allemagne  prend  une 
importance  singulière,  grâce;  à  la  richesse  des  informations  qui  la 
concernent;  l'Italie  est  également  très  bien  partagée;  mais,  pour 
ne  pas  parler  de  l'Espagne  el  du  Portugal,  où  il  3  aurait  cependant 
tant  de  recherches  à  faire,  il  esl  clair  que,  pour  l'Angleterre  et 
pour  la  France,  les  études  sur  l'enseignement  mathématique  au 
moyen  âge  onl  été  singulièremenl  négligées.  Le  nouveau  \  olume 
des  Vorlesungen  n'en  doit  être  que  plus  précieux  pour  nous, 
parce  qu'il  peut  indiquer  ce  qu  il  v  a  à  faire  aux  chercheurs  «le 
honne  volonté;  la  ià<  lie  en  réclame  un  grand  nombre;  niais,  par- 
tout OÙ  il  \  a  une  bibliothèque  de  livres  anciens  ou  de  manuscrits, 
mu  peul  trouver  l'occasion  d'une  étude  intéressante  sur  quelque 
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Ouvrage  qui  n'est  pas  connu  ou  qui  ne  l'esl  que  de  nom.  Il  s'agit, 
d'ailleurs,  de  recherches  qui  peuvenl  être  entreprises  comme  dé- 
lassement d'autres  travaux  et  qui  n'exigent  pas  une  longue  prépa- 
ration préalable,  comme  l'étude  des  [Mathématiques  grecques. 
Puisse  l'appel  (pie  je  fais  ici  ne  pas  rester  sans  écho!  Des  décou- 
vertes aussi  intéressantes  que  celle  dii  Triparty  de  Nicolas  <  11 1 1  j - 
quet  (')  peuvent  encore  être  espérées,  et  >i  noire  patrie  peul 
glorifier  d'un  second  Oresme,  nous  ne  devrions  p.i>.  ce  semble, 
laisser  à  des  étrangers  le  soin  de  nous  le  révéler,  comme  Curtze  .1 
fait  pour  l'illustre  évêque  de  Lisieux. 

Je  n'ai  point  L'intention  d'analyser  en  détail  le  nouvel  Ouvrage 
de  M.  Gantor;  on  n'y  trouve  pas,  au  reste,  comme  dans  le  premier 
Volume  des  /  orlesungen,  de  ces  questions  soulevées  depuis  long- 
temps, souveni  débattues  sans  avoir  été  tranchées  el  sur  lesquelles 
il  e^i  intéressant  de  connaître  l'opinion  d'un  nouvel  historien  qui 
les  a  étudiées  avec  conscience  et  ;i  su  y  apporter  des  éléments 
jusqu'alors  négligés.  Faut-il  faire  une  exception  pour  l'histoire, 
déjà  maintes  fois  exposée, de  la  résolution  des  équations  cubiques? 
C'est  \u\  poinl  sur  lequel,  en  tout  cas,  les  conclusions  de  M.  Gan- 
tor ne  me  paraissenl  pas  donner  matière  à  critique. 

Il  est  certain  que  depuis  que  Ton  s'esl  mis  à  étudier  les  Car- 
telli  (2)  échangés  entre  Luigi  Ferrari  el  Tartaglia,  le  venl  a 
tourné  contre  ce  dernier,  auparavant,  on  ne  possédait,  pour  juger 
celte  affaire,  que  les  récits  du  Brescian,  Gardan  s' é  ta  ni  abstenu 
de  toute  polémique  contre  lui  ;  désormais  il  faul  tenir  compte 
d  autres  pièces  du  procès,  el  reconnaître  que  les  accusations  lan- 
cées par  Ferrari  reposenl  souveni  sur  d<-s  faits  incontestabh  - 

Cardan,  en  général,  distingue  avec  soin,  dans  ses  écrits,  ce 
qui  lui  appartient  et  ce  qu'il  emprunte  à  d'autres;  il  ne  cite  p.i^ 
seulement  les  noms  des  inventeurs  qu'il  connaît,  il  remarque  des 
découvertes  qu'il   ne  sait  à  qui  attribuer  (3).   On   peut,  sur  1 


(')  Publié  par  Aristide  M. nie  dans  le  Bulletin  Boncompagni,  1.  \lll. 

iji  Ils  onl  été  reproduits  dès  1846  par  Gherardi  t  Di  alcuni  mater  ia/i  per  In 
slo/'ia  délia  Facilita  matematica  di  Bologna).  I  Giordani  en  .1  donné 

1  M  M. in  mu-  édi  1  ion  complet  e. 

(')   Miisi  celle  «In  mode  il<'  suspension  qui  porte  s, m  nom  el  qu'il  décrit  dans 

le  XVII"  Livre  d<-  s,,n    Ouvrage  Dt  subtil itate  r me  étant   une  invention  1res 

.1  rie  ien  ne. 
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questions  de  priorité,  le  convaincre  d'erreur,  mais  non  de  men- 
songe. Il  n'en  es!  pas  de  même  de  Tartaglia,  qu'on  prend  souvent 
a  déguiser  la  vérité.  Il  emprunte  aux  morts  cl  aux  vivants  sans  le 
dire  et  ne  cite  guère  que  dans  un  intérêl  polémique;  du  moment 
où  il  change  la  forme  tic  l'exposition,  il  prétend  cire  en  droit  de 
revendiquer  le  tout  comme  sien.  Qu'il  ail  pillé  Cardan  lui-même, 
♦mi  prenanl  sa  Travagliata  invenzione  (  '  ),  de  i  55 1 ,  dans  le  Livre  1 
De  subtilitate,  publié  l'année  précédente,  c'était  peut-être  de 
bonne  guerre;  mais  sa  véracité  devient  grandement  suspecte, 
quand  on  le  voit  affirmer,  en  1 543,  avoir  fail  sur  le  grec  sa  tra- 
duction d'  \v(  ihimède  qu'il  a  certainement  copiée  de  celle  faite  an 
xme  siècle  par  Guillaume  de  Moerbecke  (2). 

Cardan  a  eu,  sans  aucun  doute,  à  son  égard,  le  tort  de  violer 
la  promesse  solennelle  de  ne  pas  publier  une  solution  dont  Tarta- 
glia lui  avait  confié  le  secret;  mais  il  a  pu  se  croire,  en  partie  au 
moins,  dégagé  de  son  serment  par  une  circonstance  que  Ferrari 
nous  apprend  dans  son  second  cartel  (ier  avril  i547).En  i  5 4 2 ,  lui 
cl  Cardan  avaient  vu  entre  les  mains  d'Annibale  délia  JVave,  pro- 
fesseur à  l'Université  de  Bologne  et  gendre  de  Scipionedel  Ferro, 
un  manuscrit  de  ce  dernier,  contenant  exactement  les  construc- 
tions indiquées  par  Tartaglia  à  Cardan.  Celui-ci  a  dû,  dès  lors,  se 
demander  si  ces  constructions  avaient  seulement  été  communi- 
quées à  Antonio-Maria  Fior,  l'adversaire  de  Tartaglia  dans  la 
joute  mathématique  du  12  février  1 535 ;  si  Nicolo  les  avait  réelle- 
ment retrouvées  de  lui-même.  En  tout  cas,  le  droit  de  ce  dernier  à 
priorité  de  publication  était  infirmé  par  l'existence  du  manuscrit 
de  Scipione. 

Dans  son  Ars  magna  de  1  5 4 5 ,  Cardan  attribua  la  réinvention 
à  Tartaglia  ;  il  écarta  donc  le  soupçon  qui  avait  pu  lui  venir.  Mais 
le  même  doute  peut  être  soulevé  aujourd'hui  et  il  est  difficile  de 
le  dissiper  entièrement. 

Dans  le  neuvième  Livre  de  ses  Quesiti  de  i>i<>,  Tartaglia  af- 
firme avoir  connu  depuis  Longtemps  bien  des  choses  que  Cardan 
venait  de  donner  comme  de  lui-même;  il  affirme  aussi  en  savoir 
là-dessus  bien  d  autres;  mais  il  ne  donne  aucune  preuve  à  L'appui 


I    )  Pour  remettre  a  (loi  des  bateaux  submerf 

Voit    li         ri  .    V  te  Studien  zn  Archimedes. 
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ni  de  la  première  assertion  ni  de  la  seconde.  Dans  son  General 
trattato  de  1 556,  il  raconte  à  sa  façon  ses  démêlés  a\cc  Ferrari, 
en  1 547  et  i548,  mais  ne  donne  sur  les  équations  rien  qui  ne  fût 
déjà  connu.  Bien  pins,  il  ne  paraîl  avoir  jamais  bien  compris  les 
deux  découvertes  capitales  de  Cardan  :  le  procédé  pour  faire  dis- 
paraître le  terme  du  second  degré  dans  l'équation  cubique  com- 
plète, cl  la  reconnaissance  de  l'existence  de  trois  racines. 

On  saii  que  Tartaglia  avail  clairemenl  expliqué  à  (  iardan  la  con 
struction  de  la  racine  réelle  pour  les  formes 

(I)  x*-*-px      </. 

(  II  )  x  •  =  px       '/ . 

Quant  à  la  troisième  :  x%  -+-  q  ■  />j\  il  s'était  contenté  de  dire 
qu'elle  se  résolvait  avec  la  seconde,  qui  lui  étail  comme  naturel- 
lement jointe.  Il  est  probable  qu  il  entendait  seulement  parla  que 
si  /)  cl  </  ont  les  mêmes  valeurs  dans  ces  de\\\  formes,  la  solution 
positive  pour  (11)  se  change  pour  (  III  )  en  négative  avec  la  même 
valeur  absolue. 

C'est  en  cherchant  si  les  réticences  de  Tartaglia  ne  cachaient 
pas  quelque  autre  mystère  que  Cardan,  en  premier  lieu  pour  cette 

troisième  forme,  déduisit  de  la  racine  réelle  les  deux  racines  ima- 
ginaires [radiées  minus,  comme  il  s'exprime),  el  qu'en  essayant 
de  déterminer  sous  quelles  conditions  ces  racines  pouvaient  de- 
venir réelles,  il  reconnut  le  cas  irréductible.  Dès  lors,  il  avail  dé- 
passé Tartaglia,  qui  resta  incapable  de  le  suivre. 

L'étude  du  General  trattato  a  d'ailleurs  conduit  M.  Cantor  1 
celte  conclusion  que  Tartaglia,  dont  il  reconnaît  pleinement  la 
grande  ingéniosité,  était  mieux  doué,  rw  réalité,  pour  la  Géomjé 
trie  que  pour  l'  algèbre;  mais  il  e>t  certainement  singulier  que  ce 
qui]  a  de  pins  original  dans  cet  Ouvrage  consiste  principalement 
dans  di's  constructions  avec  une  seule  ouverture  de  compas,  sujet 

dont  nous  saxons  que  Scipione  del   l'crro  s  était   occupe    sans    rien 

publier,  de  même  que  pour  l'équation  cubique  (  '  |. 


(')  J'ajouterai  ici  à  propos  <\<-  Tartaglia  une  remarque  hibliographiqu      I 
sède  un  volume   portant    la  date  de  1  >6a  et  la  firme  de  Curtio   Projano,  l'édileui 
vénitien,  ami  et  exécuteur  testamentaire  de  Tartaglia  (mort  en  i5         l     volume, 
'•11  Trnjano  semble  avoir  eu   l'intention  de  réunii  les  écrits  •!>     fartaglin  sur  les 
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La  profonde  originalité  de  Cardan  est,  au  contraire,  Loul  à  (ail 
incontestable  <l,m^  le  domaine  de  I  Algèbre;  s'il  a  emprunté  à  au- 
trui, comme  il  le  déclare  d  ailleurs  lui-même,  le  point  de  dépari 
essentiel,  il  y  a  ajouté,  en  dehors  de  l'invention  propre  de  Ferrari 
pour  l'équation  du  quatrième  degré,  i\c*  découvertes  capitales,  h 
il  n'a  cessé,  pendanl  trente  ans,  de  poursuivre  ses  recherches  el 
de  les  généraliser. 

Je  viens  de  m'élendre  assez,  longuemenl  sur  le  sujet  des  der- 
niers Chapitres  du  nouveau  Volume  de  M.  Cantor,  précisément 
parce  que  ce  sujel  esl  à  peu  près  le  seul,  pour  la  période  dont  il 
s'agit,  < j ii i  ail  acquis  une  certaine  célébrité  dans  l'histoire  des  Ma- 
thématiques.  Le  reste  du  \  olume  (  \  \o  pages)  paraîtra  entièrement 
neuf  à  la  1res  grande  majorité  des  lecteurs,  c'est-à-dire  à  tous  ceux 
< 1 1 1 1  n'ont  pas  examiné  par  eux-mêmes  les  Traités  originaux,  ou 
qui  ne  se  tiennenl  pas  au  couranl  (\o^  publications  spéciales  sur  la 
matière. 

Dans  l'impossibilité,  dès  lors,  de  signaler  ici  tout  ee  <pn  méri- 
terail  de  l'être,  je  me  contenterai  d'appeler  l'attention  sur  une 
idée  (pie  M .  Cantor  a  mu  vie  avec  patience  el  qui  donne  à  son  Livre 
une  unité  mal  lendue. 


applications  <!<•  la  Science,  a  pour  titre  :  La  nova  scientia  di  Nicolo  Tartaglia 
cou  una  gionta  <il  terso  libro  el  comprend  : 

in  Les  h"i>  livres  de  la  Wova  scientia  de  i  >>7  (le  Litre  annonce  <I<mi\  autres 
li\  res  que  Nicolo  n'écrivit  jamais,  parce  que  la  matière  en  p.is-.i  dans  ses  Quesiti). 
C'est  un  essai  de  Balistique,  pour  lequel  Tartaglia  admel  comme  principe  qu'au 
commencemenl  de  >.i  course  un  projectile  snii  une  ligne  droite  I  mouvement  \i<>- 
lenl  i,  .1  la  (in  une  droite  verticale  (mouvement  naturel ),  el  que  ces  deux  parties 
de  la  trajectoire  sont  reliées  par  un  arc  « I <■  cercle.  Cette  réimpression  esl  datée 
de  [558.  Puis  viennent,  comme  addition  au  troisième  Livre  : 

2°  Les  Imii  premiers  Livres  des  Quesiti  de  15^6;  le  neuvième,  c'est-à-dire  pré- 
cisément celui  ipii  concerne  l'équation  cubique,  se  trouve  exclu. 

.)  La  Travagliata  invenzione  de  i  >5i,  en  trois  Livres  el  sous  un  autre  titre: 
fiegola  générale  disolevare  ogni fondata  nave  e  naviliicon  ragione. 

\  Les  Ragionanienti  de  i55i,  en  deux  Livres,  donl  le  premier  esl  un  commen- 
taire sur   Vrchimcde  De  insidentibus  açitce,  I. 

Le  point  curieux  de  cette  réimpression  esl  que,  tandis  que  la  première  édition 
du  dernier  Ouvrage  le  présente  sous  forme  de  dialogue  entre  Tartaglia  et  l'anglais 
Richard  Wentwortli,  Trojano  .i  substitué  son  propre  nom  .'i  celui  de  l'étranger. 
Il  n'attachail  dont  aucune  importance  historique  à  cette  forme.  C'esl  assez  dire 
<|in'  les  dialogues  do  Quesiti  ne  peuvenl  être  considérés  que  comme  purement 
Ji'  ni-  cl  que  leurs  dates  ne  peuvenl  être  invoquées  en  faveur  de  Tartaglia, 
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Cette  idée  est  celle  de  l'opposition  entre  la  tradition  de  Léonard 
de  Pi  se  et  celle  de  Jordanus  Nemorarius.  Le  premier,  étranger  aui 
Universités,  un  marchand  entre  mille,  n'a  en  sur  renseignement 
qu'une  influence  très  restreinte.  Ses  manuscrits  sont  restés  con- 
finés en  Italie,  et  ce  n'est  que  peu  à  peu  que  les  innovations  utiles 
qu'ils  renfermaient  se  sont  propagées  dans  les  écoles. 

Jordanus  de  Saxe,  premier  général  des  Dominicains  après  leur 
fondateur,  chef  d'un  ordre  qui  dc>  l'origine  se  consacre  à  ren- 
seignement, avait  composé  des  écrits  mathématiques  d'une  valeur 
incontestable,  qui  furent  adoptés  dans  les  écoles  et  long!  cm  l'- 
imités ou  reproduits,  même  avec;  leurs  défauts. 

Il  n'y  eut  pas,  en  réalité,  rivalité  entre  deux  traditions,  mais 
lente  pénétration  de  l'une,  classique  et  universitaire,  par  l'autre, 
indépendante  et  laïque.  M.  Cantor  relève  avec  soin  les  différent  i  - 
caractéristiques  que  présentent  ces  deux  traditions  dès  l'origine. 
Ainsi,  par  exemple,  Jordanus  considère  la  duplication  et  la  dimi- 
diation  comme  des  opérations  de  calcul  particulières,  que  ne  re- 
connaît pas  Léonard.  Celui-ci  enseigne  la  preuve  par  9,  que 
l'autre  ignore.  Pour  la  seconde  puissance,  Léonard  dit  cens  us, 
Jordanus  dit  quadratus.  Celui-ci  enseigne  l'extraction  <le  la  ra- 
cine cubique  au  même  titre  que  celle  de  la  racine  carrée,  en  s'ar- 
rétant  d'ailleurs  aux  unités;  Léonard,  au  contraire,  donne  des 
procédés  d'approximation,  el  il  se  présente  comme  I  inventeur  de 
la  méthode  d'extraction  qu'il  expose  pour  la  racine  cubique, 
comme  si,  d'ailleurs,  <>n  ne  lui  en  ayail  jamais  enseigné  aucune. 

Il  n'est  pas  aisé  de  reconnaître  toutes  les  sources  auxquelles  les 
deux  grands  mathématiciens  <lu  \in"  siècle  avaient  puisé  les  élé- 
ments de  leur  science,  mais,  en  particulier,  pour  les  points  qui 
viennent  d'être  indiqués,  M.  Cantor  a  fail  une  remarque  très  cu- 
rieuse. Toutes  1»'^  dillérences  signalées  entre  Jordanus  el  Léonard 
se  retrouvenl  cuire  deux  auteurs  arabes,  \lnasavi  e(  Ukarchi  (ce 
dernier,  par  exemple,  à  la  différence  de  l  autre,  enseignant  à 
pousser  plus  loin  que  L'unité  l'extraction  d  une  racine  carrée,  mais 
non  à  extraire  une  racine  cubique,  en  sorte  tiiic  Léonard  a  dO 
effeclivemenl  inventer  un  procédé  pour  cette  opération  . 

(  -es  deux  auteurs  arabes,  à  peu  près  contemporains  el  tous  deux 
en  relations  avec  les  souverains  de  Bagdad,  appartenaienl  à  deux 
écoles  qui,  séparées  par  ilc^  querelles  religieuses  el  politiques,  ne 
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voulaienl  rien  savoir  rime  de  l'autre;  l'une  de  ces  écoles,  celle 
d'Alnasavi,  représentait,  d'ailleurs,  de  préférence  en  Mathémati- 
ques la  tradition  hindoue,  celle  d'Alkarchi  la  tradition  grecque. 
Mais  leurs  divergences  réelles  onl  un  caractère  d'opposition  sys- 
tématique qui  ne  peut  s'expliquer  par  des  motifs  purement  scien- 
tifiques ou  pédagogiques.  Il  est  certainement  singulier  que  celle 
rivalité  passagère,  par  suite  évidemmenl  d'un  simple  hasard,  ail 
eu  son  contre-coup  dans  J  occident  latin  et  y  ait  amené  des  diver- 
gences de  tradition  qui  ne  s'évanouirent  qu'après  trois  siècles  et 
plus. 

II.  .rajouterai,  aux  remarques  qui  précèdent,  diverses  obser- 
vations  de  détail  qui  se  sont  présentées  à  mon  esprit  pendant  la 
lecture  du  nouveau  Volume  des  Vorlesungen.  Je  le  lais  d'ailleurs 
bien  moins  dans  le  but  d'adresser  des  critiques  à  M.  Gantor  que 
dans  celui  de  mieux  appeler  l'attention  sur  la  très  grande  richesse 
documentaire  de  son  Ouvrage. 

Page  10,  ligne  8  et  suivantes:  «  Les  nombres  premiers,  que 
Léonard  (de  Pise)  appelle  numéros  sine  reguliSj  se  seraient,  d'a- 
près lui.  nommés  coris  en  non  chez  les  Grecs,  hasam  clic/,  les 
Arabes.  Cette  double  remarque  linguistique  n'est  pas  tout  à  lait 
exacte.    » 

Il  me  paraît  que,  s'il  v  a  eu  inexactitude  de  la  part  de  Léonard, 
elle  se  trouve  surtout  dans  la  traduction  latine  qu'il  a  donnée  des 
termes  grecs.  A  la  vérité,  comme  le  constate  M.  Gantor,  on  ne 
retrouve  ces  derniers  termes  flans  aucun  Ouvrage  grec,  cl  clic/  les 
auteurs  arabes,  le  mot  hasam  est  employé  avec  des  significations 
techniques  dillérentes  (*).  Mais,  quoique  Léonard  ait  incontes- 
tablement étudié  à  fond  divers  Traités  mathématiques,  il  doit  re- 
présenter beaucoup  plutôt,  pour  nous,  la  tradition  de  l'enseigne- 
ment oral  <pic  celle  de  la  Science  livresque.  Or,  si  bon  réfléchit 


(')  Hasam,  proprement  qui  ne  s'énonce  pas,  a  été  traduit  au   moyen  âge  par 

sur  dus    (sourd),    et    a    ordinairement    la    signification    technique   d'irrationnel. 

Vlkarchi  ci  Behaeddin  onl  également  employé  ce  terme  pour  désigner  un  nombre 

non  carré  oi  non  divisible  par  l'un  des  neuf  premiers  nombres.  On  \  mt  que  cette 

ition  se  rapproche  de  celle  du   nombre  premier. 
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aux  divergences,  parfois  assez  singulières,  que  l'on  peut  constater 
de  nos  jours  entre  La  terminologie  mathématique  du  professeur 
el  celle  de  l'auteur,  on  ne  trouvera  rien  d'extraordinaire  à  ce  que 
Léonard  nous  ait  conservé  quelques  expressions  réellement  em- 
ployées par  ses  maîtres  arabes  ou  grecs,  mais  n'ayant  jamais  été 
consacrées  ailleurs  que  dans  ses  propres  écrits. 

Oue  Fibonacci  ait  parlé  le  grec  au  moins  autant  que  l'arabe, 
c'est  d'ailleurs  ce  dont  ou  ne  peut  douter  à  ses  transcriptions;  ce 
sont  des  mois  qu'il  a  entendu  prononcer,  <pi<'  peut-être  il  n'a 
jamais  lus.  Mais  dans  le  cas  don!  il  s'agit,  a-t-d  vraiment,  comme 
je  l'ai  dit,  donné  une  traduction  inexacte? 

Canon,  au  propre  en  grec  (y.avwv),  signifie  règle.  Il  esl  donc 
\rai  que  sine  re g u lis  est  bien  une  traduction  et  que  d'ailleurs  il 
faut  lire  coris  canonon  (^coplç  "/.avévwv  ). 

Mais  comment  celte  expression  a-t-elle  été  employée  pour  dési- 
gner les  nombres  premiers?  comment  peut-on  dire  <pi  il>  soient 
sans  règles? 

Le  mot  xavwv  a,  dans  le  langage  mathématique  urée,  un  sens 
technique  tout  spécial.  C'est,  en  effet,  ce  mot  que  Ptolémée  el  tous 
les  auteurs  emploient  pour  désigner  les  Tables  servant  aux  calculs 
astronomiques.  Or  les  marchands  que  pratiquait  Léonard  de  Pise 
se  servaient  évidemment  aussi ,  pour  leurs  calculs, de  Tables  comme 
on  en  rencontre,  au  reste,  plusieurs  dans  les  <  Kivrages  du  moyen 
âge  cités  par  M.  Cantor.  GesTablesou  barèmes,  particulièrement 
indispensables  pour  la  conversion  des  monnaies,  par  exemple,  de 
vaient  nécessairement  être  appelées  xavdvsç  par  les  Grecs. 

L'expression  vwp'i;  Kavévtov,  d'après  le  sens  propre  de  •/«»:•..:<  si- 
gnifie doue  «  hors  des  Tables  » . 

Or,  si  une  Table  en  particulier  donne  des  nombres  a  d  après 
des  arguments  6)  l'expression  •  hors  de  laide  ne  peut  évidem- 
ment s'appliquer  aux  nombres  l>\  elle  se  dira  des  nombres  a  qui 

né  figurent   pas  dans  la    laide,  el  pour  lesquels,  dès  Ici»,  si  l'on  v  'Ml 

retrouver  L  argument  b  correspondant,  d  faut  taire  une  interpola- 
tion OU  un  ealeu  I  d  i  ici  I  . 

Grâce  à  ces  remarques,  d  me  semble  «pie  la  désignation  -, 
•/.*/v:v(,)v  pour  les  nombres   premiers  devient    très  claire.    I.l!«    - 
rapporte  à  cette  propriété  évident r  de  ces  nombres,  de  ne  pouvou 
être  Fournis  par  un  barème.  Kilo  est  d'ailleurs  historiquement  i 
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téressante,  en  ce  qu'elle   témoigne  de   l'importance  pratique  des 
Tables  dans  les  opérations  de  calcul  au  moyen  âge. 

Page  (3,  ligne  22:  En  rapportant  la  solution  numérique  don- 
née dans  le  /y7".v  de  Léonard  de  Pise  de  l'équation  du  troisième 


aegre 


a?3 -H  '),/'2+  101  =  7.0, 


M.  Cantor  remarque  que  l'emploi  des  fractions  sexagésimales 
(  allant  jusqu'à  la  six U*  )  paraît  poussé  plus  loin  que  partout  ail- 
leurs. Le  fait  n  est  pas  douteux  pour  les  caleuls  ordinaires,  mais, 
<'ii  Astronomie,  l'usage  de  la  sixte  comme  limile  extrême  de  l'ap- 
proximation était  classique  depuis  Ptolémée.  Comme  de  fait  les 
astrologues  de  Frédéric  II  étaient  les  seuls  juges  compétents  des 
tra\  aux  de  Léonard,  il  est  naturel  qu'il  ail  voulu  pousser  son  calcul 
jusqu'à  la  fraction  consacrée. 

Quanta  la  méthode  que  Léonard  a  pu  employer  pour  obtenir 
une  approximation  aussi  exacte,  il  ne  me  semble  pas  qu'elle  ait 
été  particulièrement  élégante,  sans  quoi  il  l'aurait  probablement 
exposée. 

L  homme  qui,  n'ayant  appris  aucun  procédé  pour  extraire  une 
racine  cubique,  avait  su  s'en  forger  un,  ne  devait  pas  se  trouver 
embarrassé  pour  résoudre  numériquement  une  équation  du  troi- 
sième degré;  la  longueur  des  calculs,  avec  les  fractions  sexagési- 
males, a  pu  d'ailleurs  être  singulièrement  réduite,  quel  que  fût  son 
procédé,  grâce  à  l'emploi  de  Tables  de  multiplication  pour  ces  frac- 
lions,  Tables  qu'on  devait  nécessairement  posséder  pour  les  calculs 
astronomiques. 

Page  83  et  suivantes  :  M.  Cantor  parle  avec  quelques  détails 
de>  Deux  plus  anciens  Traités  français  <l  tlgorisme  et  de  Géo- 
métrie, publiés  par  Al.  Ch.  1  leurs  dans  le  Bulletin  Boncompa- 
o m ',  t.  \ \  . 

Il  esl  iiè^  regrettable  que  ces  fragments  du  \in'  siècle,  car  on 
ne  peut  guère  leur  donner  un  autre  nom,  ne  nous  aient  été  con- 
servés que  par  un  manuscril  non  seulement  très  incorrect,  mais 
dans  un  désordre  complel  et  avec  des  lacunes  énormes;  il  esl  re- 
grettable que  l'éditeur  n<'  se  soil  pas  donné  la  peine  de  remédier, 
dans  La  mesure  du  possible,  aux  vices  de  I  original  cl  q u  il  ne  non- 
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ait  donné  qu'un  texle  à  peu  près  inutilisable.  Je  dois  me  borner 
à  indiquer  quelques  corrections  sur  les  citations  faites  par 
M.  Cantor. 

D'après  le  lexte  édile,  la  première  partie  de  la  Géométrie  con- 
siste à  trouver  la  «  mesure  des  planètes  »  ;  il  faut  lire  planeces. 
Ce  mot  (pour  aire  plane)  s'écrirait  aujourd'hui  planesse;  il  esl 
régulièrement  formé  (de  planifia)  et  Ton  peut  regretter  qu'il  ne 
soit  pas  resté  en  usage. 

La  hauteur  d'un  triangle  est  appelée  linel  ou  lanax  :  lisez  livel 
ou  liviax  (e'est-à-dire  liveau)  (').  C'est  le  mol  que  nous  em- 
ployons corrompu  sous  la  forme  nivcdu,  et  qui  désigne  originai- 
rement le  fil-à-plomb. 

\À  orneure  du  cercle,  pour  désigner  la  superficie  de  la  sphère, 
est  une  leçon  douteuse,  qui  correspond  probablement  à  uotre  moi 
ornière. 

M.  Cantor  aurait  pu  trouver,  dans  le  même  Lexte,  la  plus  an- 
cienne mention  écrite  du  calcul  avec  les  jetons-unités  tel  qu'il 
fut  usité  au  moyen  Age  ('-'). 

a  Or  commencerons  de  Tari  d'arismetike  :  si  commence  en  tel 
forme:  car  tous  li  nombre,  de  I  dus  qu'à  \,sonl  appelé  de-giple^ 
parebe  kc  li  uns  se  gete  soi-  l'autre.     ■ 

Il  y  a  là  une  explication  tout  à  lait  fantaisiste,  bien  entendu,  du 
terme  digit  (3)  appliqué  aux  ueuf  premiers  nombres.  Mais  cetle 
explication  suffit  à  prouver  combien  I  usage  des  jetons  de  calcul 
était  répandu. 

Jeter  sur  signifie  d'ailleurs  multiplier  par  :  nous  trouvons,  en 
rllet,  plus  loin,  par  exemple  :  <    toutes  disaines  getées  par  deseur 

eeul   \  aient  mil    ». 

Le  calcul  se  faisait  mm-  des  lignes  parallèles  affectées  aux  unités 
(le  différents  ordres;  un  jeton  sur  la  ligne  valait  une  unité  de  cet 
ordre;  entre  deux  lignes,  cinq  unités  de  I  ordre  inférieur.  En  grou- 


(')  De  même  le  Lexte  dont  il  s'agit  porte  indifféremment  tonel  <>n  toniax  pour 
noire  mol  tonneau. 

i    i  Les  Traités  qui  enseignent  ce  calcul   n'apparaissent  que  vers  la  deuxième 
moitié  «In  w  siècle,  avec  l'imprimerie. 

Digitus,  doigt,  par  oiipi.-~iin.ii  à  articulus,  nombre  entici  de  dizi 
termes  étaient  devenus  classiques  depuis  la  Gcoitictria  du  I'-    B  i 
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|)iuii  les  jetons  donl  on  possédait  un  nombre  suffisant,  on  pouvail 
figurer  sur  les  lignes  plusieurs  nombres  distincts. 

Ce  procédé  (sauf  quelques  variantes  de  détail  )  ;i  été  connu  des 
Grecs  comme  des  Romains,  comme  il  l'avail  été  avant  eux  des 
Egyptiens  e!  probablement  des  Babyloniens;  c'esl  de  là  que  nous 
esi  venu  le  terme  de  calcul  (calculus,  caillou,  jeton  ;  en  grec 
'Irzzz,  avec  la  même  signification).  Mais  >'d  est  attesté  par  des 
monuments  figurés  de  la  plus  haute  antiquité,  on  ne  trouve  nulle 
pari  de  description  ancienne  des  opérations. 

Les  premiers  Traités  qui  parlent  de  Vabacus,  au  xe siècle  de  noire 
ère,  enseignent  un  système  toul  différent,  puisque,  au  lieu  de  jeton s- 
unités,  on  emploie  des  jetons  marqués  de  i  à  <j;  il  faut  attendre 
l'apparition  de  l'imprimerie  pour  trouver  des  livres  enseignant  le 
calcul  sur  les  lignes  avec  des  jetons-unités. 

Il  n\  a  pas  à  supposer  cependant,  malgré  l'apparence,  que  le 
dernier  calcul  ail  été,  à  un  certain  moment,  supplanté  par  l'emploi 
de  l'abacus  de  Gerbert,  puis  qu'il  ail  repris  le  dessus  et  qu'il  se 
soil  même  développé  précisément  au  moment  où  triomphaient  dé- 
finitivement  les  chiffres  modernes. 

La  vérité  est  que  le  calcul  a\ec  les  jetons  a  toujours  été  l'apa- 
nage des  illettrés;  il  s'est  en  conséquence  transmis  par  simple 
tradition  orale,  jusqu'au  moment  où  l'imprimerie  a  permis  de 
faire  dr>  livres  assez  bon  marché  pour  faciliter  l'enseignement. 
L'invention  de  l'imprimerie  a  d'ailleurs  amené,  avant  les  derniers 
progrès  de  l'instruction,  l'existence  d'une  classe  nombreuse  de 
gens  sachant  lire,  mais  ne  sachant  pas  écrire  ou  écrivant  mal. 
Ceux-là  apprenaient  à  calculer  avec  des  jetons,  ce  qui  de  fait  esi 
plus  aisé  que  d'apprendre  seulement  à  tenir  une  plume.  L'usage 
en  était  encore  très  répandu  en  France  au  xvine  siècle. 

L'abacus  de  Gerbert  et  du  Ps.-Boèce  n'a  jamais  l'ail  en  réalité 
concurrencée  l'abaque  populaire;  c'était  une  invention  savante 
pour  I  époque  |  elle  exige  que  Ion  connaisse  les  Tables  d  addition 
et  de  multiplication),  calquée  sur  les  procédés  du  calcul  écrit 
d.-  Vxabes),  répondant  d'ailleurs  aux  besoins  d'une  époque  où 
les  lettrés  eux-mêmes  n'écrivaient  guère  <  '  ),  où  il  leur  était,  par 


I.'    pai    li  -m  i h  élail  trop  coûteux  ;      ûtail  d'ailleurs  alors  une  spécialité  que 

h  i 
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>uiie,  pins  commode  d'avoir  un  procédé  de  calcul  manuel  relati- 
vement perfectionné  que  de  recourir  b  l'encre.  La  lutte  des  dba- 
cistes  et  des  algorithmistes  (calculateurs  employant  les  chiffres 
modernes),  aux  xie  et  \nf'  siècles,  n'a  donc  été  que  la  lutte,  pour 
la  classe  lettrée,  entre  l'écriture  et  le  procédé  manuel  qui  la  rem- 
plaçait pour  le  calcul;  la  couche  inférieure  des  illettrés  n'a  été 
atteinte  que  trois  siècles  après. 

P.  1  19.  —  M.  Gantor  s'étend  longuement,  à  très  juste  titre,  sur 
le  Trac  talus  de  latitudinibus  formarum  de  Nicole  Oresme,  où 
l'on  trouve  le  principe  de  la  représentation  d'une  quantité  va- 
riable  {forma)  au  moyen  d'une  ordonnée  (latitudo)^  rapportée 
à  une  abscisse  (longitudo),  figurant  le  temps,  pur  exemple.  Mais 
la  remarque  d'Oresme  que,  si  la  figura  comporte  un  arc  de  cercle, 
il  doit  être  plus  petit  qu'une  demi-circonférence,  me  paraît  devoir 
se  justifier  par  l'impossibilité  de  considérer,  dans  de  telles  repré- 
sentations, deux  ordonnées  pour  une  même  abscisse  plutôt  que 
par  celle  de  considérer  des  abscisses  négal  ives. 

1\  182.  —  Peut-être  le  savant  auteur  des  /  orlesungen  a-t-il 
été  trop  indulgent  pour  les  malheureuses  tentatives  de  Nicolas 
Cusanus,  sur  la  quadrature  du  cercle.  Je  n'y  peux  guère  voir  qu'un 
singulier  exemple  de  nescience  mathématique.  \in»i  pour  la  qua- 
drature que  Cusanus  appelle  per  lunulas,  M»  Gantor  nous  dit  : 

«  Il  décrit  un  cercle  de  rayon  1  avec  le  carre'-  inscrit  et  le  cir- 
conscrit. Le  premier  de  ces  carrés  a  une  surface  de  98,  le  second 
une  de  ic)6.  Maintenant  Cusanus  choisit  —  il  n  esl  pas  aisé  de  voir 
pourquoi  —  un  carré  ayant  121  de  surface,  il  forme  1  »  1  —  98: 
«Ion!  il  retranche  le  double  (6  de  196;  le  reste  i5o  doit  être  la 
surface  du  cercle,  avec  celle  remarque  toutefois  que  fait  Cusanus, 
< pie  ce  nombre  est  un  peu  trop  petit  :  il  aurait  fallu,  au  1 1  eu  de  1  »  1 . 
prendre  un  carré  un  peu  moins  fort,  pour  avoir  un  résultat  abso 
lumenl  exact. 

Il  ne  me  paraît  pas  très  difficile  de  retrouver  la  suite  d<^  idées 
de  Cusanus.  S'il  esl  pari  1  du  cercle  de  rayon  7.  c'est  évidemment 
qu'il  connaissait  l'approximation  d'Archimède,  ~  -- :  il  savait 
donc  que  la  surface  de  son  cercle  était  d'environ  1  >|.  Il  \o\. ni 
(I  ailleurs  qu'il  aurait  ew  celle  valeur  exacte,  -  il  en  avait  connu 
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la  différence  au  carré  circonscrit,  c  est-à-dire  la  surface  des  quatre 
coins  laissés  entre  le  carré  el  le  cercle  et  qu'il  semble  avoir  dé- 
signée sous  le  terme  de  lunules.  Mais  cette  surface,  il  sauvait  seule- 
ment qu'elle  devail  être  supérieure  à  ii)()  —  1 54  "  |2,  tandis  que 
la  différence  entre  le  cercle  el  le  carré  inscrit  doil  être  inférieure 
à  i  5  î  —  ()8  =  .')().  Dans  ces  conditions,  il  cherche,  cuire  les  divers 
nombres  qu'il  a  posés,  une  relation  numérique  <| u i  le  satisfasse 
el  comme,  sans  cloute  après  des  tâtonnements  au  hasard,  il 
remarque  qu'en  ajoutant  à  0,8  la  moitié  <le  4  >.  on  a  i  i<),  qui  esl 
voisin  du  carré  parfait  i  •>.  î  (el  probablement  qu'en  ajoutant  à  ce 
carré  les  \  de  \  >.  on  retrouve  à  peu  près  la  surface  du  cercle),  il 
s'imagine  avoir  trouvé  la  relation  qui  doit  conduire  à  la  quadra- 
ture. C'est  .sans  doute  un  exemple  historique  de  la  façon  dont  il 
ne  faut  pas  raisonner  en  Géométrie,  mais  il  n'v  a  rien  de  plus. 

P.  2.)j.  —  Le  manuscrit  de  Diophante  vu  à  Venise  par  Regio- 
montanus  vers  î  \G\  est  très  certainement  le  Marcianus  3o8  qui 
a  appartenu  au  Cardinal  Be  s  sa  ri  on,  protecteur  du  savant  allemand. 
Le  Cardinal,  alors  en  Grèce,  venait-il  d'envoyer  ce  manuscrit  à 
\  enise?  En  tous  cas,  Regiomontanus,  malgré  quelques  velléités 
de  le  traduire,  après  en  avoir  reconnu  l'importance,  ne  paraît 
point  l'avoir  sérieusement  étudié. 

P.  238.  —  A  la  liste  des  publications  mathématiques  de  Lefèvre 
d'Etaples,  aurait  dû  être  ajoutée  son  Epitome  et  introductio  in 
libros  arithmeticos  Severini  Boetii,  qu'il  joignit  à  son  édition 
des  Elementa  arithmetica  cum  demonstrationibus  de  Jordanus 
Nemorarius  (i4<)(>«  in-f")  et  qu'il  reproduisit  en  i5o3,  [5io,  1 5 1 4., 
i522,  sans  compter  les  réimpressions  postérieures. 

I*.  345.  —  La  première  ('dit ion  de  la  P  votomathesis  d'Oronce 
Fine  parait  datée  de  t53o  el  non  de  i532.  Au  reste,  toute  la 
bibliographie  mathématique  du  xvie  siècle  serait  à  refaire  pour  la 
plupart  des  auteurs;  l'habitude  des  éditeurs  de  cette  époque,  de 
mettre  en  vente  la  même  composition  sous  des  feuilles  de  titre 
différentes,  occasionne  de  nombreuses  confusions  et  entraîne 
fréquemment  des  incerl  il  udes. 

P.  355.     -  I  )e  l'édition   de   1  jn5  du   Tractcitus  Arithmeticae 
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prctcticae  de  Sanchez  Cirvelo,  indiquée  comme  douteuse  par 
M.  Cantor,  il  y  a  deux,  exemplaires  à  Paris,  l'un  à  la  Mazarine^ 
l'autre  à  S,e-Geneviève. 

P.  386.  —  Une  traduction  française  du  Trait*'  espagnol  d  arith- 
métique et  de  Géométrie  de  Juan  Ortega  a  paru  dés  i5i5à  Lyon, 
(Baland)  sous  son   nom  ('rancis*'  :  Jean  de  Lortie. 

P.  38/(.  —  Si  l'algorithme  de  Theodorich  Tswivel  (i5o^)  i  si 
enseigné per  fi g urarum  (more  A lemannorum  |  deletionem,  on 
doit  opposer  à  ce  titre  celui  de  V Enchiridion  de  Huswirl  i  i5oi  i, 
(7 talorum  more)  sine  fi  g  urarum  deletione  percommode  trac- 
(uni.  Il  y  a  donc  à  celle  date  en  Allemagne  lutte  de  deux  procédés 
de  calcul,  l'un  dans  lequel  on  doil  effacer  et  remplacer  par  d'autres 
les  chiffres  déjà  obtenus,  ce  qui  est  la  méthode  ancienne,  qualifiée 
d'allemande,  l'autre  qui  est  notre  procédé  moderne,  appelé  italien. 

P.  420.  —  Il  n'v  a  pas  à  s'étonner  que,  dans  son  Commentarius 
in  1 1  modos  conficiendœ  cubi duplicationis de  [522,  \\  ernerail 
attribué  à  Phyloponus  la  même  solution  qu'à  IM11I011  deByzance, 
d'après  Eutocius.  Le  commentaire  de  Jean  Philoponus  sur  les 
analytiques  postérieurs  d. Aristide,  commentaire  où  se  trouve  cette 
solution  tout  au  long,  était  de  fait  imprimé  depuis  1  5o  i  I  \  enise, 
in-f°).  Elle   y  esl  (railleurs  attribuée  à  Apollonius  de  Perg 

I  *  v  1  l  Tanner  y. 
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RECHERCHE   DU   MOUVEMENT  D'UN   POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  SURFACE 

DÉPOLIE. 

Pu:   M.    \.  de  SAINT  GERM  UN 

\u  début  dîme  Note  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences  du  \  \  février  189  • .  M.  \  ppell 
donne  d'élégantes  formules  pour  déterminer  le  mouvemenl  d  un 
point  sur  une  surface  dépolie,  rapportée  à  trois  axes  coordonnés 


aaj  PREMIÈRE   PARTIE. 

rectangulaires.  .Je  vais  montrer  que,  pour  le  cas  où  Ton  emploie 
des  coordonnées  curvilignes  orthogonales,  on  a  des  formules  ana- 
logues qui  se  déduisent  immédiatement  des  équations  de  I  -agrange 
el  je  les  appliquerai  à  un  problème,  relativement  très  simple,  donl 
la  solution  se  ramène  à  des  quadratures.  Soient 

y1=     l",i.r.  y.  z),  </ ,  -  =  F2  |  x,  y.  z  ),  7,     :F3(a?,/,<s) 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces  triplement  orthogo- 
nales el 

r/.s-,  =  y/të,  (h/ ,.         ds2      yE2  dq%,         ds$  —  \/îv{  dq$ 

les  arêtes  du  parallélépipède  élémentaire  compris  entre  trois  sur- 
faces f/{,  </2,  <f.\  el  trois  surfaces  infiniment  voisines.  Considérons 
un  poinl  M,  de  masse  égale  à  l'unité,  assujetti  à  rester  sur  la  sur- 
face S  définie  par  l'équation 


1        do  1         do  1         d<û 


P=±V/Ê(§:),+- 


nous  supposerons  le  signe  de  p  choisi  de  manière  que  la  direction 
définie  par  ces  cosinus  soii  celle  de  la  réaction  \  elle-même,  dont 
les  projection  s  sur  ds{,  ds2,  ds$  s'expriment  immédiatement:  quant 
,1  celles  de  la  force  de  frottement,  elles  sonl 

-/IN       ^       ,     _/IN        N-    ,      _/\        -     -. 

(  iela  posé,  les  lois  du  mouvemenl  el  la  valeur  de  N  seronl  dé- 
terminées  par  l'équation   (1)  el    par  les    trois  équations  de   La- 
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grange  : 


i  dE 


a  àq\ 


7." 


(2) 


.,    dq\        î  dE,    ,,       dEi     ,     ,       dEj     ,     ,        i  o\i,     , 

,'^^g^  — =  ^'v...., 

Des  équations  (2),  nous  déduirons  une  première  relation  indé- 
pendante de  N  en  éliminant  entre  elles  -  et  '-r~  oui  \  entrent 
1  s  V      ' 

linéairement;  le  résultant  peut  se  mettre  sous  forme  de  détermi- 
nant : 


(3) 


1    dt 

1  ^E, 

Ea  dt 

1  <*E3    ,t 

do 


1  dE3      '•>         1»      /F- 
-  — -  <J.f—  1  lV 'l'-i      — -       I- 1  V 

2  <Jy,  '>V  1 


do 


1     ^E*         '  D      PÔ 


Si  l'on  ne  regarde  plus  /  comme  la  variable  indépendante,  on 

1  1  1      dq'i  (U(il<i; — d/nd-t     .         ...  ,     . 

devra  remplacer  les  — /— par ,  ,  -•  Aux  éléments  de  la 

1  dt    l  at3 

première  colonne  ajoutons  ceux  de  la  troisième  multipliés  par      ,  : 

au  lieu  des  termes  H.»— r-1»  nous  aurous    .jt-in,  ou  V-JL,  -,  ^->  en 

<7/  dt-        '  '   as* 

prenant  5  pour  variable  indépendante.  Si  nous  remplaçons  enc< 

les  g't  par  \  -  ,   *  nous  reconnaîtrons  que  l'équation  1  >)  exprime 

l'égalité  entre  la  projection  de  P  sur  la  normale  géodésique  à  la 
trajectoire  et  le  produit  de  \  -  par  la  courbure  géodésique.  Cette 
équation  ne  contient  d'ailleurs  aucune  trace  de  la  force  de  frotte 
meut . 

Pour  déduire  des  équations  (  2  |  une  seconde  combinaison  indé- 
pendante de  V  ajoutons-les,  membre  à  membre,  après  les  avoir 
multipliées  respeeth  emenl  par 


./'     *?       7.         /  7 


dqx         \  \  \ 

liull   des  Scieno  x  \  1      \ 
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dans  l'équalion  résultante,  le  coefficient  de  \  se  réduit  à 
'—  f2  (  ào  dy  ào       \ 

ci  s'annule  en  vertn  de  l'équation  (i);  la  somme  des  termes  indé- 
pendants de/^,  dans  le  premier  membre,  se  réduit,  d'après  un 
calcul  bien  connu,  à  , 


V     dt  <lt  ' 

il  n'y  a  pas  lieu  d'indiquer  d'autres  réductions  dans  le  cas  général, 
mais  il  sera  facile  de  s'assurer  que    l'équation   obtenue  exprime 

l'égalité  entre  -j~  et  P'  —  /IN,  P'  désignant  la  projection  de  P  sur 

la  tangente  à  la  trajectoire.  L'équation  (i)  et  les  deux  équations 
indépendantes  de  N  que  nous  avons  formées  permettront  de  cal- 
culer r/i,  q2,  q3  en  fonction  de  /.  L'une  des  équalions  (2)  fera 
connaître  ensuite  la  valeur  de  N  et  Ion  s'assurera  qu'elle  reste 
positive  :  si  elle  était  négative,  il  faudrait  reprendre  les  calculs  en 
changeant  le  signe  de  p. 

Appliquons  ces  résultats  généraux  à  la  recherche  du  mouvement 
d'un  point  pesant  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical et  dont  la  surface  est  dépolie.  Pour  les  coordonnées  qs ,  r/2,  q* 
d'un  point  quelconque  M  de  l'espace,  nous  prendrons  la  longueur  u 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  Taxe  OZ  du  cvlindrc, 
l'angle  'l  du  plan  ZOM  avec  un  plan  fixe  ZOX,  enfin  l'ordonnée  z 
par  rapport  à  un  plan  horizontal  0X1,  le  sens  des  z  positifs  étant 
celui  de  la  pesanteur.  Nous  aurons 

dsi=  du,        ds2   -ud'b,         dss      dz\ 

l'équation  de  la  surface  S  se  réduit  à  la  forme 

(4)  <P  =  u  —  a  =  ° 

P,,  P2  sonl  nuls,  P3  esl  égal  à  g,  p  à  ±1.  Mais  le  mobile  tendra 
évidemmenl  à  sortir  du  cylindre;  la  réaction  N  devra  être  dirigée 
à  l'intérieur  el  nous  prendrons  p  =  —  1 .  Nous  sommes  en  mesure 
d'écrire  les  équations  1  2  >,  qui  prennenl  une  forme  très  simple  : 
mais  je  les  simplifie  encore  en  tenanl  compte  de  l'équation  (1)et 
I  .n  le  système 

'/■!/  .. .  <rV  dz'  r .   z' 
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L'élimination  de  fN  entre  les  deux  dernières  équations  nous 
donne  l'équation  correspondante  à  L'équation  |  3)  : 

dz'  fl'l' 

*  Si  ~  z  ~dï  =  g*  ■ 
Ajoutons  maintenant  membre  à  membre  les  équationsi  5)  ai 

1  •  1   •    t  /  •  r    <rxJ      z' 

les  avoir  multipliées  respectivement  par — ■ /.      -t      :  nous  aurons 


1    /  <!'l  dz'\         "■-.' 


conformémenl  à  une  remarque  que  j'ai  faite  dans  le  cas  général, 
les  termes  indépendants  de  /'dans  le  premier  membre  on!  pour 

d\        ,,,         .        ,     . 
somme  —r-  et  l  équation  devienl 
dt  ' 

dv  *•>•      Sz' 

(7)  777  ^"''^  -r. 

Il  s'agit  de  déterminer  ;  et  'l  à  l'aide  des  équations  1  6  1  el     - 
\  cel  elle! ,  j'envisage  l'angle  toque  la  vitesse  en  un  point  quelconque 
l'ail  avec  la  tangente  à  la  section  droite  du  cylindre  :  on  a 

,-/  'V  =2  Y  coso),  s'  =  V  -in  U), 

et  les  équations  (6)  el  (7)  deviennent 

(8)  \  ~   -     fCOSW, 

f/\  .  \  -  cos  '  to 

(9)  _       y     — =^sinw. 

I )ifTérentions  l'équation  (8)  par  rapport  au  temps,  puis,  dans  le 
résultat,  remplaçons  V  el  -  par  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (S),  (y)  el  posons 

dt         '  rfj        ■    < 

nous  au  nuis,  en  1  re  10  el  10  2,  I  équation 

— —  |  (..       Lin 
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don!  l'intégrale  esl  de  la  forme 

if  g,  /* 


(.)  -  :      cm-.'  (,) 


(  )u  en  déduil  immédialemenl  la  valeur  de  dt  en  (onction  de  to 
el  de  cfa>;  mais,  pour  faciliter  la  discussion  du  problème,  je  po- 


serai 


(I  ou 


lang 


—        (i) 


e\ 


.}._,.  ;. 


s  II)    (0     = 


COSOJ  = 


p\  _o_  p-\ 


e/«)  = 


2  eA 


eX  _i_  g-X 


Nous  aurons  alors 

Uni  eft 


i    (  e>  -+-  <■  '■  i  >J). 


en  supposant  w  d'abord  compris  entre  — -  et  ^>  l'équation  (8) 

montre,  et  il  est  évident,  a  priori,  que  l'angle  to  doit  d'abord  aller 
en  croissant  ;  il  en  sera  de  même  pour  A,  et  l'équation  (i  o)  montre 

«pie,  t  croissant  indéfiniment,  \  croît  jusqu'à  l'infini  et  w  jusqu'à-  : 

la  trajectoire  coupe  les  génératrices  suivant  des  angles  de  plus  en 
plus  aigus.  Les  équations  (8)  et(io)  donnenl 

,r       ffeosoi  dt        i  «A-+-e"~^ 

N        '■ 1 =     8 


la  vitesse  finit  par  augmenter  indéfiniment.  Nous  avons  enfin 

cbb  =  = 7. (U  . 

a  ia    k        'i  fg  - 


\-f 


a 


(lz  =  \   si  M  (>J  di  =  —   t. —  ci*/* 


\ 


2fy 


'l  et  z  augmentent  indéfiniment,  mais  s  devienl  infiniment  plus 
grand  que  ô. 

Quanl  à  la  réaction  du  cylindre,  elle  esl  donnée  par  une  formule 
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bien  connue  et  aussi  [>;ir  la  première  des  équations  |  5)  : 

a  \a-\    if  g  h 

elle  diminue  de  plus  en  plus  avec  le  temps. 


SUR  DES  LETTRES  INÉDITES  DE  DESCARTES  A  LA  BIBLIOTHÈQUE 

DE  L'INSTITUT; 

Par  M.  Paul  TANNERY. 

M.  Ludovic  Lalanne  vient  d'avoir  l'extrême  obligeance  de  m'in- 
former  de  la  récente  rentrée,  à  la  Bibliothèque  de  l'Institut,  de  sii 
pièces  de  la  collection  des  lettres  de  Descartes,  pillée  par  Libri. 
Ces  six  pièces  comprennent  trois  lettres  inédites. 

La  plus  ancienne  n'est  pas  datée,  mais  en  la  rapprochant  de 
celle  du  >a)  octobre  1642  (Clerselier}  II,  107  ),  on  reconnaît  qu'elle 
a  été  écrite  le  i3  octobre  précédent.  Celle  pièce  n'a  pas  élé  com- 
prise dans  le  classement dom  Poirier-Arbogast,  probablement  parce 
que  la  date  en  semblail  douteuse.  Elle  porte  an  bas,  à  gauche,  la 
cote  2,  et  doil  donc  représenter  le  n°  82  (  =  84  —  2)  de  Lahire. 
Si,  pour  ce  numéro,  les  annotai  ions  de  l'exemplaire  des  Lettres 
de  M.  Descartes  de  l'Institut  (III,  i5)  renvoienl  à  la  lettre  latine 
de  Descartes  an  I*.  Bourdin  ('),  il  se  trouve  que,  précisément,  la 
lettre  française  à  ftlersenne  est  suivie  d'une  copie  (autographe  de 
Descartes)  de  la  lettre  latine  au  jésuite,  auteur  des  Septièmes 
objections  contre  les  Méditations.  L'ensemble  de  ces  circonstances 
explique  comment,  lorsque  j'ai  cherché  à  déterminer  les  lettres 
inédites  encore  perdues  de  la  collection,  je  n'ai  pas  soupçonné  <  |  »  1  «  * 

celle    pièce  tS^  en   contenait    une. 

Les  deux  antres  lettres  figurent,  au  contraire,  dans  la  liste  qtie 
I  ai  donnée  '. 

I  /une,  (3e  d  ^.rbogast,  datée  du  i  janvier  1 643,  est  coté<         I 
*  !  étail  donc  la  j<)'  de  I «ahire. 


I  '  1  Cciic  lettre  doil  être  datée  du      septembre  1'  i  1  el  non  pa*  1  tnmc  •> 

i.iii  Cousin 


>3o  PREMIÈRE   PARTIE. 

La  dernière,  64e  d  ^rbogast,  datée  du  \  avril  [648,  est  cotée  io, 
el  représente  la  7  î''  *  1  « ■  I  <ah ire. 

J'extrais  ci-après  de  la  première  el  de  La  troisième  les  passages 
intéressants  pour  L'histoire  des  Mathématiques  (').  I^a  dernière  esl 
particulièrement  curieuse,  comme  jugement  de  Descartes  sur  sa 
Géométrie.  J'ajoute  que  La  seconde  Lettre  mérite  d'appeler  L'atten- 
tion  des  physiciens  comme  contenant  une  discussion  des  précau- 
tions à  prendre  pour  déterminer  La  densité  de  l'air  en  le  raréfiant 
par  la  chaleur  (2),  tandis  que  la  troisième  lettre  nous  monire  Des- 
cartes observant  assidûment  les  variations  du  baromètre  (:t). 

On  trouverait  peut-être  difficilement,  dans  son  immense  corres- 
pondance, des  passages  plus  décisifs  pour  attester  qu'il  posséda  il 
toutes  les  qualités  de  l'expérimentateur.  La  limitation  de  ses  res- 
sources  pécuniaires  et  l'extension  démesurée  de  ses  recherches 
doivent  sans  doute  être  considérées  comme  les  véritables  causes 
qui  ne  lui  permirent  pas  d'arriver  en  Physique  à  des  résultats  sail- 
lants et  définitifs,  comme  Pascal,  par  exemple,  devait  le  faire. 

Lettre  du  13  octobre  1642. 
Extrait. 

...  Le  secret  pour  savoir  le  point  de  conjonction  de  la  Lune  ne 
mérite  pas  qu'on  y  pense,  car  il  esl  sans  apparence. 

Ceux  qui  reprennent  les  figures  de  ma  Dioptrique  et  Géo- 
métrie sont  aussi  ridicules  et  ne  font  paroitre  qu'une  ignorance  ou 
malignité  puérile.  Car,  pour  la  figure  de  l'œil,  elle  vaul  beaucoup 
mieux  comme  elle  esl,  que  si  elle  représentoit  un  œil  d'homme  tel 
qu'il  se  peut  voir  au  naturel,  à  cause  qu'elle  en  distingue  mieux 
les  parties.  \'A  en  la  ligure  de  la  page  19,  si  l'angle  est  plus 
grand  qu'il  ne  doit,  c'est  aussi  afin  qu'on  le  voie  mieux.  Et  en 
la  page  17  j'ai  parlé  de  la  proportion  double  à  cause  qu'étant 
plus  simple  que  les  antres,  elle  est  plus  facile  à   concevoir,  au   lieu 

que  la  figure  en  exprime  une  autre  qui  approche  plus  de  ce  qui  se 


C)  Les   trois  lettres  seront  publiées  in  extenso  dans  VArchiv  fiir  Geschichte 
'/<■/•  Philosophie  (Berlin,  Reimer)  de  cette  année  1892. 

La   machine  pneumatique  n'était  pas  encore  connue. 

1  ■    rienci    'lu  P113  de  Dôm<    ne  fui  faite  que  l'année  suivante 
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voil  par  expérience,  afin  de  montrer  que  ce  même  discours  se  doil 
entendre  de  toute  sorte  de  proportions. 

El  de  vouloir  |>.  33 1  (')  qu'on  marquai  tous  les  points  où  la 
ligne  droite  coupe  l'hyperbole,  c'esl  vouloir  une  chose  imperti- 
nente, à  cause  que  ces  intersections  ne  servent  de  rien  au  sujet  et, 
l'hyperbole  étant  une  figure  sans  fin,  on  ne  la  peut  jamais  tracer 
tout  entière.  Le  discours  de  la  page  342(a)  ne  se  rapporte  pas 
seulement  à  la  figure  qui  y  est,  mais  aussi  aux  deux  suivantes,  dans 
lesquelles  est  la  ligne  AB  que  vous  cherchiez,  el  il  n*v  a  rien  en 
tout  cela  qui  n'ait  été  fait  avec  dessein,  ni  que  je  voulusse  chane 
en  faisant  (''imprimer  le  livre  .  .  . 

Lettre  du  4  avril  1648. 
Extrait. 

...  Au  reste,  je  n'ai  pu  lire  sans  quelque  indignation  ce  que 
vous  me  mandez  avoir  écril  au  ST  Schooten  <  :  i  touchant  ma  Géo- 
métrie^ et  vous  m'en  excuserez,  s'il  vous  plaît.  J'admire  votre  i  • 
dulité  :  vous  avez  vu  plusieurs  fois  très  clairement,  par  expériem 
que  ce  que  le  Roberval  disoit  contre  mes  écrits  étoil  faux  el  imper- 
tinent, et  toutefois  vous  suppose/,  que  \  \  dois  changer  quelque 
chose  en  ma  solution  du    lieu   ad  3  et  \  linet  comme  si  les 

visions  d'un  tel  homme  dévoient  être  considérables.  Ma  Géométrie 
est  comme  elle  doit  être  pour  empêcher  que  le  Kob.  el  ses  sem- 


(')  Géométrie  de  Descaries,  éd.  Hermann  <  Paris,  1 886 ) ,  p.  •     S 
la  droite  TC.II  devrail  être  coupée  en  (•  par  la  branche  d'hyperbole  dessin* 

(•■)  Ed.  Hermann,  |>.  33.  Dans  l'édition  originale,  les  droites  \\>.  BC  ne  sonl 
pas  i  racées. 

O  Schooten,  professeur  de  Mathématiques  à  Leyde,  préparait  de  la  Géométrie 
de  Descartes,  la  traduction  latine  avec  commentaires  dont  la  première  édition 
parut  en  ei|(). 

i  videmmenl  Mersenne  avait  écril  à  Schooten  sous  l'impression  de  la  solu 
tion  donnée  de  ce  problême  par  Biaise  Pascal,  solution  qu'il  signalait  en  m 
temps  à  Constantin   Huygens  (Correspondance  Huygens,  a     IG      Descarl   - 
vail  donc  avoir  été  informé  de  cette  solution,  sinon  dii  ni  par  M 

moins  par  Schooten.   Mais,  à  sou  poinl   de  vue,   il  n'j  attache  pas  d'impi 
sachant  très  bien  que  Boberval  avait  dès  longtemps  reconnu  le  poinl  capital 
lui  même  i  volontairement  ou  non  )  n'avait  pas  ni 

à  savoir  que  le  lieu  est   formé  par  l'enscmhl  *  un< 

seule.  Il  ne  s'en  prend  donc  qu'à   Roberval. 
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blables  n'en  puissenl  médire  sans  que  cela  tourne  à  leur  confu- 
sion ;  car  Ils  ne  sont  pas  capables  de  l'entendre  el  je  l'ai  composée 

ainsi  tout  à  dessein  en  y  omettant  ee  qui  étoit  le  pins  facile  el  n\ 
mettant  que  les  choses  qui  en  valoienl  la  peine.  Mais  je  vous 
avoue  que,  sans  la  considération  de  ces  esprits  malins,  je  l'aurois 
('•dite  tout  autrement  que  je  n'ai  lait  et  l'aurois  rendue  beaucoup 
plus  claire,  ce  que  je  ferai  peut-être  encore  quelque  jour,  si  je  vois 
que  ces  monstres  soient  assez  vaincus  ou  abaissés.  Ce  qui  est 
cause  que  je  n'ai  point  voulu  voir  la  version  de  Schooten,  encore 
qu'il  Tait  désiré,  car  si  j'eusse  commencé  à  la  corriger,  je  n'eusse 
pu  m'empêcher  de  la  rendre  plus  claire  qu'elle  n'est,  ce  que  je  ne 
désire  point.  Je  m'assure  que  la  version  sera  bien  obscure  et  qu'il 
v  aura  peut-être  des  équivoques  qui  donneront  lieu  à  des  prétextes 
de  cavillation  à  ceux  qui  en  cherchent,  mais  on  ne  pourra  me  les 
attribuer,  à  cause  que  mon  latin  n'est  point  du  tout  semblable  au 
sien  .  .  . 
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HALPHEN.  —  Traité  des  fonctions  elliptiqi  es  et  de  lei  k<  applications. 

Troisième   Partie  :  Fragments,   i   vol.  in  -s  :   xvi-272   p.    Paris,   Gauthier- 
Villars  et  fils;  1891 . 

L'Editeur  a  mis,  en  tête  de  ce  dernier  Volume  du  beau  Livre 
d'Halphen,  ces  quelques  lignes  qu'a  rédigées  M.  Hermite  : 

«  Madame  Halphen  a  confié  les  manuscrits  laissés  par  son  mari 
aux  Membres  de  la  Section  de  Géométrie  de  l'Académie  des 
Sciences,  en  exprimant  le  désir  que  tout  ce  qui  semblerait  pouvoir 
être  publié  soit  communiqué  au  monde  mathématique. 

»  Nous  remplissons  ses  intentions,  el  nous  faisons  paraître,  avec 
le  concours  dévoué  de  M.  Stieltjes,  ces  quelques  pages,  où  l'illustre 
géomètre  a  laissé  ses  dernières  pensées. 

»  Elles  seront  accueillies  par  les  amis  d'Halphen  el  les  admi- 
rateurs de  son  talent  avec  les  sentiments  de  tristesse  el  de  regrets 
que  nous  laisse  à  jamais  sa  mort  prématurée.  » 

On  ne  saurait  mieux  dire,  el  l'émotion  profonde  que  trahissenl 
ces  dernières  paroles  sera  assurément  ressentie  par  tous  ceux  qui 
ouvriront  ce  Volume  inachevé.  Il  était,  en  quelque  sorte,  attendu 
avec  uu  désir  particulier  :  «  c'est  là,  dit  M.  Picard  1  '  ».  que  se 
sérail  déployé  dans  tout  sou  éclal  le  talenl  d'Halphen,  rompu  aux 
problèmes  les  plus  abstraits  de  l'Algèbre  ■■ .  Les  fragments  que  l'on 
a  pu  publier,  grâce  à  M.  Stieltjes,  son!  très  intéressants  :  outre 
leur  intérêl  propre,  ils  mettent  en  é\  idence  la  manière  de  travailler 
d  Halphen  :  le  l;<>ùi  qu'il  avait  pour  les  problèmes  particuliers,  !<• 
talenl  qu'il  avait  pour  \  voir  ci  \  montrer  le  g(  néral,  la  rare  pé- 
nétration < 1 1  j  1  lui  permettait  d'aller  jusqu  au  bout. 

Deux  Chapitres,  placés  en  tête,  auraient  sans  doute  figuré  -«.lu^ 
grandes  modifications  dans  la  rédaction  définitive.  Le  premier  se 
rapporte  à  la  division  «I  nue   période   par  cinq,   pour  la  fonction 


('  )  Votice  sur  ( ..  11.  Halphen. 

Bull,  '/«'s  Sciences  mathém.,  \*  série,  1    \\  1     S  pi   mbi 
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pi  //.  io,  <•>'  )  :  en  posanl 

a       ,.(T),  b   -,[--), 

ci  en  partanl  du  théorème  d'addition,  Halphen  parvient,  au  moyen 
(I  un  calcul  très  simple,  aux  équations  du  sixième  degré  qui  ont 
pour  racines  respectivement 

X  =  a  H    h.         y  =1  ah,  t  =  (a  —  b)~. 

Ces  équations  sont  étudiées  au  point  de  vue  des  formes  symbo- 
liques qu'on  peut  leur  faire  revêtir,  du  discriminant,  des  relations 
cuire  les  racines.  Ces  relations  manifestent  l'existence  d'une  résol- 
\  anie  du  cinquième  degré.  Les  deux  premiers  coefficients  de  cette 
résolvante  s'obtiennent  sans  difficulté  ;  quant  aux  autres,  on  montre 
qu'il  suffit  de  les  calculer  dans  un  cas  particulier,  par  exemple 
dans  le  cas  où  gz  est  nul,  et  où,  comme  on  sait,  l'équation  du 
sixième  degré  se  résoud  entièrement.  La  recherche  du  développe- 
ment des  racines  de  ces  diverses  équations  en  fonction  de  q  amène, 
en  général,  à  considérer  le  produit  infini  qui  représente 

2  (-)  \ !— 

7i)e     n  ' 

et  les  éléments  introduits  par  jM .  Kiepert.  L'étude  des  racines  de 
l.t  résolvante  du  cinquième  degré  conduit  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion générale  du  cinquième  degré. 

Le  Chapitre  suivant  contient  une  élude  détaillée  de  la  division 
par  sept  de  l'une  des  périodes  :  le  cas  où  g9  est  nul,  et  quelques 
autres  cas  particuliers  sont  examinés  à  fond.  Le  lecteur  se  trouve 
ainsi  en  possession  de  deux  cas  importants,  où  le  nombre  premier 
par  lequel  on  divise  les  périodes  est  de  la  forme  j  //  -f  i  ou  \  n  -+-  3, 
et  où  apparaissent  d'une  façon  1res  nette  les  propositions  géné- 
rales relatives  à  la  division  des  périodes  par  un  nombre  premier  n. 
Ces  propositions  générales,  Halphen  les  développe  ensuite,  il 
montre  coin  ment  le  problème  dépend  d'une  équation  du  (/i+  [)**»»• 

degré,  donl  l'inconnue  est,  par  exemple,  la  somme  des valeurs 

//.  A,  c,  ....  que  prend  la  fonction  p//,  quand  on  prend  pour  l'ar- 
gumenl  u  les  multiples  de  la  //'""'  partie  d'une  période  déterminée. 
Ces  valeurs  a,  A,  c,  ...  se  séparenl  en  groupes  qui  correspondent 
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aux  diverses  racines  de  l'équation  du  (/?  +  %yème  degré  :  les  éléments 
d'un  même  groupe  s'expriment  par  radieaux  au  mo\cn  de  la  moine 
correspondante  ;  chacun  de  ces  groupes,  ou  chacune  de  ces  racines, 
est  caractérisé  par  un  indice  p.  qui  caractérise  en  même  temps  la 

fraction  de  période — - —  dont  les  multiples  entiers  fournissent 

les  arguments  de  p  qui  donnent  les  valeurs  r/,  b,  c,  ...  ;  l'absence 
d'indice  correspond  au  cas  où.  l'on  prend  pour  ces  arguments  les 

multiples  de — •  L'étude  des  lois  de  permutation  de  ces  indices 

1  h  ' 

est  du  plus  haut  intérêt  pour  l'étude  de  l'équation  du  (  n  -f-  i 
degré  et  de  ses  résolvantes  :  elle  conduit  aux  propositions  fonda- 
mentales que  l'on  doit  à  Galois  et  à  M.  Hermite.  Halphen  re\  ienl 
ensuite  au  cas  particulier  de  n  =  7  pour  former  explicitement  une 
des  résolvantes  du  septième  degré  ;  c'est  l'étude  de  celle  résoh  ante 
qui  termine  le  second  Chapitre,  et  c'esi  là  qu'apparaissent  dans  l<i 
rédaction  les  premières  lacunes. 

Le  reste  de  l'Ouvrage  contient  des  fragments  divers.  Le  plus 
important  et  le  plus  complet  se  rapporte  à  la  multiplication  com- 
plexe dans  les  fonctions  elliptiques  et,  en  particulier,  à  la  multi- 
plication complexe  par  y/ —  :>..>.  Il  a  déjà  paru  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  pures  et  appliquées  |  '),  et  comprend,  -eus  |(> 
titre  Principes  généraux,  un  exposé  du  problème  de  la  multipli- 
cation complexe  et  des  diverses  méthodes  qui  permettent  de  le 
hiiiier  :  celle  sur  laquelle  Halphen  appelle  particulièrement  l'atten- 
tion est  directe  el  ramène  à  une  élimination  algébrique  la  recherche 
du  module  des  fonctions  elliptiques  à  multiplication  complexe  : 
<-lle  esi  appliquée  au  cas  de  la  multiplication  par  \  '•.  de  façon 

.1  pousser  le  problème  jusqu'au  bout. 

Le  second  fragment,  intitulé  :  Parties  aliquotes  des  périodes, 
complète  dans  une  certaine  mesure  ce  < ]  1 1 1  a  été  <lii  dans  les  <  Iha- 
pitres  I  el  II  sur  la  division  des  périodes,  Halphen  \  montre 
comment  les  arguments 

>/MO  '/ 
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où  />.  //.  //  sonl  des  entiers,  el  où  Ton  regarde  comme  identiques 
ceux  t|ui  ne  diffèrent  que  d'un  nombre  entier  de  périodes,  se  sé- 
parent en  groupes,  quand  on  regarde  n  comme  fixe  él  qu'on  donne 
à  p,  //  il-'s  valeurs  entières  telles  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  />,  />'  et  n  soit  l'unité.  Les  éléments  d'un  même  groupe 
se  déduisent  de  l'un  d'eux  en  le  multipliant  par  des  nombres  entiers; 
il  calcule  le  nombre  des  groupes  dans  les  différents  cas  :  n  pre- 
mier, n  puissance  d'un  nombre  premier,  //  quelconque.  Les  élé- 
ments  d'un  même  groupe  se  décomposent  en  groupes  cycliques. 
Les  fonctions  p  pour  toutes  les  Qièmes  parties  de  périodes,  effectives 
ou  non,  sont  les  lacunes  d'un  polynôme  aisé  à  former,  et  ce  poly- 
nôme >e  décompose  en  (acteurs  qui  correspondent  aux  groupes. 
M  al  pli  en  étudie  cette  décomposition  et  donne  différents  exemples 
de  calcul  des  fonctions  symétriques  de  quantités  telles  que  pw,n 
Wn  prenant  les  diverses  valeurs  qui  appartiennent  à  un  groupe. 

En  lin  le  Volume  se  termine  par  des  fragments  relatifs  à  la 
transformation,  très  précieux  et  très  lisibles,  grâce  sans  doute  aux 
soins  pieux  qu'a  pris  M.  Stieltjes  pour  les  trier  et  les  classer,  mais 
qui  échappent  naturellement  à  une  analyse  succincte. 

(  )n  ne  ferme  pas  ce  Volume  sans  tristesse,  en  pensant  à  ce  qu'il 
aurait  pu  être  :  tel  qu'il  esl,  il  rendra  de  très  grands  services,  car 
les  exemples  particuliers  qui  y  sont  traités,  avec  ce  goût  des  choses 
précises  et  terminées,  cette  puissance  et  cette  patience  de  péné- 
tration qui  étaient  comme  la  marque  particulière  du  génie 
d'Halphen,  sont  la  meilleure  initiation  possible  aux  théories  géné- 
rales, théories  qui  d'ailleurs,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  sont,  le 
plus  souvent,  au  moins  esquissées.  La  tache  qui  avait  été  confiée 
,i  M.  Stieltjes,  et  qui  ne  pouvait  être  mieux  accomplie  que  par  lui, 
«si  de  celles  qui  n'effrayent  pas  les  esprits  généreux,  bien  qu'on 
les  qualifie  d'ingrates  :  j'ose  croire  qu'elle  ne  l'aura  pas  été,  qu'elle 
.1  apporté  à  celui  qui  Ta  entreprise  et  mené  à  bien  une  satisfaction 
légitime,  el  que  le  monde  savant  sera  reconnaissant  à  M.  Slielljes 
cl  à  MM.  Gauthier-Villars  «le  nous  avoir  donne  ce  troisième 
\  oluinc  J .  T. 
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MOUCHOT.  —  Les  nouvelles  bases  de  la  Géométrie  supérieure  (Géomé- 
trie de  position;,   i  vol.  in-8°;  vn-179  p.  Paris,  Gauthier-Villars  el  fil-. 

1892. 

M.  Mouchot,  dont  le  nom  esl  bien  connu,  grâce  à  ses  belles 
recherches  sur  l'utilisation  de  la  chaleur  solaire,  esl  de  ceux  <jui 
suivent  avec  persévérance  leurs  propres  idées,  et  qui  se  préoccu- 
pent peut-être  plus  du  progrès  qu'elles  font  dans  leur  esprit  que 
de  la  façon  dont  pensent  les  autres;  voici  trente  ans  cl  plus,  dous 
dit-il,  qu'il  poursuit  les  recherches  donl  il  publie  aujourd'hui  le 
résumé;  je  serais  étonné  si,  avanl  de  donner  à  sa  pensée  une 
forme  définitive,  il  s'était  beaucoup  préoccupé  des  recherches  de 
von  Staudt,  des  publications  dont  elles  ont  été  l'objet,  ainsi  que 
<l«s  travaux  de  Lagucrrc  dans  le  même  ordre  <l  idées.  En  prenant 
ensuite  connaissance  des  travaux  des  autres,  M.  Mouchot  se  sera 
simplement  réjoui  de  ce  qu'ils  pouvaient  présenter  de  commun 
avec  ses  propres  conclusions.  Au  reste,  il  convient  de  dire  que  sa 
méthode  pour  introduire  géométriquement  les  imaginaires  se  dis- 
tingue des  autres,  tout  en  ayant  avec  elles  d»-  relations  inévi- 
tables. Il  y  a  toujours  profit  à  entrer  en  communication  avec  des 
esprits  de  cette  trempe,  et  le  petit  Livre  de  M.  Mouchot  sera  sans 
doute  bien  accueilli  des  philosophes  el  «les  mathématiciens. 

C'est  la  nécessité  d'introduire  en  Géométrie  le-  éléments  ima- 
ginaires, afin  de  pouvoir  faire  des  raisonnements  applicables  à 
tons  les  états  d'une  figure  qui  esi  la  préoccupation  essentielle  de 
M.  Mouchot;  voici  comment  il  arrive  à  cette  introduction. 

Il  désigne  par  point  l'ensemble  de  ce  que  Ion  appelle  habi- 
tuellement deux  points;  ces  deux  points,  «pi  il  appelle  comj. 
santés,  doivent  être  rangés  dans  un  ordre  déterminé;  quand  les 
deux  composa  ni  es  sont  distinctes,  le  poinl  (au  -en-  de  M .  Mouchol  l 
esi  imaginaire;  ci  l'interversion  «le  I  ordre  dans  les  composantes 
correspond  à  L'échange  entre  deux  points  imaginaires  conjugués; 
si  h-  composantes  sont  confondues,  !«•  point  esl  réel.  Cette  con- 
ception «lu  poinl  entraîne  une  conception  correspondante  des 
droites  el  «!<•-  courbes,  el  ce  sonl  les  conséquences  de  ces  concep 
tions  que  développe  M.  Mouchot  :  «loi-  -on  système,  les  points 
d'intersection  «le  deux  courbes  réelles  <>n  imaginaires  prennent 
n n  -en-  cou crci  très  précis.  D'ailleurs  1  étude  «le-  heures qu  mil 
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duil  ainsi  M.  Mouchol  offre  un  incontestable  intérêt  géométrique. 
Est-ce  à  dire  < j u ^ 1 1  ne  s'exagère  pas  quelque  peu  l'intérêl  de 
ses  recherches? On  aurait,  à  coup  sfn\  mauvaise  grâce  à  le  lui  re- 
procher,  mais  on  peut  reconnaître  aussi  qu'une  représentation 
géométrique  concrète  des  éléments  imaginaires  n'est  pas  indis- 
pensable.  Il  suffit,  ci  la  chose  esl  amplement  faite  aujourd'hui, 
d'une  bonne  théorie  analytique  des  nombres  imaginaires,  consi- 
dérés comme  l'ensemble  de  deux  nombres  réels,  rangés  dans  un 
ordre  déterminé,  sur  lesquels  oh  a  défini  d'une  façon  précise  les 
opérations  arithmétiques.  Dès  lors  la  Géométrie  de  Descarlcs 
suffit,  et,  si  Ton  parle  d'un  point  imaginaire  dont  on  a  les  coor- 
données, on  sait  (pie  Ton  ne  parle  que  de  ces  coordonnées.  Les 
démonstrations  analytiques  doivent  ensuite  être  présentées  de 
façon  à  bien  mettre  en  évidence  ce  fait  que  les  propriétés  des  élé- 
ments imaginaires  que  l'on  veut  établir  ne  dépendent  pas  des 
axes;  dès  lors  on  n'a  nul  besoin  ni  du  principe  de  continuité  de 
Poncelet,  ni  du  principe  des  relations  contingentes  de  Chasles. 
A  l'époque  où  ont  écrit  ces  grands  géomètres,  la  théorie  analy- 
tique (\v>  nombres  imaginaire»,  quoiqu'elle  eût  été  déjà  constituée 
(en  particulier  par  Cauchy),  n'était  pas  encore  classique;  Poncelet 
et  Chasles  ont  raisonné  en  Géométrie  comme  on  a  fait  longtemps 
en  Analyse,  quand  on  se  bornait  à  dire  qu'on  calcule  avec  les 
nombres  imaginaires  comme  avec  les  nombres  réels  et  que  l'on 
arrive  ainsi  (sans  trop  savoir  pourquoi)  à  des  résultats  exacts.  En 
Géométrie  comme  en  Analyse,  la  connaissance  des  faits  mathéma- 
tiques les  plus  importants  a  devancé,  et  de  beaucoup,  l'établisse- 
ment de  bases  indiscutables  sur  lesquelles  il  a  été  ensuite  possible 
de  faire  reposer  solidement  cette  connaissance,  et  Descartes, 
auquel  M.  Mouchotaime  à  se  rattacher,  a  donné  les  plus  étonnants 
exemples  des  progrès  (pie  l'on  peut  faire  faire  aux  Mathématiques*, 
en  se  souciant  fort  peu  de  la  rigueur.  Quoi  qu'il  en  soit,  aujour- 
d'hui (pic  la  théorie  analytique  esl  entièrement  constituée,  L'intérêl 
d  une  interprétation  géométrique  ne  disparaît  pas,  à  coup  sûr; 
mais  il  esl  quelque  peu  diminué.  La  tentative  de  \.  Staudt,  toute- 
fois, en  tf  sens  qu'elle  fait  abstraction  de  toute  idée  de  mesure. 
conserve  un  grand  intérêt  philosophique.  J.  T. 
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HUSSERL  (E.-G.)-  —  Philosophic  deb  Aiuthmetik.  Psychologische  l.nd 
logisciie  Untersuchungen.  Erstcr  Band,  in-8,  \\i-3>\  p.  Halle-Saale, 
Pfeffer;  1891. 

Voici  tout  un  gros  Volume  sur  le  nombre  entier,  ou  plutôt  sur 
la  notion  de  nombre  entier.  Le  Livre  de  M.  Husserl  est  fait  pour 
les  philosophes;  il  peut  intéresser  cependant  les  mathématiciens 
qui  essayent  d'être  philosophes  et  c'est  à  ce  titre  que  nous  le  si- 
gnalons; s'il  m'arrive,  en  parlant,  de  dire  quelque  hérésie  philo- 
sophique, à  supposer  qu'il  y  ait  des  hérésies  en  Philosophie,  !<■ 
lecteur  voudra  bien  m'excuser. 

Le  Livre  de  M.  Husserl  est  divisé  en  deux  Parties  :  la  première 
a  pour  titre  les  concepts  propres  de  multiplicité,  d'unité  el  de 
nombre,  et  la  seconde,  les  concepts  symboliques  de  nom  lue  et 
les  sources  logiques  de  V Arithmétique. 

Dans  les  deux  Parties,  il  convient  d'admirer  la  richesse  d'infor- 
mations de  M.  Husserl  :  les  opinions  des  philosophes  et  des  ma- 
thématiciens qui  ont  touché  la  matière  sont  développées  ai 
ampleur,  quelquefois  même  avec  plus  d'ampleurque  n'ont  lait  les 
auteurs  eux-mêmes;  le  procédé  de  M.  Husserl,  pour  chaque 
théorie  qu'il  analyse  et  qu'il  combat,  consiste  à  l'exposer  de  la 
façon  la  plus  cohérente  qu'il  est  possible,  d'une  façon  si  cohé- 
rente que  le  lecteur  naïf  est  souvent  disposé  à  accepter  tout 
d'abord  cette  théorie  et  s'étonne  ensuite",  quelques  pages  plus 
loin,  des  lacunes  et  des  inconséquences  qu'on  lui  dévoile.  C'est 
sur  la  première  Partie,  ou  plutôt  sur  quelques  points  qui  \  sont 
traités,  que  j'insisterai. 

La    notion    de    nombre    entier,    pour    M.    Husserl,    résulte,    par 

abstraction,  de  l'idée  de  réunion,  de  collection  d'objets  distincts; 
ces  objets  peuvent  d'ailleurs  être  de  nature  quelconque,  maté- 
rielle ou  immatérielle;  ils  peuvent  être  de  même  nature,  ou  hété- 
rogènes; ils  douent  être  distincts;  mais  l'attention  se  porte  -ht-  ce 
qu  ils  sont  distincts,  non  sur  ce  qui  les  distingue;  les  unités  dis- 
tinctes de  la  collection,  prises  ensemble,  forment  un  tout;  cette 

union  entre  les  parties  peut  S  exprimer,  si  I  on  veut,  par  l.i  con- 
jonction et,  en  sorte  que  les  diverses  collections  que  l'on  peut 
former  (')  peuvent  être  représentées  par  un  objet  et  un  objet  (ein 


(•)  Vinsi  que  me  l'a  fait  observer  M    Paul    fannery,  la    grosse  question  d 


.,,. 
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Etwas  ii ml  ci  n  A'/av/.v),  (m  el  un  et  un,  un  el  un  el  un  el  un,  etc. 5 
les  mots  deux,  Mois,  quatre,  etc.  ne  signifient  pas  autre  chose. 
C'est  le  nombre  cardinal  que  définit  donc  M.  Husserl,  ci  auquel 
il  attribue  ainsi  le  rôle  prépondérant  :  quelques  ailleurs,  et  non 
<lcs  moindres,  attribuent,  au  contraire,  ce  pôle  aux  nombres  ordi- 
naux, el  pour  eux  c'est  l'idée  de  rang,  de  succession,  qui  est 
l'idée  génératrice  du  nombre,  non  celle  de  collection. 

Laissant  de  côté  les  innombrables  discussions,  d'ordre  psycho- 
logique, auxquelles  donnent  lieu  ces  notions,  je  voudrais  m'arrêter 
un  instant  à  l'idée  d'égalité,  qui  intéresse  peut-être  plus  parti- 
culièremenl  les  mathématiciens. 

C'est  à  bon  droit,  à  ce  qu'il  me  semble,  que  M,  Husserl  critique 
la  célèbre  définition  de  Leibnitz,  bien  souvent  reproduite  :  Eadern 
surit,  quorum  unum  potest  substitui  alteri  salvaveritate.  Qui 
ne  voit  tout  ce  qu'il  y  a  de  vague  et  d'obscur  dans  ce  substitui 
potest  et  dans  ce  salva  veritate?  Je  crois  bien,  comme  M.  Hus- 
serl, qu'il  n'y  a  pas  de  définition  possible  de  l'égalité  en  général, 
mais  bien  des  définitions  de  l'égalité  de  tels  ou  tels  êtres  mathé- 
matiques particuliers;  ainsi  on  peut  définir  l'égalité  de  deux  seg- 
ments de  droite,  ou  de  deux  angles,  l'équipollence  de  deux  seg- 
ments, l'équivalence  de  deux  aires  ou  de  deux  volumes,  etc.  Ces 
définitions  doivent  satisfaire  à  certaines  conditions,  et  peut-être 
csl-ee  ici  le  lieu  de  faire  remarquer  que  ces  conditions  ne  son! 
autre  chose  que  ce  qu'on  appelle  les  axiomes  relatifs  à  l'égalité  : 
iimsi  l'égalité  doit  être  réciproque,  el  deux  quantités  égales  à  une 
troisième  doivent  êire  égales  entre  elles.  \u  reste,  il  me  parait 
que  c'est  là  le  rôle  des  axiomes  en  Mathématiques,  au  moins  de 
ceux  qui  ne  sont  ni  des  truïsmes,  ni  des  postulats  :  les  axiomes 
sont  des  conditions  imposées  aux  définitions.  Quoi  qu'il  en  soit, 
pour  ce  qui  est  du  nombre  entier,  M.  Husserl  conteste  l'utilité 
d'une  définition  de  l'égalité;  La  notion  de  l'égalité  étant,  d'après 
lui,  suffisamment  éclairée  pur  la  no I  ion  même  de  nombre  :  pour* pi 01 
chercher  à  expliquer  que  un  el  un  et  un  est  égal  à  un  ci  un  et  un? 
Il  critique  assez  vertemenl  les  mathématiciens  qui  ont  cherché  à 
définir  I  égalité  en  nombre  <le  deux  collections  par  la  possibilité 


•■"H     1  toutes  li  -  1  ollei  lions  peuvent  être  obtenues  ainsi  par  l'adjonction  répétées 
d'un  objet  n'i    t  ]  '  par  M    Husserl 
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de  faire  correspondre,  d'une  façon  univoque,  les  éléments  d  une 
collection  aux  éléments  de  l'autre;  et  la  prétention  surtout  lui  pa- 
raît insoutenable  de  faire  sortir  en  quelque  sorte,  de  celle  défi- 
nition  de  l'égalité,  une  définition  du  nombre,  en  considérant  par 
exemple  une  suite-type  de  collections,  connue  celle-ci,  où  chaque 
collection  est  formée  de  traits  verticaui 


et  en  comparant  chaque  collection  possible  d'objets  à  celle  de  la 
suite-type  qui  lui  est  égale  en  nombre,  d  après  la  définition  pré- 
cédente. A  ce  sujet,  il  prend  quelque  peu  M.  Stol/.  à  partie.  Je 
nai  pas,  bien  entendu,  à  prendre  ici  la  défense  de  M.  Stolz,  mais, 
à  la  réflexion,  il  ne  nie  paraît  pas  certain  que  I  opinion  de 
M.  Husserl  soit  foncièrement  distincte  de  celle  qu  il  combat. 

Pour  lui,  je  l'ai  déjà  dit,  il  est  inutile  de  définir  l'égalité  en 
nombre  de  deux  collections  ;  la  ni  mieux,  s'il  en  es!  ainsi  :  d  autanl 
que,  alors,  on  est  dispensé  d'examiner  cette  ennuyeuse  question  : 
après  avoir  vérifié  que  deux  collections  sont  égales  en  nombre  en 
faisant  correspondre  chaque  élément  de  l'une  à  chaque  élément 
de  l'autre,  est-on  assuré  que,  en  choisissant  un  autre  mode  de 
correspondance,  on  trouvera  encore  que  les  deux  collections  sonl 
(•gales  en  nombre?  En  d'autres  termes,  quand  ow  compte  les  élé- 
ments d'une  collection,  le  résultai  est-il  indépendant  de  l'ordre 
dans  lequel  on  compte  les  éléments? 

Rien  que  pour  éviter  celle  question,  je  serais  heureui  que 
M.  Husserl  eût  raison;  mais  allons  un  peu  plus  loin.  Pour  lui, 
celle  correspondance  n'est  (prune  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante au  moyen  de  laquelle  on  peut  vérifier  I  égalité  en  nombre 
de  deux  collections,  nullement  une  définition,  et  encore,  pour  vé 
rifier  cette  égalité,  est-il  plus  simple  d  plus  commode  de  compter 

les  deux  collection.^.  Sur  celle  commodité,  il    n  \    a    pas  de   doute, 

el  le  commerçant  européen  qui,  pour  trafiquer  avec  quelque  sau 
vage,  est  obligé  de  Lroquer  un  à  un  les  objets  qu  il  \cml  contre 
ceux  qu'il  reçoit  est  assurément  du  même  .i\is  <p>''  M.  Husserl; 
m. us  ectie  pratique  même  de  l'échange,  usitée  chez  des  peuples 
-;oi>  culture,  n'esl  elle  pas  une  présomption  en  faveur  de  la  valeur. 
i'i,  en  quelque  sorte,  du  caractère  primitil  de  celte  définition  de 
I  égalité  par  la  correspondance  entre  les  éléments  de  deux  colli 
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lions,  que  quelques  mathématiciens  ont  adoptée?  El  n'est-ce  pas  à 
cause  même  de  sa  culture  que  M.  Husserl  n'a  pas  besoin  de  défi- 
nition [  '  ). 

Dans  la  claire  idée  qu'il  se  fait  de  l'égalité,  est-il  certain  qu'une 
certaine  suite-type  n'intervienne  pas  d'une  façon  quelque  peu  in- 
consciente, ainsi  que  cette  correspondance  dont  il  conteste  L'uti- 
lité? En  disant  qu'une  collection  concrète  se  compose  de  quatre 
éléments,  qu'elle  est  un  Etwas  et  un  Etwas  et  un  Etwas  et  un 
Etwas,  n'en  fait-il  pas  correspondre  chaque  élément  à  ce  mot  un 
Etwas  ou  plutôt  à  Tidée  qu'il  se  fait  d'un  Etwas?  Outre  que,  à 
ce  degré  d'abstraction  que  suppose  le  concept  d'une  chose  quel- 
conque, d'un  Etwas,  il  est  peut-être  difficile  de  distinguer  entre 
un  concept  et  son  signe,  il  n'importe  nullement,  pour  que  la  suite- 
type  existe  dans  l'esprit  de  M.  Husserl,  que  les  éléments  de  cette 
suite  soient  des  mots  ou  des  concepts  abstraits  répétés;  dans  l'un 
ou  l'autre,  car  la  correspondance  est  possible  et  si  chacun  des  pe- 
tits traits  de  M.  Stolz 

Nil 

a  le  même  sens  que  un  Etwas,  si  leur  rapprochement  dans  un 
même  groupe  figuré  a  la  même  signification  que  la  copule  et,  où 
est  la  différence  entre  les  deux  points  de  vue  (-)?  D'un  autre  côté, 
si  l'on  compte  les  éléments  d'une  collection,  ne  les  compte-t-on 
pas  un  à  un,  ne  les  fait-on  pas  ainsi  correspondre  successivement 
aux  mots  un,  deux,  trois,  ...?Ne  sépare-t-on  pas  ainsi  la  collec- 
tion en  collections  partielles  dont  les  éléments  correspondent  suc- 
cessivement au  mot  un,  ou  à  l'idée  d'un,  dans  les  expressions  un, 
un  et  un,  un  et  un  et  un,  .  .  .?  Et,  ainsi,  les  idées  de  nombre  car- 
dinal et  dénombre  ordinal  ne  se  recouvrent-elles  pas,  ctsi  M.  von 
Belmholtz  observe  que  le  nom  de  nombre  qui  correspond  à  la 
collection  que  Ton  compte  n'est  que  le  nom  de  nombre  qui,  au 
premier  point    de   \uc,   correspond  au  dernier  élément  compte'', 


(')  I  oe  autre  présomption  en  faveur  de  cette  définition  est  le  parti  que 
M.  Cantor  en  ;i  tiré  pour  arriver  à  la  notion  d'égalité  en  puissance  {Màchtigkeit) 
pour  deux  ensembles. 

\m  ri  ste,  il  me  semble  que  M.  Husserl   s'esl   aperçu  lui-même  dv  la   possi 
bilité  '!<•  présenter  les  choses  de  façon  que  cette  différence  disparùl   i  peu   près 

•  li  ip.  \  II.  |.    , 
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qui,  au  second  point  de  vue,  correspond  à  la  dernière  collection 
partielle,  laquelle  n'esl  autre  (|ue  la  collection  totale,  faut-il  en 
conclure  que  la  notion  de  nombre  esl  radicalement  distincte  chez 
M.  \nn  Helmholtz  et  chez  M..  Husserl? 

Quant  à  la  difficulté  dont  j'ai  parlé  au  début,  l'indépendance 
du  nombre  des  éléments  d'une  collection  et  de  l'ordre  dans  lequel 
on  les  compte,  difficulté  que  M.  Husserl  supprime,  je  crois  bien, 
avec  M.  von  Helmholtz,  qu'elle  est  d'ordre  psychologique  plutôt 
que  mathématique  :  il  me  semble  qu'elle  dépend  <!<■  la  façon  donl 
nous  nous  représentons,  dont  nous  sommes  peut-être  obligés  de 
nous  représenter,  les  éléments  dune  collection  comme  distincts: 
presque  in\  inciblement  nous  non--  les  représentons  coin  me  séparés 
dans  l'espace,  ou  comme  successifs  dans  le  temps,  <-i  c'est  à  cause  de 
cette  représentation  que  la  question  se  pose,  et  elle  se  pose  parce 
que,  alors,  nous  portons  notre  attention  sur  ce  qui  distingue  les 
éléments  les  uns  des  autres,  non  sur  ce  seul  fait  qu'ils  ><>nt  dis- 
tincts, et,  comme  l'a  fait  1res  justement  observer  M .  Husserl,  c'est 
cela  seul  qui  importe.  En  vérité,  quand  nous  uous  représentons 
une  collection,  nous  n'arrivons  guère  à  supprimer  toute  différence 

de  rôle  entre  les  éléments  de  celte  collection  cl  c'est  cette  im- 
puissance de  penser  à  i\v>  objets  distincts  sans  penser  un  peu  ■ 
ce  qui  les  distingue,  c'est  cette  impuissance  qui  crée  la  difficulté. 
La  première  Partie  du  Livre  de  M.  Husserl  se  termine  par  une 
excellente  étude  sur  les  opérations  fondamentales  de  l'Arithmé- 
tique et  sur  leur  signification  quand  on  regarde  !<■  nombre  comme 
une  collection  d'unités,  sans  recourir  aux  symboles  (systèmes  de 
numération)  qui  servent  à  les  représenter.  Signalons  en  passant, 
au  point  de  vue  pédagogique,  la  nécessité  ')de  faire  une  pareille 
•  tude,  d'où  résultent  clairement  les  propriétés  fondamentales  des 
opérations,  avant   de  donner  la  théorie  des  règles  pratiques  qui 


(•)  Je  suis  heureux  de  me  rencontrer  ici  avec  M.  Méra) .  >|ui.  dans  un  u*  «  inlé 
ressanl  article  de  la  Revue  bourguignonne  de  l'< 

vier  18g  >  ),  %  fortement,  el  dans  les  meilleurs  termes,  insisté  sui  cette  nécessité; 
seulement  je  dois  dire  qu'elle  esl  souvent  mieux  comprise  par  nos  pi  $  que 

ne  semble  le  croire  M.  Méra}  :  ainsi,  en  feuilletant  des  notes  prises  au 
un  élève  <l<v  la  classe  de  sixième,  j  ai  eu  le  plaisir  d')  trouvci  n<  ll<  menl  dislins; 

la  définition  théorique  '!<•  chaque  opérati i   la  r<  glc  pratique  poui  lrouv< 

chiffres ■,  le  résultat  de  l'opération  qu  ind  l<  ni  exprin 
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permettenl  d'effectuer  ces  opérations  dans  le  système  décimal, 
théorie  qui  suppose  la  connaissance  de  ces  propriétés  fondamen- 
tales. 

.1  avoue  avoir  été  très  étonné  de  rencontrer  dans  un  esprit  aussi 
philosophique  que  M.  Husserl  el  aussi  bien  informé  des  choses 
mathématiques  une  conception  singulièrement  étroite  de  l'Arithmé- 
tique. M.  Husserl,  si  je  l'ai  bien  compris,  la  réduil  an  caleul. 
D'après  lui,  pour  quelqu'un  qui  au i  ai I  de  Ions  les  nombres  une 
conception  aussi  nette  que  celle  que  nous  pouvons  en  avoir  pour 
les  nombres  deux,  trois  ou  quatre,  toute  l'Arithmétique  se  rédui- 
rait à  des  propositions  aussi  évidentes  que  celle-ci  2  +  2  =  /\,  et 
la  seconde  Partie  de  son  Livre  est  consacrée  à  développer  cette 
idée  que  l'Arithmétique  est  fondée  tout  entière  sur  la  représenta- 
lion  symbolique  des  nombres,  que  ces  symboles  passent  au  pre- 
mier plan,  cl  que  I  idée  propre  de  collection  d'unités  disparaît  en 
quelque  sorte.  Tout  cela,  encore  une  fois,  n'est  vrai  que  du  calcul. 
Aussi  bien  M.  Husserl  s'élève-t-il  contre  la  paraphrase  (ô  Oeèç 
àpi8[/.Y)Ti£ei)  que  Gauss  a  faite  d'une  formule  célèbre  :  pour  M.  Hus- 
serl «  âptô^iQTtÇsiv  »  est  le  fait  d'un  être  fini.  Nul  doute  pour  ce  qui 
est  du  calcul.  Mais  il  est  probable  que  Gauss  ne  se  faisait  pas  de 
la  Divinité  I  idée  d'un  Inaudi  monstrueux,  ou  d'un  mathématicien 
comme  celui  de  je  ne  sai>  quel  roman  de  M.  Jules  Verne,  qui 
passe  son  temps,  dans  les  situations  les  plus  invraisemblables,  à 
extraire  de  tète  des  racines  cubiques.  La  pensée  de  Gauss  était  que 
toutes  les  vérités  mathématiques  ne  sont  que  la  traduction  dans  le 
langage  de  la  Géométrie,  de  la  Mécanique  ou  de  la  Physique, 
d'identités  d'Algèbre  ou  d'Analyse,  qui  embrassent  ainsi  les  lois 
les  plus  diverses  de  la  réalité  sensible,  qui  en  sont  l'expression  la 
plus  abstraite  el  la  plus  générale,  et  qui  se  résolvent  finalement  en 
propriétés  numériques,  assurément  indépendantes  de  tout  s\ stème 
de  numération.  Pour  rester  dans  le  domaine  de  la  pure  arithmé- 
tique du  nombre  entier,  ou  du  moins  de  ce  que  l'on  entend  habi- 
tuellement par  là,  les  propriétés  des  nombres  premiers  ne  sont-elles 
pas  entièremenl  indépendantes  de  toul  système  de  numération, 
el  la  possibilité  de  concevoir  clairement  toutes  les  collections 
possibles,  aussi  clairement  que  les  collections  de  deux  ou  trois 
objets,  nous  aiderait-elle  beaucoup  à  découvrir  le  théorème  de 
Fermât,  ou  la  l<>i  de  réciprocité?  Oui,  sans  doute,  si  I  on  entend 


COMPTES  RENDUS  ET  ANALYSES. 

par  «  concevoir  »  une  vue  tellemenl  claire   des  choses  <|u  ell< 
pénètre  toutes  Jes  propriétés,  niais  il  n'\  a  assurément  aucune  de 
nos  conceptions  qui  soit  dans  ce  cas.  J.    I  . 


KCENIGS  (G.).  —  Leçons  sur  l'agrégation  classique  de  Mathématiques 
Lith.  2o3  p.  in- 4°-  Paris,  Hermann,  1892. 

Peut-être  convient-il  de  dire  ici,  pour  ceux  de  nos  Lecteurs  qui 
ne  sont  pas  familiers  avec  les  choses  de  L'enseignement  français, 
que  l'agrégation  de  Mathématiques  esi  un  concours  qui  donne  .1 
ceux  qui  y  réussissent  Le  droit  d'être  professeurs  (titulaires)  de 
Mathématiques  dans  un  lycée.  Ce  concours  comporte  diverses 
séries  d'épreuves,  d'ordre  assez  élevé,  parmi  Lesquelles  figurent  des 
leçons,  faites  devant  un  jury  d'État,  sur  des  sujets  qui  se  rap- 
portent à  l'enseignement  des  lycées,  ei  qui  sonl  connus  un  an 
d'avance.  Ces  sujets,  d'ordinaire,  sont  très  incomplètement  traités 
dans  les  livres  d'enseignement,  el  c'est  même  Là  une  des  raisons 
pour  (prou  les  choisisse  :  ils  sont  naturellement  l'objet  de  la 
préoccupation  de  ceux  qui,  connue  M.  K.œnigs,  sonl  charg 
d'aider  les  candidats  qui  se  préparent  à  L'agrégation  :  c'est  de 
cette  préoccupation  qu'est  sorti  le  Volume  dont  nous  rendons 
compte. 

Il  comprend  deux  Parties  bien  distinctes  :  l'une  contient  des 
développements  relatifs  à  quelques-unes  des  leçons  les  plus  difû- 
ciles  qui  figurent  au  programme  d'agrégation  pour  L'année  189a, 
développements  qui  sont  d'ailleurs  de  nature  à  intéresser  «I  autres 
personnes  que  Les  candidats  à  L'examen.  Voici  les  titres  des  sujets 
traités  : 

Intersection  de  deux  quadriques  dans  le  cas  où  celte  inter- 
iinii  se  décompose^  étude  des  contacts.  Sur  les  propriétés 
métriques  d'un  faisceau  de  coniques.  \xes  d  nue  section  pi. me 
d  une  quadrique  :  centre  de  la  section,  axes;  .ixe  et  paramètre 
dans  le  cas  de  la  section  parabolique.  Les  quadriques  en  coor 
données  tangentielles  :  centre  de  La  surface;  dégénérescences  | 
jectivesj  discussion  métrique;  résumé.  —  Sur  les  nombre  t  el  ~. 
Sphères  tangentes  à  quatre  plans  donnés.       Sphères  Lumen  te- 
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à  quatre  sphères  données.  —  Sur  l'équation  en  X  (*)  :  discussion 
relative  à  l;i  réalité;  résumé  de  La  discussion.    —  Nous  signalerons 

particulièremenl   parmi  ces  leçons  La  première  et  les  deux  der- 
nières. 

L'étude  de  l'intersection  de  deux  quadriques  est  faite  d'une 
façon  Mrs  élégante  au  moyen  de  L'équation  qui  définit  cette  courbe 
sur  une  des  surfaces  quand  on  prend  pour  variables  les  para- 
mètres de  ses  génératrices  rectilignes.  —  La  leçon  suc  Les  sphères 
tangentes  à  quatre  sphères  montre  tout  ce  qu'il  faut  ajouter  à  la 
solution  de  Gergonne  quand  on  veul  m  faire  dune  façon  précise 
soii  L'analyse,  soit  la  synthèse.  Enfin  L'étude  de  l'intersection  de 
deux  coniques,  exposée  par  une  méthode  dont  AI.  Darboux  avait 
fait  connaître  le  principe  dans  ses  conférences  à  l'Ecole  Normale, 
ne  laisse  rimi  à  désirer  ni  pour  la  simplicité,  ni  pour  la  rigueur. 

La  seconde  Partie  est  consacrée  à  l'étude  de  L'inversion,  des  sur- 
faces el  des  courbes  anallagmatiques.  L'objet  de  M.  Kœnigs  a  été 
de  familiariser  les  étudiants  avec  un  des  plus  beaux  Chapitres  de 
la  Géométrie,  qui  Leur  était  difficilement  accessible  depuis  que  le 
livre  tic  M.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courbes  cl 
de  surfaces  algébriques,  est  devenu  introuvable  :  d'ailleurs  la 
façon  détaillée  et  lumineuse  dont  M.  Kœnigs  a  traité  le  sujet  à  son 
tour  rendra  singulièrement  facile  au  lecteur  l'acquisition  des  ré- 
sultats essentiels.  Après  avoir  exposé  les  propriétés  fondamentales 
de  l'inversion,  des  systèmes  de  sphères,  des  surfaces  et  des  courbes 
anallagmatiques,  L'auteur  fait  une  élude  spéciale  des  cycliques 
sphériques,  qu'il  range  en  trois  classes,  suivant  quelles  n'ont 
pas  de  point  double,  qu'elles  admettent  un  point  double  à  tan- 
gentes distinctes,  ou  un  point  de  rebroussement.  Cette  classifica- 
tion s'applique  aux  cycliques  planes,  qui  proviennent  par  inver- 
sion des  cycliques  sphériques.  Il  étudie  ensuite  les  propriétés 
de  ces  diverses  courbes  el ,  <-n  particulier,  leurs  propriétés  focales. 
Cette  étude,  faite  au  point  de  vue  de  La  Géométrie,  est  complétée 
par  la  discussion  des  équations  qui  représentent  les  cycliques 
pi, me-  «In  quatrième  et  du  troisième  ordre.  Dans  L'étude  des  sur- 
faces cycliques  qui  termine  le  travail  de  M.  K.œnigs,  nous  signa- 


(  '  )  (  >n  désigne  habituellement  ainsi,  dans  l'enseignement  fr :ais,  l'équation  du 

Lroisièmi  degré  dont  dépend  la  recherche  di  -  sécantes  communes  à  deux  coniques. 
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Icrons  particulièrement  la  belle  discussion  relative  à  L'équation 
générale  des  surfaces  du  quatrième  degré  bicirculaires,  discussion 
qui  permet  de  reconnaître  à  quel  type  de  surface  cyclide  on  a 
affaire. 

On  voit  que  M.  Kœni^s  a  abordé  dans  sou  livre  dc>  sujets  très 
divers,  les  uns  d'une  nature  tout  élémentaire,  les  autres  plus 
relevés  :  on  y  retrouvera  partout  cette  façon  de  voir-  les  choses 
sous  leur  aspect  le  plus  général,  et  d'assigner  iiin>i  aux  faits  par- 
ticuliers leur  vraie  nature  et  leur  vraie  raison,  qui  esl  une  des 
marques  de  son  talent.  J.  T. 


MEL  \\<ii;s. 

A  PROPOS  DE  LA  CORRESPONDANCE  DE  HUYGENS; 
Par  M.  Paul  TANNERY. 

I.  Le  compte  rendu  <\c><  trois  premiers  \  olumes  de  la  (  Correspon- 
dance de  Huygens,  insérédans  le  numéro  de  janvier  du  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques,  renferme  quelques  Inexactitudes 
historiques  que  je  crois  intéressant  de  relever.  Ce  n'es!  poinl 
qu'elles  soient  bien  graves,  mais  elles  me  fourniront  l'occasion 
de  remarques  diverses  qui  pourronl  contribuer  à  faire  ressortir  la 
singulière  importance  de  la  publication  admirable  que  poursuit 
l.i  Société  hollandaise  des  Sciences.  Je  me  bornerai  au  reste  au 
premier \  olume,  le  seul  que  j'aie  pu  étudier  suffisamment  jusqu'à 
ce  jour. 

Page  12  du  Bulletin^  \.  -  «Al  âge  de  dis-sepl  ans,  Huvgens 
retrouva  un  des  plus  l>r,iu\  résultats  <l  Vrchimède,  celui  du  rap- 
porl  des  aires  du  paraboloïde  de  révolution  <•!  du  cône  inscrit.  • 
\u  lieu  du  mol  airest  il  faul  lire  volumes.  Le  même  lapsus  se 
ici rou\ c  encore  page  1 8. 

Pour  l'aire  des  surfaces  courbes,  l'antiquité  n  avail  pas  laisse  de 
modèles  «'n  dehors  des  trois  corps  ronds.   I  ..i  cubature  du  conoïde 
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parabolique  d  Vrchimède  (paraboloïde  de  révolution)  était,  au 
contraire,  bien  connue  depuis  la  Renaissance,  el  si  Huygens  m  a 
trouvé  une  démonstration  nouvelle,  malheureusement  perdue,  il 
n'ignorait  poinl  L'ancienne.  Mais,  à  La  même  date,  il  a  L'idée  de 
faire  tourner  La  parabole  autour  d'une  parallèle  à  son  axe  cl  de 
cuber  le  volume  ainsi  engendré.  Il  n'avait,  semble-t-il,  été  de- 
vancé  que  par  Fermai  (lettrée  Roberval  du  \  novembre  i636). 
Voilà  certes,  à  17:1ns,  un  singulier  exemple  d'aptitude  précoce 
pour  les  Mathématiques. 

D'après  le  n°  20  de  la  Correspondance  de  Huygens  (h  Mer- 
senne,  novembre  1646),  on  peut  conjecturer  que  les  Cogitata 
physicomathematica  du  Minime  de  1644  avaient,  plus  que  loul 
autre  Livre,  contribué  à  l'éveil  du  génie  chez  le  jeune  étudiant  de 
l'Université  de  Lcvde.  Celte  lettre  nous  prouve  (Tailleurs  qu'il 
avait  aussi,  dc>  cette  époque,  pensé,  non  seulement  au  volume, 
mais  aussi  à  Maire  du  paraboloïde. 

a  Dans  ce  incsmc  vostre  livre,  là  où  vous  venez  à  parler  des 
proprietez  de  la  parabole,  j'aj  trouvé  celle-cj  qui  est  de  la  super- 
ficie du  conoides  parabolicum,  laquelle  si  vous  me  pouvez  véri- 
fier, je  vous  puis  donner  une  ligne  droite  esgalle  à  la  circonfé- 
rence d'une  parabole,  mais  je  ne  croy  pas  que  vous  en  ayez  la 
démonstration.  » 

Huygens  a  biffé  eel  alinéa  ('),  qui  contenait  une  erreur  dont 
(.11  ne  s'étonnera  pas  vu  son  Age;  il  n'en  est  pas  moins  clair  (pie 
ses  recherches  postérieures  sur  l'aire  des  surfaces  de  révolution 
du  second  degré,  recherches  qu'il  menait  à  bien  dix  ans  plus  tard, 
ont  eu  pour  point   de  départ   L'indication  donnée  par  Mersenne. 

Mais  L'énoncé  des  Cogitata  est  faux  (2).  Doit-on  en  imputer 
l'erreur  à  Mersenne,  assez  coutumicr  de  transcriptions  inexactes, 
ou  à  Roberval  <|ui  lui  a  fourni  la  matière  pour  cet  endroit  de  son 
Livre?  La  seconde  hypothèse  e>i  la  plus  probable,  car  autrement 


(•)  La  Lettre  est  publiée  d'après  la  minute. 

Hydraulic,  |>.  99.  —  «  V < I « I < *  cylindrum  eiusdem  1>;i-i-  el  altitudinis  cum 
recto  conoide  parabolico  habere  superficiern  quse  sine  basibus  sil  ad  superficiém 
conoidis  absque  base,  ul  ;i\i-  i'>ni^  ad  <lu;i^  tertias  rectœ  quae  1  >< »  1  < ■- 1  semissem 
axis  el  >  ota  m  diamel  ru  m 
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Roberval  eût  sans  doule  réclamé  la  priorité  lorsque  Huvgens  et 
Fermât,  en  1 658,  à  l'occasion  des  problèmes  de  Pascal  sur  Ja  cy- 
cloïde,  firent,  l'un  et  l'autre,  connaître  à  Paris  qu'ils  connaissaient 
une  méthode  pour  la  quadrature  des  surfaces  de  révolution  (1  . 
D'autre  part,  Roberval  avait  dû  reconnaître  d'assez  bonne  heure 
son  erreur,  sans  cependant  parvenir  à  un  résultat  exael  :  car  dans 
son  grand  factum  contre  Torricelli  (1647)1  où  il  énumère  ses  tra- 
vaux, il  garde  sur  celui-là  un  silence  complet.  On  peut  cependant 
lui  laisser  l'honneur  d'avoir  soulevé  le  premier  un  problème  nou- 
veau et  d'une  importance  capitale. 

Page  12,  b.  —  «  Quatre  années  plus  tard  (en  i65o  .  Huygens 
découvrit  une  grosse  inadvertance  dans  un  raisonnement  de  Ca- 
valieri,  l'introducteur  des  indivisibles  dans  l'analyse.  Ce  paralo- 
gisme se  retrouve  d'une  manière  plus  évidente  dan-  la  démonstra- 
tion bien  connue  du  paradoxe  de  l'égalité  de  la  circonférence 
d'un  cercle  à  son  diamètre.  » 

Ainsi  présentée,  cette  indication  peut  induire  en  erreur.  Cava- 
licri  ou  ses  disciples  ont  pu  faire  des  démonstral  ions  sans  rigueur, 
ils  n'en  ont  point  donné  qui  constituent  des  paralogismes.  En 
fait,  c'est  Huygens  qui  semble  avoir  inventé  le  paradoxe  précité 
pour  montrer  à  Schooten  l'insuffisance  d'une  démonstration 
donnée  non  par  Cavalier!,  niais  par  Torricelli,  et  portanl  sur 
une  vérité  non  contestée  :  De  sphœra  et  solidis  sphœralibus 
libri  duo  (De  dimensione  parabolse,  p.  »)•*>). 

Page  i5,  v  —  «  L'inadvertance  de  Descartes  sur  ce  poinl  que 
le  lieu  de  Pappus  à  \  droites  esl  formé  par  l'ensemble  de  Acwx 
coniques  et  non  par  une  seule  )  a  été  remarquée,  pour  la  première 
bus,  par  Biaise  Pascal.  »  \  l'appui  de  cette  assertion  esl  citée  une 
lettre  de  Mersenne  du  \~  mars  1648,  où  il  es(  effectivement  parlé 
d'une  solution,  que  venait  d'achever  le  jeune  Pascal,  de  ce  fameux 
problème  «  qu'on  prétend  ie\  n'avoir  pas  esté  résolu  par  M,  Des- 
cartes  en    toute    son    entendue   ».    Mais    (,  |         on        désigne    avant 

tout  autre  Roberval  qui,  s'il    n'avail    rien  public  n'en  avail  pas 


1  '  1  La  priorité  de  communication,  à  l'étranger,  appartient  inc  I 

Huygens. 

Bull»  de»  v       ■ -r.t  mathém  ,  i*  série,  1.  XVI.     Septembi  ia 
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moins   résolu    I<i   même  problème  dès    1640  (lettre  à  Fermât  du 
.j  août  i()|o). 

Page  i5,  7\  (suite).  —  «  Mais  c'était  l'étude  d'un  Livre  de  P. 
de  Fermât,  qui  induisit  Huygens  à  écrire  à  Fr.  de  Scbooten,  qui 
avait  publié  une  édition  latine  de  la  Géométrie  de  Descartes  : 
In  prima  tamen  Pappi  propositione  universali,  quœ  legitur 
in  fine  paginas  162,  aliquid  amplius  habet  nisi  fallor  quant  a 
te  inspectant  sit.  Par  rapport  à  ce  nisi  fallor,  G. -P.  de  Roberval 
rassure  Huygens  ...» 

Il  y  a  là  une  confusion  qui  semble  avoir  été  amenée  par  l'index 
V  du  premier  Volume  de  la  Correspondance  de  Huygens;  cet 
Index,  en  effet,  pour  le  problème  de  Pappus,  renvoie,  entre  autres, 
à  la  page  327  d'où  est  tirée  la  citation  qui  précède.  Mais  il  ne 
s'agit  nullement  là  du  problème  ad  l\  lineas,  à  propos  duquel 
Roberval  entrera  plus  tard  en  correspondance  avec  Huygens.  Il 
ne  s'agit  pas  davantage  de  l'édition  de  la  Géométrie  de  Descartes 
procurée  par  Scbooten  en  1649.  La  page  162,  que  cite  Huygens 
dans  l'Extrait  ci-dessus  de  sa  lettre  du  26  mai  1 655,  est  celle  de 
la  traduction  de  Pappus  par  Commandin,  et  la  proposition  en 
question  est  le  premier  énoncé  relatif  aux  Lieux  plans  d'Apollo- 
nius. Depuis  trois  ans  (le  28  juillet  1662),  Scbooten  avait  com- 
muniqué à  Huygens  la  restitution  qu'il  avait  faite,  d'après  les 
indications  de  Pappus,  de  l'Ouvrage  perdu  du  géomètre  de  Perge, 
restitution  qu'il  fît  imprimer  comme  troisième  Livre  de  sesExer- 
citationes  mathematicœ,  parues  en  i65b\  Avant  cette  Communi- 
cation, Huygens  avait  déjà  (noS  93  et  94  de  la  Correspondance) 
discuté,  avec  Schooten,  un  des  lieux  d'Apollonius.  Or,  en  1 655, 
son  père  retrouve,  dans  les  papiers  que  Mersenne  lui  avait  autre- 
fois envoyés  (peut-être  depuis  dix-huit  ans),  la  restitution  du 
même  Ouvrage  par  Fermât.  Il  le  fait  savoir  à  Scbooten,  et  propose 
de  lui  envoyer  le  manuscrit,  en  faisant  la  remarque  que,  pour  la 
première  proposition,  le  travail  de  Fermât  est  plus  complet.  La 
réponse  de  Scbooten  est  curieuse. 

«   En  (  '  )  ce  qui  concerne  les  Lieux  plans  d'Apollonius  restitués 
(')  .]r  traduis  le  texte  latin. 
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par  Fermât,  quoique  vous  m'offriez  de  vous-même  de  me  les  faire 
voir,  je  préfère  ne  pas  les  connaître  pour  le  moment,  jusqu'à  ce 
qu'après  l'impression  des  miens  j'aurai  trouvé  une  occasion  de  les 
lire;  car  je  ne  voudrais  pas  qu'un  autre  les  voyant  pût  croire  que 
je  suis  un  plagiaire  ou  que  j'aie  été  aidé  par  quelqu'un;  je  veux 
pouvoir  dire  nettement  que,  tels  je  les  ai  publiés,  tels  je  les  ai 
trouvés.  Quant  à  la  première  proposition  universelle,  c'e>t  à 
dessein  que  je  l'ai  omise.  Car,  pour  l'expliquer  ou  la  construire, 
je  voyais  qu'il  fallait  un  grand  nombre  de  figures  qui  auraient 
accru  plus  qu'il  ne  convenait  les  dépenses  d'impression,  et  je 
n'aurais  pas  alors  trouvé  facilement  un  typographe  pour  l'entre- 
prendre. D'ailleurs,  cette  proposition  ne  m'a  pas  paru  autant  que 
les  autres  correspondre  à  des  propriétés  particulièrement  élégantes 
et  j'ai  préféré  la  négliger  plutôt  que  de  la  développer.  » 

Il  est  remarquable  qu'après  avoir  cité  élogieusemenl  Fermai 
dans  son  Ouvrage  de  1646,  De  organica  co  nie  arum  sectionum 
descriptione,  Schooten  semble  l'ignorer  complètement  «Lui-  les 
Exercitaiiones.  Cependant  l'existence  du  travail  de  Fermai  sur 
les  Lieux  plans  était  publiquement  connue  depuis  la  Synoj 
de  Mersenne  de  i(3/j  \.  Ce  silène»'  calculé  «le  Schooten  semble  avoir 
blessé  Fermât  et  l'avoir  conduit  à  provoquer  le  professeur  de 
Lejde  au  commencement  de  i65n  par  les  célèbres  défis  sur  des 
<pi estions  numériques;  car  s'ils  furent  adress  lementà  \\  allis, 

c'est  certainement  à  l'incitation  «le  Digby,  tandis  que  pour 
Schooten,  qui  au  reste  ne  s'en  lira  pas  très  heureusemenl .  Fermai 
n'avait  aucune  occasion  particulière  de  le  viser. 

II.  Les  remarques  qui  suivent  se  rapportenl  aux  pages  du  pre- 
mier \  olunu  de  la  Correspondance  de  Huygens. 

Page  ai6,  noie  1.  —  Dans  une  lettre  de  Huygens  à  Schooten, 
du  2i  décembre  [65  j,  il  est  parle,  évidemment  d'après  des  indi- 
cations données  à  Schooten  par  \I\lmi  el  communiqu 
Huygens,  de  Traités  d'Arithmétique  (ei  de  Géométrie)  de 
Pascal  qui,  remarquent  les  éditeurs,  ne  se  trouvent  point  dan-  I  - 
Œuvres  de  ce  dernier  comme  ayant  été  imprimées  avant  cette 
date.  «  Il  est  évident  d'ailleurs  »,  ajoutent-ils,  0  que  Huj  en 

connut  que  les  iii rea  » . 
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Ces  traités  qui  n'ont  jamais  ('-h'1  non  seulement  imprimés,  mais 
même  effectivement  rédigés  en  vue  d'une  publication,  sont  très 
certainement  ceux  qui  sont  mentionnés  dans  le  placard  de  i654  • 
Celeberrimœ  Matheseos  Academiœ  Parisiensi,  reproduit  dans 
les  Œuvres  de  Pascal.  Il  semble  seulement  que  Mylon  ait  suivi 
dans  sa  relation  u\\  ordre  différent  de  celui  dudit  placard,  sur 
lct|iicl  je  vais  revenir  tout  à  L'heure. 

Page  >()S.  —  Dans  une  lettre  du  8  avril  1 6 5 G ,  Chapelain  écrit 
à  Huygens  qu'il  a  donné  lecture  de  l'imprimé  De  Saturai  Luna 
obsèrvatio  nova  «  en  nostre  assemblée  académique  de  chez  M,  le 
Chancelier  frequenti  senatu  et  dans  une  autre  d'hommes  de 
lettres  de  chez  M.  Ménage  ».  Les  éditeurs  (note  3)  pensent  qu'il 
s'agit  dans  ce  passage  d'un  des  deux  chanceliers  de  l'Université. 
Mais  il  ne  peut  être  douteux  (pie  la  première  communication  de  la 
découverte  astronomique  de  Huvgens  n'ait  été  faite  par  Chapelain 
à  Y  Académie  française,  qui  eut  comme  protecteur,  de  1642 
à  16-2,  le  chancelier  Séguicr  et  qui  se  réunissait  à  son  hôtel. 

11  n'y  a  évidemment  rien  d'extraordinaire  à  ce  que  Chapelain, 
qui  avait  d'ailleurs  engagé  Huygens  à  publier  sa  découverte,  se 
soit  hâté  d'en  faire  part  à  ses  confrères  de  l'Académie  française. 
La  découverte  d'un  satellite  de  Saturne  (on  ne  connaissait  encore 
que  ceux  de  Jupiter)  était  certainement  de  nature  à  intéresser 
vivement  les  lettrés  du  xvnc  siècle.  Mais  ce  qu'il  y  a  de  singulier, 
c'est  que  la  correspondance  si  complète  de  Huvgens  ne  nous 
indique  aucune  communication  semblable  à  une  Société  scienti- 
fique; bien  plus,  elle  ne  nous  laisse  pas  même  soupçonner  pour 
celle  époque,  l'existence  à  Paris  d'une  pareille  Société.  Cepen- 
dant Huvgens,  dès  son  premier  voyage  en  France  (i65j)  s'est 
mis  en  rapport  avec  les  mathématiciens  de  Paris  les  plus  en  vue; 
il  est  bientôt  en  correspondance  directe  ou  indirecte  avec  tous, 
pour  ainsi  dire,  et  en  particulier  avec  Roberval  et  Carcavi,  qui 
seront  ses  confrères  lors  de  la  fondation  de  l'Académie  des  Sciences 
en  16G6.  Qu'est  donc  devenue  cette  «  très  célèbre  Académie  de 
Mathématique  de  Paris  »  à  laquelle  Pascal  dédiait  le  placard  que 
nous  rappelions  tout  à  l'heure? 

Déjà  Yhistoire  de  la  roulette,  de  Pascal,  pouvait  faire  douter 
qup  cette  académie  subsistât  en  [658,  quelle  qu'ail  été  la  fréquence 
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des  relalions  entre  les  principaux  mathématiciens  de  Paris  à  cette 
époque.  La  correspondance  de  Huygens  nous  paraît  apporter  sur 
un  point  de  cette  obscure  question  une  lumière  décisive  ;  dès  iG 
l'Académie  ne  se  réunissait  plus. 

Je  dis  obscure  question,  d'autant  que  la  tradition  courante  sur 
les  origines  de  l'Académie  des  Sciences  me  parait  tout  à  fait  inac- 
ceptable. Dans  sa  notice  historique  sur  celte  Académie,  M.  Ernest 
Maindron,  par  exemple,  a  formulé  cette  tradition  en  disant  que 
«  c'était  une  Société  de  savants  qui  se  réunissaient  depuis  long- 
temps déjà,  à  des  jours  fixés  d'avance,  chez  le  P.  Mersenne,  puis 
chez  le  maître  des  requêtes  Montmort  et  plus  tard  chez  Melchi- 
sedech  Thevenot  ».  Voilà  ce  qui  est  constamment  répété,  -ans 
cpi'il  ait  été  seulement  constaté  que  ces  diverses  réunions  aient 
bien  appartenu  à  la  même  Société  et  qu'il  \\\  en  ait  pas  eu 
plusieurs,  soient  successives,  soient  simultanées. 

Qu'il  y  ait  eu,  dès  avant  io'5  î,  une  Société  scientifique  a  Paris 
se  parant  du  titre  d'Académie,  on  n'en  peut  douter.  Je  citerai,  par 
exemple,  la  lettre  de  Descartes  à  Mersenne  du  ■>.  novembre  16  [6, 
(pie  j'ai  publiée  dans  le  Bulletin  (1892,  p.  35),  h  à  cause  que 
Roberval  en  faisoit parade  en  son  ,  icadémie  ». 

Cette  Société  se  réunissait  régulièrement  depuis  1 636  au  moins, 
chaque  semaine  à  un  jour  fi\c,  mais  c'était  à  loin-  de  rôle  chez 
l'un  ou  L'autre  de  ses  membres  et  nullement  toujours  chez 
Mersenne.  Dans  sa  lettre  à  Fermai  du  j  avril  16 •  >-,  Roberval  dit, 
en  effet,  que  la  Compagnie  des  mathématiciens  se  réunissait  le 
jeudi,  et  (pie,  le  2  avril,  L'assemblée  avait  eu  lieu  chez  M.  de  Mon- 
tholon,  conseiller  (  '  ). 

De  même,  en  t645  probablement.  Descartes  se  rencontra  avec 
Roberval  dans  une  réunion  de  cette  académie;  le  second  voulut 
soulever  une  discussion  pour  prouver  l'impossibilité  du  mouve- 
ment dans  le  plein;  Descartes  refusa  dé  s')   prêter.  C'était      chez 

nue  personne  de  marque  (a)  ». 

Quoique  Roberval  ail  fail  partie  plus  tard  de  1  assemblée  de 
M.   de   Montmor,  celle-ci   doit    être    absolument    distinguée  de 


(  '  )  Il  indique,  comme  autres  membres,  Etienne  Pascal  el  Le  Pailleur.  il 
douteux  que  Carcavj  n'en  ;iit  t'.iii  partie  dès  1 
Lettres  de  Descartes,  Clerselier,  III,  p 
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l'Académie  dont  il  vient  d'être  parlé.  Rappelant  l'incident  de  i645, 
Roberval  s'étail  vanté,  dans  cette  Assemblée  de  M.  de  Montmor, 
d'avoir  une  fois  fermé  la  bouche  à  Descartes  en  bonne  Compagnie. 
Cela  souleva  des  discussions  et  Clersclier  lut  le  i3  juillet  i658(un 
samedi)  une  longue  défense  de  l'opinion  de  son  maître  sur  le  mou- 
vement dans  le  plein.  Dans  la  Préface  du  Tome  III  des  Lettres  de 
Descartes,  en  s'expliquant  à  ce  sujet,  il  affirme  que  l'Assemblée 
de  M.  de  Montmor  est  peut-être  une  aussi  bonne  Compagnie  et 
sans  doute  pour  le  moins  aussi  savante  que  l'autre  pouvait  être. 
Ces  expressions  prouvent  à  la  fois  que  la  rencontre  de  Descartes 
et  Roberval  avait  eu  lieu  au  sein  d'une  Société  savante,  et  que  la 
nouvelle  Société  était  tout  à  fait  différente. 

Cette  Société  de  Montmor  subsiste  encore  en  1662;  Clerselier 
y  fait  lecture  des  lettres  qu'il  adresse  à  Fermât  pour  défendre  la 
Dioptrique  de  Descaries  et  c'est  par  ordre  de  l'assemblée  (qui  se 
tient  alors  le  mardi  de  chaque  semaine)  qu'il  écrit  son  épître  du 
i3  mai  (Lettres  de  Desc.,  III,  p.  284-280).  Cette  Société,  où, 
dès  1 658,  les  Descartistes  (pour  parler  comme  Clerselier)  domi- 
naient évidemment  déjà,  a  donc  tout  à  fait  le  caractère  d'une 
Société  carlésienne;  ce  n'est  pas  une  Société  scientifique  propre- 
ment dite  et  ce  serait  à  tort  qu'on  la  considérerait  comme  l'em- 
bryon de  l'Académie  des  Sciences. 

Enfin,  si  nous  considérons  plus  attentivement  le  très  curieux 
placard  de  Pascal  en  i654,  il  est  bien  difficile  de  s'expliquer  cette 
pompeuse  énumération  de  travaux  immenses  qui  sont  à  peine 
ébauchés  sur  le  papier,  si  elle  s'adresse  véritablement  à  une 
Société  fonctionnant  régulièrement.  11  ne  s'agit  pas  d'ailleurs  d'un 
morceau  de  réception,  puisque  Pascal  se  donne  comme  admis  dans 
la  Compagnie  dès  son  enfance  (inter  vos  educatus)  et  rappelle 
l'approbation  donnée  autrefois  (avant  1649)  à  sa  machine  arithmé- 
tique. Tout  devient  clair  au  contraire  si  l'on  regarde  ce  placard 
comme  un  prospectus  destiné  à  faire  renaître  une  Société  dissoute 
en  attirant  de  nouveaux  adhérents  autour  d'un  petit  noyau  d'an- 
ciens membres. 

L'Académie  de  Roberval  semble  avoir  été  en  majorité  constituée 
par  des  magistrats;  les  troubles  de  la  Fronde  durent  suspendre 
les  réunions  et  amener  entre  ses  membres  des  divisions  politiques 
qui    les    empêchèrent,    après    le    rétablissement    de    l'ordre,    de 
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renouer  les  anciennes  traditions.  En  i654,  une  tentative  de 
reconstitution  eut  lieu,  mais  elle  échoua.  Quelques  années  après, 
une  autre  Société  se  forma,  mais  elle  prit  un  tout  autre  caractère 
qui  devait  en  écarter  plus  ou  moins  vite  les  savants  réfractaires 
aux  doctrines  cartésiennes.  Or  ce  sont  eux  qui,  dans  l'Académie 
de  1666,  formeront  le  groupe  le  plus  marqué. 
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GALILÉE.  —  Le  Opkre  di  Gâlileo  Galilei,  edizione  nazionale  sotto  gli  aus- 

picii  di  Sua  Maestà  il  Rc  d'Italia.  Volume  II,  61 1  p.  in-4°.  Firenze,  Barbera  : 
1891. 

Le  second  Volume  de  la  nouvelle  édition  des  Œuvres  de  Ga- 
lilée (')  nous  transporte  de  Pise  à  Padoue.  !/(  université  de  cette 
dernière  ville  compta  en  effet  Galilée  au  nom  lue  de  ses  pro- 
fesseurs (letlor  délie  Matematiclic),  dès  l'année  scolaire  1  "»<,'- 
i.m).')  :  il  avait  alors  vingt-neuf  uns  ;  la  dernière  pièce  du  \  olume 
est  de  1610;  c'est  donc  une  longue  période  de  dix-huil  ans  pen- 
dant laquelle  le  futur  rénovateur  mûrit  Lentement  les  idées  de  sa 
jeunesse,  tandis  que  son  activité  semldc  (oui  entière  se  porter  sur 
les  matières  de  son  enseignement,  et  en  particulier  sur  les  appli- 
cations des  Mathématiques.  Une  invention  d'un  caractère  tout 
pratique,  celle  de  son  compas  de  proportion,  lui  donner,!  la 
première  occasion  de  faire  imprimer  un  de  ses  écrits,  en  même 
temps  qu'elle  l'entraînera,  pour  la  défense  de  ses  droits,  à  essai  er 
Min  talent  comme  polémiste.  Mais,  en  dehors  de  ces  publications, 
Galilée,  dès  son  origine,  avait  rédigé  les  leçons  qu'il  professait  et 
il  en  faisail  même  faire  pour  ses  auditeurs  des  copie-,  manuscrit 
qui  de  hi  sorte  nous  les  oui  conservées,  au  moins  en  partie.  I 

leçons  remplissent  environ  la   moitié  du  \  olume. 

I.  Il  s'ouvre  tout  d'abord  par  deui  Traitésde  fortification,  une 
Brève  instruzione  ail } architettura  militare,  et  un  Traltato  di 
fortificazione ;  le  premier,  jusqu'à  présent  inédit,  sauf  div< 
fragments,  paraît  un  résumé  de  son  premier  cours  fait  à  Padoue; 
le  second,  publié  pour  la  première  lois  par  Venturi  en  1818, 
semble  une  rédael  ion  plus  développée  faite  par  Galilée  lui-même, 
probablement  un  peu  plus  tard  et  en  vue  de  leçons  particulières 
plutôt  que  d  un  cours  public.  L  un  ou  1  .mire  sont  du  plus  haut 
intérêt  pour  I  histoire  de  la  fortification;  mais,  au  point  de  vue 
mathématique,  ils  u'offrenl  que  des  tra  «métriques  élémen- 


(')  Voir  !<*  numéro  du  Bulletin  de  mai  1893,  p.  i5a  el  suiv. 
iïull.  des  Sciences  mat  hem.,  ■'  série,  1    \\  1    (Octobre  18g 
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taires.  On  peul  remarquer  toutefois  des  constructions  approxi- 
matives de  polygones  réguliers  de  eûtes  donnés;  celle  du  penta- 
gone, avec  u nr  seule  ouverture  de  compas,  est  nommément 
empruntée  à  Ubert  I  )urer. 

La  dernière  pièce  du  Volume  nous  ramène  au  sujet  des  deux 
premières;  c'est  une  page  écrite  par  Galilée  à  la  demande  de 
Pietro  Duodo,  capitaine  de  Padoue  pour  la  République  de  Venise, 
Lequel  avait  institué  une  Accademia  Délia,  pour  l'instruction 
militaire  des  jeunes  nobles  padouans;  cette  page,  où  sont  résu- 
mées les  connaissances  dépendantes  des  Mathématiques  que  doit 
posséder  un  bon  militaire,  a  été  retrouvée  par  M.  Favaro  dans  les 
Archives  de  la  ville  de  Padoue.  Il  en  avait  déjà  publié  une  repro- 
duction photolithographique  dans  la  Rivista  d'Artiglieria  e 
Genio,  Rome,  1886. 

II.  Les  Mecaniche  de  Galilée  représentent,  de  même  que  le 
Trattato  di  fortificazione ,  une  rédaction  faite  pour  des  leçons 
particulières;  elles  ont  d'ailleurs  probablement  coïncidé,  comme 
date,  avec  le  cours  public  professé  à  Padoue  par  Galilée  en 
1  597-98  sur  les  Questions  mécaniques  d'Aristote.  Cette  rédaction 
eut  un  très  grand  succès,  comme  en  témoignent,  d'une  part  le 
nombre  considérable  de  copies  manuscrites,  quelques-unes  très 
anciennes,  qui  en  subsistent,  et  d'un  autre  côté,  cette  circon- 
stance qu'avant  d'avoir  été  imprimé  en  Italie  (il  ne  le  fut  qu'après 
la  mort  de  Galilée,  en  1 649?  Par  ^es  S01I1S  de  Lnca  Danesi),  l'ou- 
vrage fut  traduit  en  français  et  publié  dans  cette  langue  par  le 
P.  Mersenne,  dès  1 634- 

On  chercherait  cependant  vainement  dans  ce  petit  Traité 
quelqu'une  des  idées  concernant  le  mouvement  que  Galilée  agitait 
déjàà  Pise  en  iThjo;  l'auteur  s'y  est  simplement  proposé  de  donner 
une  théorie  élémentaire  des  puissances  simples  (levier,  treuil,  pou- 
lie, vis)  en  insistant  sur  le  principe  que  ce  qui  se  gagne  en  force 
se  perd  en  \itesse.  Sauf  la  clarté  de  L'exposition  et  la  mise  en 
pleine  lumière  de  ce  principe,  il  n'y  aurait  là  aucun  progrès  réel 
par  rapporl  à  l'antiquité  >i<  à  propos  de  la  vis,  Galilée  n'éta- 
bli--, iii  pas  la  théorie  du  plan  incliné  H  ne  faisait  pas  ressortir 
l!erreur  dans  laquelle  est  tombé  Pappus  à  ce  sujet  au  Livre  VIII 
de  sa  Collection  mathématique. 
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\  la  fin  du  Traité,  se  trouve  cependant  soulevée  une  question 
nouvelle  dans  un  Chapitre,  qui,  à  la  vérité,  devait,  semble-t-il,  faire 
partie  originairement  d'un  autre  ensemble  perdu  ou  resté  inache>  é. 
N  s'agit  de  la  force  du  cfioc  ;  Galilée  rejette  les  explications  aristo- 
téliques et  en  propose  une  nouvelle,  reposant  sur  le  principe  fon- 
damental qu'il  a  développé  dans  ses  Mecaniche ;  mais  il  ne  possède 
pas  encore  les  éléments  suffisants  pour  trouver  une  formule  pré- 
cise et  il  n'y  a  là  qu'une  simple  tentative. 

Les  éditeurs  en  ont  rapproché  une  Leçon  académique,  <>ù 
Torricelli  a  relaté  plus  tard  de  curieuses  expériences  poursuivies 
par  Galilée,  sans  doute  vers  la  même  époque,  pour  montrer  que 
la  force  du  choc  est  infinie  par  rapport  à  une  puissance  en  r< 

III.  lue  troisième  série  de  leçons  publiques  ou  particulières  de 
Galilée  a  été  l'origine  d'un  troisième  Traité,  rédigé  en  italien, 
comme  les  précédents,  et  qui  concerne  l'Astronomie  Trattato 
dclhi  sfera  ov^cro  Cosmografia).  Ce  Traité  .publié  pour  h  pre- 
mière fois  en  i  656  par  ïviw  Urbano  Daviso  l  Buonardo  Savi  i,  .1  <■{>'■ 
considéré  comme  apocryphe,  en  particulier  par  Libri,  pour  ce 
motif  que  l'auteur  3  suit  le  système  de  Ptolémée  el  rapporte  les 
arguments  classiques  sur  l'immobilité  de  la  Terre,  <'n  se  contentant 
de  dire  que  de  très  grands  philosophes  et  mathématiciens  ont 
estimé  (pie  la  Terre  était  une  étoile  el  l'ont  considérée  comme 
mobile.  Cependant,  au  moinsdepuis  1  597,  Galiléeavail  embi 
le  système  de  Copernic.  Il  n'en  ,1  pas  moins  été  démontré  «pie. 
dans  son  enseignement,  il  continua  à  répéter  el  à  commenter  les 
formules  traditionnelles;  l'authenticité  de  ta  Cosmografia  esl 
d'autre  part  suffisamment  établie  par  les  manuscrits  indépendants 
l  un  de  l'autre  qui  l  attribuent  expressément  à  Galilée  el  dont  les 

deux   plus  anciens  remontent    pis. pi  aux   années    i'1"  »  et    1606. 

La  plus  ancienne  preuve  de  I  adoption  des  idées  de  Copernic 
par  Galilée  nous  esl  d'ailleurs  donnée  par  un  petit  écrit  sous  forme 
de  lettre  (du  3o  mai  1097)  à  son  ,1111 1  et  maître  Jacopo  Mazzoni, 
qui  venait  de  publier  un  Ouvrage  De  comparatione    I  le  lis 

et  Platonis,  où  il  avail  incidemment  réfuté  la  doctrine  du  mou- 
vement delà    Terre.   L'objel  de  I  eenl  de  Galilée,  «pi  il   lit  en  eu  1er 

manuscrit  dans  l<-  cercle  «b1  ses  amis  intimes,  et  qui  lut  pour  la 
première  bus  publié  par  \  enturi  1  1818),  est   de  prouver  matin- 
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matiquemcnl  L'erreur  où  était  tombé  Mazzoni  en  affîrmanl  que  si 
la  Terre  n'était  pas  au  centre  du  monde,  l'horizon  astronomique 
ne  pourrait  diviser  sensiblement  la  sphère  céleste  en  deux  hémi- 
sphères égaux. 

IV.  En  ce  qui  concerne  les  lois  du  mouvement,  nous  ne  trou- 
vons à  proprement  parler  dans  le  second  Volume  qu'une  première 
rédael  ion  latine  (publiée  d'après  un  autographe  qui  paraît  remonter 
à  l'année  i  (io  "î  )  de  la  théorie  du  mouvement  accéléré  insérée  dans 
les  Dialogues  des  nouvelles  Sciences  de  1 638.  La  loi  de  ce  mou- 
vemenl  v  est  posée  a  priori  ;  l'expérience  (celle  de  la  force  du 
choc)  n'y  est  invoquée  que  pour  prouver  la  possibilité  qu'un  corps 
puisse  passer  par  tous  les  degrés  de  vitesse;  le  même  fait  est 
développé  théoriquement  par  la  considération  du  mouvement  sur 
le  plan  incliné. 

V.  Vers  le  10  octobre  i6o/(,  une  nouvelle  étoile  apparut  dans 
le  ciel  et  renouvela  l'étonnement  produit  par  celle  de  i5j'>..  Elle 
paraît  avoir  été  remarquée  en  premier  lieu  à  Padoue  par  un  jeune 
Milanais,  Baldassare  Capra,  qui  y  étudiait  la  Médecine  et  qui 
recevait  en  même  temps  des  leçons  d'Astronomie  d'un  Allemand 
(Simo  Marius).  Galilée  qui,  cette  année-là,  faisait  un  cours  sur 
la  théorie  des  planètes,  consacra  à  la  nouvelle  étoile  trois  leçons, 
dont  il  reste  quelques  fragments,  rédigés  en  latin,  en  partie  seu- 
lement publiés  d'après  les  autographes,  par  Venturi  (1821).  Il 
devait  plus  tard  revenir,  dans  ses  Massimi  sistemi,  sur  les  questions 
<pie  soulevaient  les  apparitions  de  ce  genre.  Pour  le  moment,  il 
semble  qu'il  ait  prudemment  évité  ton  le  polémique  compromet- 
tante. 

Il  y  fut  cependant  provoqué  dès  lors  par  Baldassare  Capra,  qui, 
au  commencement  de  i6o5,  fit  imprimer  à  Padoue  un  opuscule 
intitulé  :  Conside ratio  ne  astronomica  circa  la  nova  et  porten- 
tosa  Stella  che  nelV  (in no  1604  a  di  10  ottohre  apparse,  con  un 
brève  giudicio  delli suoi significatif  Les  éditeurs  ont  reproduit 
cet  opuscule  avec  les  annotations  marginales  de  Galilée,  d'après 
un  exemplaire  conservé  à  la  Bibliothèque  nationale  de  Florence. 
Capra,  tout  en  qualifiant  ôHEccellentissimo  le  professeur  de  l'I  oi- 
versité,    lui    avait    adressé    quelques    critiques;    elles    ne    furent 
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relevées,  ainsi  que  les  erreurs  de  l'auteur,  que  quand  Galilée  eul 
à  défendre,  contre  le  même  personnage,  son  invention  du  compas 
de  proportion. 

Un  Antonio  Lorenzini  da  MontepulcianO  publia  également  à 
Padoue,  en  1600,  un  Discorso  sur  la  nouvelle  étoile,  où  il  soutint 
qu'elle  appartenait  à  la  sphère  de  la  Lune  et  que  les  raisonnements 
des  mathématiciens,  touchant  l'absence  de  parallaxe,  oe  pouvaienl 
prouver  le  contraire.  Galilée  était  encore  directement  visé,  sinon 
nommé  cette  fois.  Mais  Lorenzini  n'obtint  comme  réponse  qu  un 
Dialogue  burlesque,  écrit  en  patois,  el  qui  parul  sous  le  pseudo- 
nyme de  Gecco  de'  Ronchitii  da  Brugene.  Dès  Forigine,  il  fui 
attribué  à  Galilée,  et  en  conséquence  les  éditeurs  l'ont  reproduit, 
avee  une  traduction  en  italien  et,  en  notes,  les  passages  visés 
du  Discorso  de  Lorenzini.  Mais  M.  Favaro  pense  que  Galilée  d  a 
fourni  que  les  matériaux,  et  que  le  véritable  rédacteur  esl  un  moine 
bénédictin,  intime  du  professeur,  et  nommé  Girolamo  Spinelli. 
Ce  dialogue,  dont  les  interlocuteurs  sont  deux  paysans,  est 
(Tailleurs  franchement  gai,   et  les   plaisanteries    dirig  mtre 

An  si  nie  et  les  philosophes  qui  se  mêlent  de  ce  qu'ils  ue  savent  pas 
n'étaient  guère  de  nature  à  blesser  personne. 

\  I.  Le  premier  Ouvrage  que  (il  imprimer  Galilée  esl  I  opuscule 
en  italien  dédié  à  Côme  de  Médicis,  el  intitulé  :  Le  operazioni 
del compasso  geometrico  e  militari'  (1606).  L'ingénieuse  inven- 
tion de  Galilée  était  parfaite  dès  i'nr,  et  dès  lors  d  avait  dû 
rédiger  une  instruction  pour  la  joindre  aux  instruments  que 
prenaient  ses  élèves  ou  qu'il  offrait  à  divers  personnages  de 
marque,  italiens  et  étrangers.  Cette  instruction  subsiste  dans  des 
manuscrits  antérieurs  à   1606,  el   est   maintenant   publiée  pour  la 

première   luis;  d'un    second    texte,    qui   donne   au    contraire  à    très 

peu  près  la  forme  définitive,  les  éditeurs  a  ont  reproduit  que  la 
seule  variante  notable  qu'il  offre  par  rapport  à  I  imprimé. 

Baldassare  Capra  osa,  (\r>  l'année  suivante,  faire  imprimer  à 
Padoue  même  un  opuscule  latin  :  /  sus  etjabnca  circini  cujus- 
dam  proportionis,  per  quem  omnia  /ère  tum  EucUdis}  tttm 
Hathematicorum  omnium  problemata  facili  negoti 
vuntur,  dans  lequel,  sans  nommer  Galilée  el  s, ,n-  s  expliquer 
nettement  sur  l'invention  de  l'instrument,  il  du    craignait  pas  de 
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dire  qu'elle  élail  impudemmenl  réclamée  par  tel  qui  n'y  avail  aucun 
droil  el  s'attribuait  au  moins  L'explication  de  la  construction  (que 

Galilée  n'avait   pas  donnée).  Cette  explication   avait    (railleurs  été 

empruntée  par  Gapra  à  un  écril  manuscril  d'un  Flamand,  Jean- 
Eutel  Zieckmeser,  qui,  vers  i6o3,  était  passé  à  Padoue  avec  un 
Instrument  copié  sur  celui  de  Galilée,  et  \  avait  été  convaincu  de 
plagiat.  Capra  avait  également  pris  un  certain  nombre  d'opéra- 
lions  dans  le  manuscrit  du  Flamand;  il  avait  compilé  le  reste  de  son 
écrit  soil  sur  celui  de  Galilée  lui-même,  soit  dans  des  Ouvrages  de 
Magini,  professeur  de  Mathématiques  à  Bologne;  le  tout  est  mala- 
droitement l'ail,  avec  <le  grossières  erreurs,  que  Galilée  releva  avec 
soin  sur  un  exemplaire  conservé  à  la  Bibliothèque  nationale  de 
Florence  el  que  les  éditeurs  ont  intégralement  reproduit  avec  les 
annotations  marginales. 

L'inventeur  du  compas  géométrique  et  militaire  ne  pouvait  to- 
lérer cet  insolent  plagiat.  Il  fit  citer  Capra  à  Venise,  devant  les 
Réformateurs  de  l'Université,  et  obtint  la  suppression  de  l'édition 
dont  il  avait  à  se  plaindre  ;  mais  comme  une  trentaine  d'exemplaires 
étaient,  avant  la  saisie,  sortis  des  Etats  vénitiens  (*),  il  crut  néces- 
saire d'y  opposer  sa  Difesa  di  Galileo  Galilei,  nobile  fiorentino, 
lettore  délie  Matematiche  nello  Studio  di  Padova,  contra  aile 
eu  lu  n  nie  ed  imposture  di  Baldessar  Capra,  milanese,  le  second 
Ouvrage  qu'il  ait  fait  imprimer  (Venise,  160^),  et  où  il  raconte 
tout  au  long,  avec  pièces  justificatives  à  l'appui,  cette  singulière 
histoire.  Elle  révèle  un  état  de  mœurs  scientifiques  dont  nous  nous 
faisons  difficilement  une  idée;  aussi  la  Défense  de  Galilée  mérite 
une  lecture  attentive;  on  y  trouvera  d'ailleurs  nombre  de  détails 
historiques  intéressants.  Elle  est  très  sérieusement  menée,  avec 
des  détails  minutieux  et  un  langage  plutôt  sévère  que  violent  vis- 
à-vis  de  l'adversaire,  si  l'on  tient  compte  des  habitudes  du  temps; 
mais  on  s'explique  difficilement  que  Galilée  ail  cru  indispensable 
de  lui  donner  de  tels  développements. 

Nous  le  voyons  ainsi  arrivé  à  près  de  cinquante  ans  sans  qu'il 
eût  en  réalité  dépassé  par  ses  travaux  connus  un  niveau  bien  infé- 
rieur a  celui  au-dessus  duquel  devait  s'élever  sa  vieillesse.  (.  est 


L'écril    de    Capra   esl   dédié  à   Joachim  Ernest,   marquis  de    Brandebourg, 
auquel  Nmi"  M. uni-  de  Guntzhausen  dul  I'"  présenter 
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un  éminent  professeur  de  Mathématiques,  niais  il  n'a  pas  réelle- 
ment fait  de  recherches  originales;  deux  invention^  pratiques,  sa 
balancette  et  son  compas,  témoignent  hautement  des  facultés 
spéciales  qui,  tout  à  l'heure,  vont  lui  permettre  de  renouveler 
l'Astronomie;  mais  l'autre  face  de  son  génie  n'apparaîl  pas  en  lui. 
Il  ne  s'est  pas  révélé  comme  théoricien;  il  l'est  cependant  avant 
toutes  choses  et  il  coordonne  patiemment  Les  idées  qu'il  ne  publiera 
que  hien  plus  tard.  On  dirait  qu'au  sortir  de  Pise  el  au  moment 
d'engager  la  lutte  contre  l'enseignement  scolastique,  il  ;i  senti  qu'il 
n'était  pas  suffisamment  armé  et  qu'il  n'avait  pas  d'autre  part  con- 
quis une  situation  personnelle  suffisante  pour  lui  donner  des 
chances  sérieuses  de  succès.  Il  s'est  dit  qu'il  attendrait  l'heure 
opportune  et  jusque-là  il  réserve  ses  forces,  sentant  hien  qu'elles 
ne  font  (pie  grandir.  Paul  Tanmery. 


A.  SOMMERFELD.  —   Die  willkùrlichen   Functionen  i\  der  kathema- 
tischen  Physik.  Inaugural-Dissertation .  -~>  p.  Konigsberg,  1891. 

Dans  un  Mémoire  très  remarquable,  intitulé  :  /  eber  die  ana- 
lytische  Darstellbarkeit  sogenannter  willkûrlicher  Func 
neneiner réelle n  Verânder lichen  ('  i,  M.  \\  eierstrassa  fail  l'étude 
d'une  intégrale  définie  qui  est,  en  quelque  sorte,  une  généralisation 
de  l'intégrale  de  Dirichlet  qui  joue  un  rôle  prépondérant  dan-  la 
théorie  des  séries  trigonométriques  et  a  tiré  de  cette  étude  de 
belles  conséquences  pour  la  représentation  des  fonctions  uni- 
formes au  moyen  d'un  polynôme  entier,  avec  une  approximation 
donnée  ei  pour  la  recherche  des  intégrales  des  équations  aui  dé- 
rivées partielles  de  la  Physique  satisfaisant  à  des  conditions  li- 
mites données.  \  oici,  en  quelques  mots,  un  résumé  de  ce  Mémoire  : 

Soil  /(./)  une  fonction  réelle,  continue,  bien  déterminée  pour 
toutes  les  valeurs  réelles  de  x  el  dont  la  valeur  absolue  reste  infé- 
rieure à  une  limite  supérieure  et,  d'autre   part,   soit  une 


(»)  Sitzungsberichte  der  kôniglich    1  'Un. 

•  juillet  i885.  t  l  ne  traduction  française  de  ce  Mémoire  a  paru  dans  l<-   ; 
mil  île   Mathématiques  pures  et  '(/•/'//■/i 
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fonction  de  même  forme  que  /*(#),  paire  c'est-à-dire  telle  que 
■  x)i     'l{.r)  c\  telle,  en  outre,  que  L'intégrale 

f        ty(x)dx 

0 

ail  une  valeur  finie  0).  Si  Ton  pose 

où  M  csl  une  variable  réelle  et  k  et  x  des  quantités  positives,  indé- 
pendantes de  u,  la  fonction  ¥(x,  k)  est  telle  que 

Lim  F  (a?,  #)=/(#). 

De  là  on  conclut  que,  à  tout  nombre  positif  g',  aussi  petit  qu'on 
le  voudra,  on  pourra  faire  correspondre  un  nombre  positif  A7  tel 
que  pour  a  «<  x  •<  b,  k  <C  k'  on  ait 

\¥(x,k')-f(x)\  <g'. 

Si  alors  on  développe  F(j£,  k')  en  série  ordonnée  suivant  les 

puissances  croissantes  de  x  et  si  l'on  désigne  par  G(x)  la  somme 

des  n   premiers  termes,   on  pourra  prendre  n   assez  grand  pour 

que,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  l'intervalle  (a,  b) 

la  différence  F  (a?,  k')  —  G(x)  soit,  en  valeur  absolue,  plus  petite 

qu'un  nombre  donné  à  l'avance  g"  et,  par  suite,  pour  a  <  x  <<  b 

on  aura 

|/(*)-G(*)|  <g'  +  g". 

De  ce  résultat,  M.  Weierstrass  tire  aisément  la  proposition 
importante  suivante  :  Toute  fonction  /(#),  de  la  forme  énoncée, 
peut  se  représenter,  d'une  infinité  de  manières,  par  une  série  infinie 
dont  les  termes  sont  des  polynômes  entiers  en  x  et  cette  série  est 
uniformément  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x  com- 
prises  dans  un  intervalle  donné  (a,  /;). 

La  première  Partie  de  la  Dissertation  inaugurale  de  M.  Soin- 
merfeld  esl  une  exposition  de  La  proposition  fondamentale  de 
M.  Weierstrass  dans  les  cas  particuliers  où  Ton   prend   pour  La 

fonction  b(x)  l'une  des  deux  fonction^  g    '   ou  :  el  où  I  on 
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remplace  les  limites  d'intégration  —  ce  et  -h  zc  par  deux  nombres 
quelconques  a  et  b. 

Dans  le  cas  de  <]>(#)  =  e~x>  on  a  203  =  y/-;  la  Dotation  de 
M.  Sommerield  revient  à  poser  k=i\J~t,  u  =  a  el  il  faut  alors 
prouver  que 

(1)  limii/ïy  /(<x)e~  ~X~dz  =  Tzf(x). 


Dans  le  cas  de  ']>(r)  ==  7'  2w  =  fl  et,   en   posant,   /.  —  /, 

u  =  a,  on  a  à  démontrer  l'égalité  suivante  : 


(2)  lim     r  /(a)- -? -dx  =  T.f(x). 

L'auteur,  au  lieu  de  considérer  immédiatement   les   intégrales 
qui  figurent  dans  les  premiers  membres  des  égalités  (1)  el 
énonce  la  proposition  de  M.  Weierstrass  sous  la  forme  suivante  . 

Les  deux  intégrales 

J  =  I   f    e-^dk    f  /(a)cosX(^  —  a)da 

e| 

K  =  -   /     £-*'*  cCk   I    /(a)  cosX(a?  —  a)  rfa . 

ont  toutes  deux  pour  limite /"(a?)  lorsque  /  tend  vers  zéro.  Sous 
cette  forme,  on  voit  mieux  que  l'on  obtienl  ainsi  une  généralisa- 
tion de  la  formule  de  Fourier  qui  donne  1<'  développement  en 
série  trigonométrique  dune  fonction 


Il  X 

f(x)=  VM    ./'(  se)  cosni 


Les  quantités  e  ~/J  el  c~rr  jouenl  le  rôle  de  facteur  «le  conver- 

rice  pour  pouvoir  passer  du  signe  1  au  signey*. 

M.  Sommerfeld  démontre  alors,  en  premier  lieu,  qu  on  a 


x  ■ 


.1       '  Il  f   ff*)e  d* 


K     ïfM.ë    .' 


,,„. 
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Il  esl  alors  ramené  à  prouver  les  égalités  (1)  et  (2),  ce  qu'il 
fait  en  suivant  la  marche  indiquée  par  M.  Weierstrass.  Il  partage 
l'intervalle  a.  b  en  trois  intervalles  (a,  x — 8),  (x —  8,  x~\-o) 
el  (#  -f-  8,  />).  8  désigne  un  nombre  positif  aussi  petil  qu'on  voudra. 
Les  limites  (  pour  /  =  o)  des  intégrales  relatives  au  premier  el  au 
dernier  intervalle  sont  nulles,  il  ne  reste  plus,  alors,  qu'à  prouver 
que 

/-       „.t-+-0  l.r— ai- 

limâ\/7   /        f[^e       '"     <*«  =  */(*), 
et 


,.r    .    0 


ce  (jui  se  fait  aisément  en  cherchant  les  limites  supérieure  el 
inférieures  de  ces  intégrales  et  en  faisant  tendre  0  vers  zéro. 

Après  avoir  démontré  les  égalités  (1)  et  (2)  lorsque  a  et  b  sont 
iinis  et,  en  supposant  /'(.r)  continue  entre  a  et  b,  l'auteur  étend 
les  propositions  aux  cas  où  a  et  b  sont  infinis  et  où  /(x),  au  lieu 
d'être  continue,  est  seulement  intégrable  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Pour  terminer  la  première  Partie,  M.  Sommerfeld  donne  l'ap- 
plication suivante,  qui  se  trouve,  d'ailleurs,  dans  le  Mémoire  déjà 
cité  de  M.  Weierstrass.  Considérons  la  série 

a  =    2,  G~"il(  \n  C0S7ia?-+-  ï>n  shi/i.r), 


n       n 


où  A,t  et  B„  sont  calculés,  au  moyen  de/(x),  par  la  loi  connue 
de  Fourier.  Fourier  admettait  que  u  a  pour  limite  /(x)  lorsque  t 
tend  vers  zéro  puisque,  si  Ton  fait  t  =  o,  on  trouve  le  développe- 
ment de  /(u)  en  série  trigonométrique.  Le  raisonnement  de 
Fourier  supposait  donc  /(x)  développable  en  série  trigonomé- 
trique. M.  Harnack  (4  )  a  démontré  que,  quelle  que  soit  la/onc- 
tion /<./■)  intégrable,  on  a  toujours 

l'un  "     -  /'{  X  ). 

1     o 

Ce  qui  précède  permel   aisément    de  démontrer  la  proposition 
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de  M.  Harnack.  On  a,  en  elï'et,  comme  on  sait,  l'identité 


1  T"  n    -    i  •    : 


c   "H  zosnv  = 


nz=  —  oo 


on  en  conclut 


u~Èif'd'* 


V/7T  t  J—  Te 


->2 

rt  =  —  oo 


v.   •   27C/1    • 


Le  second  membre  de  celle  dernière  formule  esl  une  somme 
d'intégrales  de  la  forme  du  premier  membre  «le  I  r)  où  l'on  a  rem- 
placée par  x  -f-  ir.n.  Pour  toutes  les  valeurs  de  n  autres  que 
zéro,  la  valeur  x  +  2izn  esl  extérieure  aux  limites  de  l'intégration 
—  7t,  H-tc  et,  par  suite,  toutes  ces  intégrales  ont  pour  h  unir  zéro, 
sauf  celle  pour  laquelle  n  =  o  :  on  a  donc 


(I  ou 


lim  //  —  lim  -     _     /  /(ai 

lim  //  =  /*(  .r  i. 


7    : 


Le  second  ci  le  troisième  Chapitre  du  travail  de  M.  Sommerfeld 
sont  des  extensions  aux  fonctions  à  deux  el  à  trois  variables  des 
propositions  démontrées  dans  le  Chapitre  I  pour  les  fonctions  à 
une  variable.  L'auteur  obtienl  ainsi  des  généralisations  des  dé- 
veloppements des  fonctions  à  deux  el  à  trois  variables  en  séries 
de  fonctions  cylindriques  el  sphériques.  C.  Boi  rli  r. 


t68  imi i: m i i:k i<:  iwktiiv 
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SUR  LA  RELATION  QUI  EXISTE  ENTRE  LES  COURBURES 
DE  DEUX  SURFACES   INVERSES; 

Pau  M.  Alphonse  DEMOULIN, 
Docteur  m  Sciences  physiques  et  mathématiques,  à   Bruxelles. 

Soit  (S)  une  surface  quelconque  et  (lv)  son  inverse  par  rapport, 
à  un  pôle  0.  A  tout  point  A,  pris  sur  (S),  correspond,  sur  (2'), 
un  point  À'.  Les  normales  AN  et  À'N'  aux  surfaces  (S)  et  (S')  sont 
situées  dans  un  même  plan  et  font,  avec  le  rayon  OAA',  des  angles 
égaux  dont  nous  appellerons  u  la  valeur  commune. 

Par  la  droite  OAV,  menons  un  plan  quelconque  qui  coupe  la 
surface  (2)  suivant  une  courbe  (T)  et  la  surface  (2')  suivant  une 
courbe  (r7).  Soit  AT  la  tangente,  en  A,  à  la  courbe  (Y)  et  A'T'  la 
tangente,  en  A',  à  la  courbe  (lv).  On  peut  appeler  correspon- 
dantes deux  sections  normales  telles  que  NAT  et  N'  A'T'. 

Dans  son  Ouvrage,  Des  méthodes  en  Géométrie,  M.  Paul  Serret 
a  énoncé,  sans  démonstration  (p.  23),  la  propriété  suivante  : 

Si  /'<>n  désigne  par  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  de  deux 
sections  normales  correspondantes  NAT,  N'A'T',  on  a,  quelles 
que  soient  les  sections  considérées  autour  des  points  A  et  A', 

<>\        OV 

—  +  Tr  =  const. 

Nous  nous  proposons  de  compléter  le  théorème  de  M.  Paul 
Serret  en  montrant  que  la  constante  est  égale  à  icosu. 

Observons  que  les  lignes  planes  (F)  et  (lv)  sont  inverses  par 
rapport  au  pôle  O.  Si  donc  nous  appelons  o0  el  p'0  les  rayons  de 
courbure  de  ces  lignes  airs  points  A  et  A',  nous  aurons,  en  vertu 
d'une  formule  connue,  due  à  M.  Nicolaïdès  (  '  ), 

in  -  h —  ,-  =  2sinOAT. 


Vouvelles    [finales  de   Mathématiques ,   •'  série,  t.  I\.  p.  ■  'i  i  :  i865 


MÉLANGES. 
D'autre  part,  le  théorème  de  Meunier  donne 

R  cosi  OAT,  N  \Ti. 
pj=  R'cos(OA'l  .  \   \   | 

Substituant  dans  (i)  el  observanl  que 

cos(OAT,  NAT)  =  cosi  OA'1  ',  N'A'l 
on  trouve 

-^        ~    -    >  sinOATcosi  OAT,  N  \  I 

Décrivons  une  sphère  de  centre  \  el  de  rayon  égal  à  l'unité. 
Cette  sphère  sera  percée  par  1rs  droites  \<>,  \\.  \T  en  des 
points  o,  n,  f  qui  se  roui  les  sommets  d'un  triangle  sphérique  ont . 
Le  côté  ni  esl  égal  à  un  quadranl  :  donc 

cosno  =  sin  ol  <<»s  n  lo. 
c'est-à-dire 

cms//  =  sinOAT  cosi  I  >AT,  N  \T  i. 

L'égalité  (2)  <l<v\  ient,  par  suite, 

OA       OA' 
i:  1;         2C0SU' 

C'est  la  relation  de  M.  Pau!  Serret,  complétée  comme  nous 
l'avions  annoncé.  Il  esl  possible  de  lui  donner  une  forme  plus 
élégante.  Soil  \  la  portion  «le  la  normale  \  N  qui  esl  comprise 
entre  le  poinl  \  el  le  point  où  celle  normale  coupe  le  plan  mené, 
par  I  origine  O,  perpendiculairement  au  rayon  O  \  \  .  I  m  ployons 
une  notation  analogue  pour  le  point    \  .  (  )n  a 

OA       Ncostt, 
OA       N'cosw: 

donc  en  subsl  il  liant  dan--  1 

R       .;        ' 

(  lette  formule  montre  clairement  que,  sur  deux  surfaces  inv<  1 5(  - . 
les  lignes  de  courbure  se  correspondent. 

Soie  ni  II , ,  R,a  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  surfat  e    1 
au  point   \  el  H , .  \\  ,  les  ravons  de  courbure  principaux  '!<•  la  sur- 
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face  (  1  )  au  poinl  A  .  On  ;> 

\  N' 

Bi  "''  l\\  T    7" 

N         N' 


(I  où ,  par  ;id(lii ion, 


Ra  "  k;  ==2' 


'è  +  B;)  +  N'(iîr  +  ïïj 


=  4. 


il  existe  donc  une  relation   entre  les  courbures  moyennes  de 
deux  surfaces  inverses. 


— — .-  « 


SUR  UNE  FORMULE  GENERALE  DE  CAUCHY; 
Par  M.  \Y.  KÂPTEYN. 

Dans  la  séance  du  n  juin  1 8  \  i  de  l'Académie  des  Sciences, 
Cauchy  a  présenté  une  formule  générale  pour  la  sommation  des 
intégrales  dont  les  dérivées  renferment  une  ou  plusieurs  fonctions 
implicites  d'une  même  variable.  Je  nie  propose  de  faire  voir  avec 
quelle  facilité  se  déduisent  de  cette  formule  : 

i°  L'expression  du  théorème  d'Abel  (')  ; 

2°  L'expression  du  théorème  généralisé  d'Abel  dont  se  sont  oc- 
cupés  .MAL  Clebsch  (2),  Forsyth  (3)  et  Poincaré  ('')-, 
3°  Quelques  cas  particuliers  du  théorème  d'Abel. 

Rappelons  d'abord  les  notations  et  la  formule  de  Caucliv. 
Soit  /(./•,  y  )  une  fonction  des  variables  x  e(  y,  y  élan!  liée  à  x 
par  une  équal ion 

(i)  Y(x,y)  =  Y  =  o, 

dont   le  premier  membre  renfermer  et  y;  supposons  d'ailleurs 


I  '      Mémoire  sur  une  propriété  générale,  etc.  I  Œuvres  complètes), 
('■)  Journal  de  Crelle,  t.  63;  186  t. 
(•)  Philosophical   Transactions,  i.  CLXXIV,  [883. 
'i    Imerican  Journal  of   Ifathematics,  i.  \lll.  1886. 
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qu'à  celte  équation  on  joigne  une  autre  équation  de  la  forme 

(2)  F(>,/,  0  =  "- 

dont  le  premier  membre  soit  fonelion  de  x%  y  el  de  la  nouvelle 
variable  /.  Désignons  par  j-,,  y2j  •••»  Xn  Jes  diverses  racines  de 
l'équation  (1)  résolue  par  rapport  à  y  et  par  s  la  somme  totale  des 
valeurs  de  l'intégrale 

/    f(x,y)dx,    ■ 

correspondantes  non  seulement  aux  diverses  valeurs    r,.   r2 

y„,  mais  encore,  pour  chaque  valeur  de  r.  aux  diverses  valeurs 
de  .r  qui  vérifient  l'équation  (:>.),  en  sorte. qu'on  ait 

s=y\   /     /{x^^dx-h^   /     f(x,r.,  xlr  -4-... -h  V    /     f(x,yn)dx. 


"  « 


Dans  le  premier  terme  de  la  valeur  de  x,  le  signe  -  se  rapporte 
aux  seules  valeurs  de  x  qui  vérifient  L'équation 

Im  x,yu  t)  -  o; 
dans  le  second,  aux  seules  valeurs  de  .r  qui  vérifient  l'équation 

Fi  •'••  .''2-  /)  =0 

tandis  que  ;  représente  toujours  la  valeur  de  x  correspondante  à 
la  valeur  £  =  t. 

Gela  posé,  Cauchv  a  établi  la  formule 

(•  ^/— ' ;•::::;::;:  -  £  ■"■■■■■    ! 

I         —    f     £  ((/(*,  .r,  |  1»,/  Im  ./-,.»  ,.  0  D,i  F      •.  1 

ou ,  en  posant ,  pour  abréger 

/'»./-._»  ,  1/  l'i.r.  »,,  t)      ...     /<  a?,j  ...  i/F        .    .  /  «      il   ./-.  /  . 
S        £  (|  l!(.r.n-     lh.r.T  /      £       D|  11     .-.  /        .'/      (t), 


(')  Dana  le  texte  des  Œuvres  complètes  de  Cauchy,  l.  VI,  p 

el   168,  (ùe:  i>,  11  (  x,  f  )  au  lieu  de  D,/ni  . .  1  | 


■'7' 
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pourvu  que,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  on  étende 
l'extraction  de  résidus  indiquée  aux  seules  valeurs  de  x  qui  ren- 
dent infinies  les  fonctions 

Lorsque  le  résidu  partiel  de  la  fonction 

on 


./■- 


relatif  à  une  valeur  nulle  de  x,  se  réduit  à  une  constante  déter- 


minée, on  a 


f  ((D,  n (*,*))) 


<^ 


i 


,D«n  = 


i{x1)) 


rii(H-ng 


et  la  formule  (5)  prend  la  forme 

(6)  ,=  £((^,0  — n(*,T)))-< 

En  remplaçant  f(x,  y)  par/(#,y,  s,  ...)î.Xj  s? 
fonctions  de  ^  liées  à  x  par  les  équations 

(7)  Y(x,y,z )  =  o,         Z(a?,7,  s,  . . .  )  =  o,     . 

el  F(.r,  y,  t)  =  o  par 

(8)  F(x,y,z,  ....  t)  =  o, 

la  somme  5  des  valeurs  de  l'intégrale 


étant  des 


i 


f(x,y,z,  ...)(/. r. 


correspondantes  non  seulement  aux  divers  systèmes  des  valeurs 
de  r,  z,  ...  considérées  comme  fonctions  de  x,  mais  aussi  aux  di- 
verses valeurs  que  fournira  l'équation  (8)  pour  la  variable  x, 
considérée  comme  fonction  dcl,  Gauchy  démontre  qu'on  arrivera 
à  la  même  formule  (6)  pourvu  que  Ton  pose 


lli.r.  /):--  S/|  .r.V.  Z,   ...)lF(T,y,Z,   ..../>. 


la  sommation  que  le  signe  S  indique  s'étendant  aux  divers  sys 
lèmes  de  valeurs  dey,  s,  ...  qui  vérifient  les  équations  l  7). 


MÉLANGES. 

1.  Pour  faire  les  a  p pli  calions  que  nous  avons  en  vue,  il  importe 
de  distinguer  trois  eas,  selon  que  la  dérivée  de  L'intégrale  ren- 
ferme une,  deux  ou  /• —  i  (onctions  implicites  d'une  même  va- 
riable. 

a.  Soient  Y(x,y)=o  et  F(#,  y,  t)  =  o  <lr>  équations  algé- 
briques dont  Jes  premiers  membres  représentent  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables  x  el   r.  Supposons  d'ailleurs 

<pie 


/(./■»  \'{y) 

où  U(x,y)  est  une  fonction   rationnelle  el   entière  «le  x  el    r. 
/(x)  une  fonction  entière  de  x  el  Vi  r)  la  dérivée  de  la  fonction 
>  (x,  y)  par  rapport  i\y. 
Cela  posé,  on  aura 

b.  Soient  Y(x,  y,  z)  —  o,  Z(x,  r.  s)  =  o  cl  Fi  .r.  r.  c.  /  i  —  o 
des  équations  algébriques  dont  les  premiers  membres  représen- 
tent des  fonctions  rationnelles  cl  entières  des  variables  ./•.  r  el  -. 
Supposons  (Tailleurs  que  ^  r=  o  ci  Z  =  o  admettent  u  systèmes 
de  valeurs 

)',  C,  ,         )■>  Z-, )  ,j  Z,j 

Cl    (piC 

f(r    r    ~\-  U(->--.»-.  9)  l    (£, 

\dy  dz        dz   dy  )       ■  «  -.' 

où  U(â7,  j^  5)  est  une  fonction  rationnelle  de  .r,   r.  ;  el  / (a     une 
fonction  enl  ière  de  x. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  lli  xy  1 >  prend  la  forme 


ni  ./•.  0=  -  l\  j      /  Ki  '■• .'  1,  si.  r  1 


I   i./\  r,.:.,i 
.  »  1  - 1  / 


1 


'  ■   Soient   I  ,  1  ./■, ,  ./• r,  )       o,    I 
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Fr  i^./'i,  &2 vr)  =  o  el  l,,/-(./"l ,  ./j,  ...,  ./>,  t)  =  o  des  équa- 
tions algébriques  dont  les  premiers  membres  représentent  des 
fonctions  rationnelles  et  entières  des  variables  &i,  x-2,  ...,  xr. 
Supposons  d'ailleurs  que  les  équations  F|  =  o,  F.2  =  o,  ..., 
Fr  ,  =o  admettent  lu  systèmes  de  valeurs 

I  ,.   r  ,.   I     •         ,.  2)       ,-    '  7.(8).  VM-1      -r'H) 


./■., 
el  que 


r(2)       r(2) 
■*  2     '  l     ' 


.(fU  . 


/(.*%.>'.  z,  ...) 


I)  (,T|,  r.2,  .    . ,  x,.  ) 


/(*,)J( 


Fi.Fs F,-, 


Dans  ce  cas,  on  a 


tfj,      ./•;,. 


.,  xr 


\\(x,  t)  = 


UU^.rf p'W) 


JFr(arlfa?tf\ 


,^.n,o  +  - 


./V./-,).! 


Fi,F2 Iv-, 


./■ 


^'    x 

2    '       3 


iij-i 


,   3? 


rpi 


/Fr(*lf*f xf\t). 


±    I 


our 


déterminer  dans  ces  Irois  cas 


il  faut  remarquer  que  l'extraction  des  résidus  se  rapporte  aux 
seules  valeurs  de  x  qui  rendent  -f-  zéro  les  fonctions  renfermées 
dans  les  dénominateurs  de  la  fonction 

\\(x,t)  —  U(x,x). 

Or  ces  dénominateurs  possèdent  dans  les  trois  cas  distingués  un 
facteur  f( x)  et  un  autre  facteur.  En  considérant  ce  dernier,  nous 
allons  démontrer  que  les  valeurs  de  x  qui  rendent  —  zéro  ce  fac- 
teur ne  sauraient  rendre  infinie  la  fonction  correspondante 
Il  (./-,  /  )  —  \\(x,  t),  de  sorte  que  cette  fonction  ne  possède  d'autres 
résidus  que  ceux  qui  correspondent  ;mx  racines  de  l'équation 
J  x)  =  o. 

a.  Théorème.  —   Lorsque  dans  un  point  x  —  a,  l'équation 

\  (./•,  y)  .--.  o  admet  p  racines  égales,  la  somme  des  p  valeurs 

infinies  de  la  fonction  ...        dans  ce  point  a  une  râleur  con- 

Y  {y)  ' 

stante. 
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Supposons  que,  pour./'  =  a,  l'équation  Y  =  o  admet  l< )S  racines 

égales  yx ,  y-2y  ...,  yP  et  les  racines  inégales  yp+\ .  rP+-2 yn\  (,t 

remarquons  que  d'après   un  théorème  connu  on   a,   n  étanl  plus 
grand  que  l'unité, 


En  substituant  dans  cette  formule,  qui  aura  lieu  quelle  que  soil 

la  valeur  de  x,  la  valeur  x  =  a,  on  obtient 


Y'(7l)«  Y'(j2)a  Y'Op)a  ^      rp+i)a  ^      7'*^ 

Or,  dans  le  second  membre,  les  dénominateurs  ayanl  di->  valeurs 
différentes  de  zéro,  la  somme  des  valeurs  infinies  du  premier  mem- 
bre a  une  valeur  constante.  D'après  ce  théorème,  en  posanl  pour 
x  =  a,  y \  =JK2  ='-  =  yP  =  ^  la  fonction  U.(a,t) —  II(^/.  i  se 
réduit  à  la  valeur  constante 

U(a,6)jF(q,M)  /        '  |  i 

/(a)      F(«,6,t)  VY'(n)a    '"'    "  Y'(j»«/ 

U(^>J/^i)       ^  F(a,JK/,4-i  ,0  _^       _, \H  a,  y  a)      j\  tj) 

/(a)Y'(/p+i)a     ^(«,//-+i,-)  .A"     ^  I  '    "■ .'     •• 

Dans  ce  premier  cas,  on  aura  dune 

Ovv     v    '    ;  <~-  {(J(x)))^d    \'{y)       I     r,   i 

si  1  on  désigne  par  >  -..,     — /tt- — —       a  somme 
5       '        Ld    \\y)      F(x,y,x) 

Y'(7i)       F(r,  ri,T)  Y'(j  I 

h.  Théorème.  —  Lorsque  <l<ms  un  point  x      a  (es  équations 

\  i  ./•.  r,  s)  =  o  <"/  '/(./•,)',  s)  =  o  admettent  />  systèmes  d    s 
I  niions  y  y ,  Z\\y%)  Si  ;  ...;),,,  c7,  qui  se  confondent,  l<i  somme 
des  p  valeurs  infinies  de  lu  fonction 


ih    dz        dz  dy 


dans  ce  point  a  uni'  valeur  constante. 

En  ellel,  le  nombre  total  des  systèmes  <le  sollllions  ri. ml    ■>.  mi 


•.)-(') 


pui'Mii'.itK  r.v iiTii«: 


.1,  d'après   un    théorème  de  Jacobi  ('),    [a  étant  plus  grand  que 

I  unité, 

i  i  i 


v. .'  1-1/        l  72*2  '  \y\Lzv./ 


=  o. 


En  substituanl  dans  celle  formule,  qui  aura  lien  pour  toute  va- 
leur de  ./ \  la  valeur  x  =  a  avec  laquelle  correspondent  les/?  sys- 
tèmes identiques  y<3  r,  :  )o,  s2;  ...;   r/(,  z^,  on  obtient  l'équation 


YZ 

y\z\l a 


yi^tla 


XJL 


YZ 


7/>-t-i  zp  'i/  " 


YZ 

y^.z]^.J  a 


dont  le  second  membre  a  mie  valeur  constante. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  qu'on  a  de  même 

dans  ce  second  cas 

)      (Il    .r,  /    —  ll(  .r,  t     )  =     I    — -. >    '     — «pr- — 

C/  <^({f(x)))4d     r  /  YZ\        P(af,/,*,t) 

où  la  somme  s'étend  à   tous  les  pi  systèmes  de  valeurs)-,  r. 

c.  Théorème.  —  Lorsque  dans  un  point x{  =  a  les  équations 

F,  (./-,.  .r,.  ....  ./•,.)  =  o,       F2(.r, ..r,,...,  .r,.),  ....       Fr_i(a;i,a?»,  ...,#,.)  =  o 

ad  mol  lent  p  systèmes  de  solutions  x(*\  x\l\  ...,  x\})\  x[*\  x{*\  ..., 
./•  -  ;  ./•/',  ./■('  ,  ...,  x'/.'  qui  se  confondent,  la  somme  des  p  râ- 
leurs in  fi  nies  de  la  fonction 


Fi,F, F, 


dFi 

(I.C, 

dFi 

,l.r  . 

(IV, 
dx, 

(IV, 

il  ;    , 

dl', 
de. 

r/F, 
dx, 

(IV,    ;      (IV,. 
(I  (■ , 


île. 


dVr 

il  I 


■r,.  ./■;,,    ...,X, 


dans  ce  point  a  une  valeur  constante, 
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D'après  le  même  théorème  de  Jacobi,  élendu  par  Glebsch  ('), 
on  a,  u.  étant  le  nombre  total  des  solutions,  ee  nombre  étant  plus 
grand  que  l'unité, 


/    F,,  F2,     ..,  F,._,    \ 

\  ?-{  D    t-(  1  )  o-.(  1  )  / 


/    F,,  1%,  ...,1V,   \  /  F,,  F, F,-, 

U-22,^':r,^--^2)/  Uiw,*f.  ...,^V 

Uc  cette   formule  on   tire  comme  précédemment  le  théorème 
proposé  qui  nous  permet  d'écrire 


^((n(ar,0-n(arfx))) 

_     p  1  "^ï      U(.r|,.ra .rr)         F(.r,.  3% .77.   /  > 

"  ^((  f(x,)))^  j  /Fi>F2>  •••>  Fr-i\      F(.r,,^, X,.,  X)' 

\  •  a°2'  •7":s 'Y     / 

3.   Evaluons  maintenant  le  résidu  intégral 

f     £((]>,  ll(.r./,)w// 

•     T 

du  dernier  membre  <le  l'équation  (5  ).  Dans  les  trois  cas,  la  fonc- 
tion Dt  ll(^,  /),  qui  est  fonction  symétrique  des  racines  d'une  ou 
de  plusieurs  équations  algébriques,  peut  être  considérée  comme 
une  fonction  rationnelle  de  x.  Or,  pour  toute  fonction  rationnelle 


f\(x)  ,  .  .  ^'  '  x 

-le  résidu  partiel  de  la    fonction  relalil  à  la  valeur 

'•<•>  +/t(i) 

■ 
nulle  de  ./■  se  réduisant  à  une  constante  déterminée,  on  aura  dans 

lous  les  cas 

n(H  n(H- 


f    T  d  D,  ii../-.  mw//      £ 


Pour  donner  encore  une  autre  forme  au  dernier   membre  de 
celle  équation,    \c  suppose  que   la   fonction    lli.r.  />       Il    .  .  — 

(  '  )   Journal  de   {  relie.   I  .  i 
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développée  suivant  les  puissances  descendantes  de  jc:  donne  lieu  à 
l'équation 

Ih  x,  t)  —  lit  x.  -  )  =.  .  .  =  A*r2-t-  A,.r-4-  A0-h  -^-  -+- 

X 

En  représentanl  le  coefficient  de  -  dans  ce  développement  par 

CiJU(x,  0-  HU\T)|. 
il  est  évident  un  on  a 


i 
x 


¥T(I.«)_1T 

£  ((^))  =c,[n(^o-n(^x)]. 


I.    Introduisons  maintenant,  en  suivant  M.  Boole  (*),  un  nou- 
veau signe,  défini  par  l'équation 

r   i    i  c   o{x)        r?(^)i 

6  [jW)\ ?(a?)  =  ^«7(^)T)~CH7F)J  ' 

alors  les  résultats  que  nous  avons  obtenus  précédemment  peuvent 
se  résumer  de  la  manière  suivante 

n 

Y   rx  u (u, y)  dx        r  _j_  |  y  u(-y>r)  ;F(^,.r,  o 

a 
Y     rrU(.r,jK,^)^_      T      i      ]  y  U(x,y,z)     Y(x,y,z,  i) 


21" 


UCj:i,  a"2,  •  •  -i  xr)dxt 


i,  f(Xl)J(p»F><-<*») 


_      f       i       j   Y      UQi^2,  •  ■  .,37/-)      ,  Ffay,  .r.2,  .  .  .,3*,.,  /,  _ 
L/(07,)J  ^Lj  /F,,F2,  ...,  K,-i\      F(xuxti  ...,3",.,  T) 

\     X%,  X%,   .  .  .  ,  Xr     ) 

La  première  de  ces  formules  s'accorde  avec   l'expression   du 
théorème  d'Abcl  par  [M.  Rowe  (-)  et  les  deux  autres  avec  les  ex- 


( '  )  Philosophical  Transactions,  p.  7>i  ;  r85*j 

(    )   //;/>/.,  p.  7'.:  1881. 
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(pressions  du  théorème  généralisé  qui  ont  été  données  par  M.  For- 
sjth. 

5.    Pour  faire  voir  que  la  première  de  ces  équations  s'accorde 

aussi  avec  la  formule  que  Abel  lui-même  a  donnée,  posons  comme 

lui 

f(x)  =  \{x  —  p,  )™*(x  -  [32)'^.  .  .  (x  —  pa)»*«, 

et  calculons  le  résidu  de  la  fonction 

_i Y  U  (x,  y  )     F(x,y,  t  ) 

dy 
pour  une  racine  quelconque  .r  =  (3  de  l'équation 

f(x)=o. 

En  multipliant  cette  fonction  par  (x —  (3)m,  le  produit  obtient 
pour  a?  =  (3  une  valeur  différente  de  zéro.  Soit,  pour  abréger, 

(ar— P)/«  V  U(.r,jr)  ,V(r,y,  t)  _  A 

/(»)    Z    dY    'fc»,^)"™  ' 

'}(P)  sera  une  quantité  finie  et  l'on  aura 

(x  —  BV"-i 
*(*)  =  *(P)  +  (x  -  p)  <]/  (?)  +  ...  +  L_EL^  y,/. -...{n  _..... 

Or,  lorsque  .r  s'approche  indéfiniment  de   la   valeur    i.  •l  |  ./ •» 
tend  vers  la  valeur 


*(?)=»  "7 


/>*  : 


/l""(P) 


yU(M)  .Ftp.B./) 

^   Y'(B)      F(P,B,t)' 


où  H  représente  la  valeur  de  V  pour  .r  =  S. 

Donc  le  résidu  cherché,  relatif  à  la  valeur  B,  sera 


ni 


En  représentant  par  S'  une  sommation  par  rapport  aux  racines 

(3|,  pa [ja,  on  obtient  la  formule 

Y     r*Vj*,y)dx  c  l    ir.  V_0__      K(.r.   ,./)  1 

~à.l     f(x)Y(y)  'l    f(x)\  (..  ■>    t'i./.r.T»  I 

I        i        y  l  (P.B).F(P,  I'-m 
|  /  "'  «  p)  Zi  Y'(B        Kl  .-,.  B,t) 


v 


,/'"  i 


■'.■ 
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dans  laquelle  <>n  reconnail  ra  aisémenl  la  formule  (43)  du  Mémoire 

déjà  Cité  (I    \  bel . 

6.   Considérons    encore    un    cas    importanl   de    la    formule   de 
(  lauchj  . 

En  admettanl  (pie  L'équation  Y(#,  y)  =  o  soii  de  degré  n  par 
rapporl  à  ici  de  même  degré  par  rapport  à  x,  il  est  évident  qu'en 

posanl   x  les  n   racines   seront   huiles,  dans  le  voisinage  de 

.r'=<>.  infiniment  grandes  comme 


~f1  —  •>  •  '   •■>  — / 


les  quantités  k  étant  des  constantes. 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  déterminer  la  somme 


s  = 


2àl    yv(*,y)     ■ 


où  \  i  ./ ,  y)  cl  \X(x,y)  désignent  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  des  variables,  de  degré  v  et  ce  respectivement,  et  considé- 
rons le  second  terme  du  dernier  membre  de  l'équation  (6).  La 
fonction  ll(#,  t)  —  \\(x,  t)  étant  dans  ce  cas 

\  (/.ri  >  /rc./-.,i-i.  t)  \(x,y„)  ^{x^yn,  t) 

W(.r.t:,)     F{x,yux)    '"      ~Vf(x,yn)    F(xtjrH,x)' 
on  \oii  aisémenl  que  la  fonction 

n(?")-n(= 


X 


-  J 

— —  ? 


dans  le  voisinage  de  x' =  <>.  sera  infiniment  petile  comme 

Cx'w  ''   -\ 
C  étant  une  constante.  Il  en  résulte  que  pour 

r      W         2, 

on  aura  i«>u jours 

r\l>')-li(H 

I    : 1 — . ^ -   o 

C  i   *) 
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et  par  suite  simplemenl 

s=  f  ({  IK./-.  t)—\\(.r.z))). 


<^y 


7.    Pour  faire   une  application  de  celle  formule  simplifiée,  po- 


sons 


v(x,r,n  =  î(J'--r\^l-r--y'. 


où    o(a;,y)  =  o   et  ij;(#,  j/*)  =  o   représentenl   deux   courbes   du 
même  degré  m.  et  calculons  les  valeurs  des  sommes  suivantes 


-if,  ""';;- 


2jf 


'  ll(  ./•.  r) 


l. 


les  sommations  que  le  signe  ^  indique  s  étendant  sur  tous  les 
points  d'intersection  delà  courbe  Y  =  o  axée  les  courbes  ©  =  o 
et  il  =  o. 

Dans  les  intégrales  précédentes  O  (./•.)}.  Il  ./.  r>.  G(#,  i  . 
|  ay.  |  et  [  ajiJ  ]  représentant  des  fonctions  rationnelles  el  entières  de 
degrés  n  —  3,  n  —  2,  n —  2,  1  et  1   respectivement,  la  condition 


V  W  —  2 


est  remplie  dans  tous  les  cas. 

Dans  la  seconde  soin  nie,    nous  avons  mis  [**]  «>11  beil  de 

c'est-à-dire  que  |  7.7.  |  0  représentera  la  tangente  à  la  courbe 
>ï  0  au  point  7. ,  7.j.  D'ailleurs  nous  assujettirons  la  courbe 
Il  0  à  passer  par  les  n  2  points  011  cette  tangente  coupe  la 
courbe  ^       o  el  nous  admettrons  que  les  coefficients  de  M    ■     1 


-s,  PREMIÈRE   PARTIE, 

soient  tels  que  la  fonction 

dy 

devienne  infini  dans  le  point  ai  ou  comme  —  - 

1  "  (x  —  a,)2 

Quant  à  la  troisième  somme,  nous  ferons  des  suppositions  ana- 
logues. Le  polynôme  [ajâ]  représentera  le  premier  membre  de 
l'équation  dune  droite  passant  par  les  deux  points  a,a2  et  B<  [j2  ; 
la  courbe  G  =  o  passera  par  tous  les  points  où  la  droite  [af>]  =  o 
coupe  la  courbe  Y  =  o,  excepté  les  deux  points  a,  ou  et  [j,(32et  les 
coefficients  du  polynôme  G  seront  tels  que  la  fonction 

>< 

devienne  infini  dans  le   point  a,  ou  comme et  dans   le 

r  x  —  aj 

point  3«  3->  comme 5-  • 

Considérons  maintenant  les  trois  sommes  sK.  s21  av 


<^ 


r((n(a?,oo)  — n(*,o))) 

£((n(ar,oo)-n(aplo))) 

r//_H(5,r±)  \\     '|(.r,ri)   ,         _^  p//     H(^r„)    \\     4>(x,r/<) 
^V\I«]iY'(jri)//    ?(^n) ^\\[«]»Y'(.r«)//    cp(^,jH) 

P  ((!!(*,  ao)-II(«,o))) 


où  les  résidus  s'étendent  aux  seules  valeurs  de  x  qui  rendent  zéro 
les  fonctions  V(y),  [aa]  et  [a[3].  Or  la  somme  des  résidus  cor- 
respondants aux  valeurs  de  <r  qui  rendent  zéro  les  fonctions  V(y), 
s'évanouit;  par  suite,  on  oblient 

S\  =  0, 

s  =  r  -  !  '  ' '"• n  L  /  ii^iZii , 

p    _<'.<■'■.. H  >      /'^(-/-..Ki  )    ,      p       <'m  U,r-2)      /W^ra) 
"  e   |7.:j|,  Y\r,  )     o(.r,j,)~     c   |  v.^  |,  Y'(  r2  )     0(0?,^)' 
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le  seul  résidu  dans  la  somme  s2  se  rapportant  au   point  a,?...  I<" 
deux  résidus  dans  la  somme  .v;{  aux  deux  points  a,  x2  el  (3,  p2« 
En  posant 

on  sait  que  la  fonction 

U(x.yi)  i 


|aaJiY'(70~         a?' 


•>' 


dans  le  voisinage  du  point  a,a2.  Il  faut  donc,  pour  calculer  le  ré- 
sidu dans  la  somme  s2,  développer 

OÙ 

/^) 


dy/*iU.. 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  a  '. 

En  désignant,  pour  abréger,  par  k{  et  A*2  les  quantités 

,    _  I  dx  """  g'  ^/k  )        _  /dlty  _  dl  •:  <h 

\  <\>  /etlat~"\dx  dy    cte/a,a,' 

(rfcp         7'  rfo  \ 

dx  +  1?  dy\  (dl  o  r//-r  ,/r\ 

<?  /a,  a,    "  \  dx  il v     */.*•/ a,  a.' 

on  obtient 

l  ^(«1  -h,r',  a2 +7')  _    g<K«ii«i)       ^  !-•-/■  1 
o(aj  4-  #'.  «2  +7'  )  ?(aij  3->  >  1  H-  k%x' 

cl  Ton  trouve  pour  le  résidu  cherché 

.v2  =  a.2  —  /,,  =  ( -.   /       ■  ~r  '  \-  1    ) 
\dx    4-       rfy    •:  cto 

Les  résidus  de  la  somme  5 '.;  s'obtiennenl  plus  facilement.  I  n 
effet,  (I  après  les  hypothèses  admises,  dans  le  voisinage  des  points 

j  fi    pipa    <>n    1.   en   posant   d  abord   a        v,    •    r    cl   ensuite 
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a.  —  jj|  +  ./  , 

('.(./•.  )|  )  i_  Gl ./  .,r2)  i 

[a3],  Y'(ri)  .V'  |<ij,Y'(y2)""  ■'■' 

par  suite 

•Ma,,  oc2)           ■!,<  :V  g,  | 
Sa   =  —  (    — : :  -+-  f ^ r, — r  ' 


<p(*l,  a2)  »(pi,  p2) 


oll 


:>. 


En  comparant  les  résultats  précédents  avec  ceux  do  MM .  Clcbscli 
et  Gordan  ('),  on  remarquera  qu'ils  soûl  beaucoup  plus  généraux, 
quoiqu'ils  présentent  les  mêmes  formes.  En  effet,  les  sommes  con- 
sidérées  s{.  s.><  s^  se  hansformeront  en  sommes  d'intégrales  de 
première  espèce,  d'intégrales  normales  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  si  Ton  ajoute  aux  hypothèses  que  nous  avons  admises  l'hy- 
pothèse que  les  courbes  Q(#,  y)  =  o,  H(«r,  y)  =  o  et  G(#,  y)  =  o 
passent  par  Ions    les  points  multiples  de  la  courbe  Y  =  o. 
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Potsnz  einer  andern  darstellt.  In-4°,  23  S.  Berlin.   Gaertner.  1  M. 

WOLF  (\\.).  —  llandbiich  der  Astronomie,  ihrer  Gescliiehe  und  Lite- 
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Dr  P.  MANSION,  Professor  an  der  Universitât  Gent,  Mitglied  der  konigl.  bel- 
gischen  Akademie.  —  Théorie  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung.  Vom  Vcrfasser  durgesehene  und  vermehrte  deustcbe 
Ausgabe.  Mit  Anhangen  von  .S',  von  Kowalevshy \  Imschenetsky  und  Dar- 
boux. Herausgegeben  von  H.  Mascr.  xxn-48g  pages  in-8°.  Berlin.  Verlag 
von  Julius  Springcr;  1892. 

L'Ouvrage  dont  nous  venons  de  transcrire  le  titre  esl  une  édi- 
tion allemande,  revue  et  augmentée,  de  la  Théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  publiée,  il  v  a  seize 
ans,  dans  le  tome  XXV  du  recueil  in-8°  des  Mémoires  de  l'Aca- 
démie de  Belgique. 

Depuis  1875,  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  a  été  l'objet  de  travaux  importants,  dans  trois 
directions  différentes.  Mme  von  Kowalevskv,  Darboux,  Hféray, 
Poincaré,  Picard,  Bourlet  et  d'autres  ont  étudié  les  difficiles  ques- 
tions qui  se  rapportent  à  l'existence  de  l'intégrale  générale  el  des 
solutions  singulières  de  ces  équations  ;  Lie  el  ses  élèves  on!  (''tendu 
la  théorie  des  transformations  de  contact  à  l'analyse  entière  des 
équations  différentielles  totales  ou  partielles;  enfin  Frobenius, 
Darboux,  Morera,  etc.  ont  traité  à  fond  le  problème  de  Pfaff,  dans 
le  sens  le  plus  étendu. 

Nous  ne  pouvions  songer  à  introduire  d<  s  recherches  aussi  pro- 
fondes el  aussi  originales  dans  l'ancien  cadre  de  notre  livre  :  il 
aurait  fallu  pour  cela  en  doubler  on  en  tripler  l'étendue  et  en  mo- 
difier complètement  le  plan.  La  récente  publication  de  trois  Ou- 
vrages remarquables  a,  du  reste,  rendu  mutile  une  pareille  exten 
sion  de  notre  Mémoire  primitif.  Ces  Ouvrages  sont  les  Leçons  sur 
l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  de  E.  Goursal  (Paris,  rlermann,  1890),  où  l'on  trouve  un 
résumé  excellent  du  premier  groupe  de  travaui  signalés  plus  haut; 
la  Théorie  der  Transformations gruppen  délaie  {  Leipzig,  B.-G 
leubner,  1888-1800;  le  troisième  \  olume  n'a  pas  encore  paru  |, 
et  la  Theory  of  Differential  Equations,  Part  I  :  /  tact  Equa- 
tions and  Pfaff's  Problem,  de  \.\\.  Forsyth  (Cambridge, 
/.'////.  des  Sciences  mathe'm.,  i"  série,  1    \\  l    (Novembn   iy  11 
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1800),  où   les  deux   autres  groupes  de   travaux    seronl   exposés 
d'une  manière  (-01111)1010. 

Nous  nous  sommes  donc  borné  à  une  révision  attentive  de 
notre  livre,  en  y  introduisant  seulement  un  certain  nombre  d'ad- 
di lions,  de  corrections  et  de  notes  bibliographiques  :  i°  à  la  fin 
de  l'Introduction  et  dans  les  notes  de  la  Préface,  nous  avons  donné 
1111  aperçu  historique  des  recherches  sur  l'existence  de  l'intégrale 
générale  des  équations  différentielles  ou  aux  dérivées  partielles  et 
sur  la  théorie  de  leurs  solutions  singulières;  en  Appendice,  nous 
axons  reproduit,  avec  l'autorisation  de  feu  Mme  S.  von  Kowalevskv. 
le  beau  Mémoire  qu'elle  a  publié  sur  cette  question  en  1876; 
2°  clans  la  théorie  des  équations  linéaires,  nous  avons  introduit 
partout  la  méthode  de  Gilbert,  qui  permet  de  trouver  la  solution 
singulière  signalée  autrefois  par  Jacobi  d'une  manière  mystérieuse. 
De  plus,  nous  avons  montré  comment  la  méthode  de  Cauchv 
peut  aussi  donner  la  solution  singulière  et  l'intégrale  générale; 
3°  comme  application  de  la  théorie  des  équations  linéaires,  nous 
avons  intégré  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  ré- 
glées, dans  tous  les  cas;  4°  dans  l'exposition  de  la  méthode  de 
Jacobi,  nous  avons  fait  les  modifications  rendues  indispensables 
pour  échapper  à  certaines  objections  de  Gilbert;  et,  pour  plus  de 
sécurité,  nous  avons  ajouté  à  notre  travail  primitif  le  Mémoire  de 
ce  géomètre  sur  la  question  ;  5°  enfin,  ça  et  là,  nous  avons  introduit 
des  modifications  moins  importantes;  nous  avons  ajouté  aussi  des 
notes  bibliographiques,  sans  essayer  toutefois,  sous  ce  dernier 
rapport,  d'être  absolument  complet.  Gela  était  inutile,  d'ailleurs, 
à  cause  de  la  publication  récente  des  Ouvrages  de  Lie,  Forsyth  et 
Goursat,  cités  plus  haut. 

L'éditeur  allemand  de  notre  livre,  M.  H.  Maser,  bien  connu 
par  ses  excellentes  traductions  de  Gauss,  d'Abel  et  de  Galois,  a 
ajouté  en  Appendice  à  notre  travail  le  Mémoire  analogue  de  d'Im- 
schenetsky  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre;  puis,  à  notre  prière,  un  petit  Mémoire  de  Darboux,  émi- 
nemment suggestif,  sur  le  même  sujet,  ou  plutôt  sur  la  théorie 
générale  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Grâce  a  ces  diverses  additions,  le  Mémoire  que  l'Académie  de 
Belgique  a  bien  voulu  couronner  en  i8j.'>  pourra  sans  doute 
rendre  quelques  services,  sous  sa  forme  nouvelle,  aux  géomètre- 
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(jiii  voudront  s'initier  à  l'ensemble  des  travaux  dont  la  théorie 
des  équations  aux  dérivées  partielles  a  été  l'objet  depuis  Lagrange 
jusqu'à  Lie. 
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F.  Gomes  TEIXE1RA.     -  Curso   de  Analyse  infinitésimal.  Calgulo  inté- 
gral (segunda  Parte);  i  vol.  in-8°  de  >î<S  pages.  Porto.  [892. 

M.  Gomes  Teixeira  vient  de  faire  paraître  le  troisième  Volume 
de  son  Cours  d  Analyse  infinitésimale .  Nous  avons,  lors  de  leur 
apparition,  signalé  aux  lecteurs  du  Bulletin  les  deux  premiers 
Volumes  de  cet  Ouvrage  (').  Déjà  une  seconde  édition  a  été  pu- 
bliée du  Tome  I,  attestant  le  succès  du  livre,  succès  mérité,  ainsi 
tjue  nous  l'indiquions  précédemment,  par  les  qualités  de  rigueur 
et  de  netteté  de  l'exposé,  et  aussi  par  le  souci  qu'a  eu  l'auteur, 
sans  sortir  du  cercle  des  connaissances  vraiment  nécessaires  à 
l'étudiant,  de  s'inspirer  le  plus  largement  possible  de  l'esprit  des 
recherches  modernes  et  de  présenter,  sous  une  forme  aussi  acces- 
sible que  possible,  les  progrès  les  plus  notables  réalisés  par  la 
Science  en  ces  derniers  temps.  Ce  caractère  s'affirme  encore 
davantage  dans  le  troisième  Volume,  particulièrement  à  l'occasion 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  ainsi  que  nous  le  verrons 
plus  loin. 

Les  matières  traitées  dans  ce  troisième  Volume  sont  les  siii- 

\  ailles   ; 

Chap.  I.  Intégration  des  fonctions  de  variables  imaginaires. 

Chap.  II.     —  Intégrales  eulériennes.  Fonction  T(r/). 

Chap.  III.  —  Fonctions  elliptiques. 

Chap.  IV.  applications  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Chap.  \  .    —  Fonctions  multiformes. 

Chap.  VI.  -     Méthode  des  variations. 

En    ce   qui    concerne    les   fonctions   de    variables    imaginaire-. 
M.  Gomes  Teixeira,  après  avoir  exposé  les  principes  fondamen- 

Voir  1.  \ll.  p.  64,  \l\  .  p. 
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taux  delà  théorie  d'après  Cauchy,  Hermite,  Darboux,  etc.  en  l'ail 
des  applications  nombreuses  et  importantes  au  développement  de- 
fonctions  en  série  ainsi  qu'à  la  détermination  des  intégrales  dé- 
finies prises  entre  des  limites  réelles. 

On  rencontre  au  cours  de  ce  Chapitre  diverses  contributions 
personnelles  de  l'auteur  qui  méritent  d'être  signalées.  Telles  sont  : 
l'élégante  manière,  basée  sur  la  considération   de  l'intégrale  de 

JÇX     f  (x)  dx 
— — r-r — -^  et  sur  la  notion  d'indice  périodique,  dont 

est  obtenue  l'intégrale   /     cot(j?  —  a  —  ib)dx  (p.  7  a  10);  la  dé- 

monstration  d'un  théorème  de  M.  Hermite  sur  l'interpolation  par 
les  fractions  rationnelles  (p.  f\\  et  42);  l'élude  des  conditions  pour 
qu'une  fonction  analytique  quelconque  soit  développable  en  série 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  sin(#  —  a)  et  de  rosi [x  —  a  , 
avec  la  méthode  permettant  d'obtenir  les  coefficients  du  déve- 
loppement et  l'application  auxfonctions  s'\x\nx  et  cos//./  .  d'où  se 
déduisent  divers  résultats  dus  à  Euler  (p.  53  à  61). 

En  une  quarantaine  de  pages  la  théorie  des  intégrales  eulé- 
riennes  est  présentée,  dans  tous  ses  développements  essentiels, 
sous  une  forme  des  plus  attrayantes.  On  \  rencontre  encore 
diverses  démonstrations  dues  à  l'auteur  lui-même,  notamment 
pour  l'expression  de  logT(a)  sous  forme  d'intégrale  définie 
(p.  101  et  102),  et  pour  l'expression  approchée  de  r(#)  donnée 
par  Stirling  et  d'un  usage  si  fréquent  dans  le  Calcul  des  probabi- 
lités. Sur  ce  dernier  point,  la  démonstration  de  M.  Gomes  Teixeira 
provient  de  la  modification  de  celle  de  M.  Rouché,  de  manier* 
considérer  le  cas  où  le  nombre  #,  tout  en  étant  positif,  cesse  d'être 
entier  (p.  1  1  1  à  1  1 4  ) - 

H  convient  de  louer  d'une   façon   spéciale   la    partie  du  \  oluinc 

relative  aui  fonctions  elliptiques.  i\l.  Gomes  Teixeira  a,  en  effet, 
adopté,  pour  présenter  cette  théorie,  le  point  de  vue  de  M .  W  eier 
strass,  si  magistralement  développé  par  Halphen  dans  son  grand 
Traité.  C'est  la  fonction  p( m)  que  l'auteur  a  prise  pour  base  de 
la  théonej  les  avantages  qui  résultent  de  ee  choix,  particulière- 
ment en  ce  < 1 1 1 1  concerne  le  problème  «le  l'inversion,  n'ont  plus 
besoin,  croyons-nous,  d'être  démontrés;  mais  cette  façon  de  pn 
senter  la  théorie  n'avait    p.i^  encore   pénétré  dans   les  ouvrages 
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didactiques  de  l'ordre  de  celui  <|ui  nous  occupe,  cl,  d'autre  pari, 
la  Lecture  de  L'admirable  livre  d'Halphen  a  de  quoi  un  peu  effrayer 
celui  (jui  ne  cherche  pas  à  faire  des  fonctions  elliptiques  une  étude 
poussée  jusqu'aux  derniers  confins  de  la  Science.  Un  intérêt  tout 
particulier  s'attache  donc  à  l'exposé  très  clair,  très  précis  et  tout 
élémentaire  de  M.  Gomes  Teixeira.  11  suffit  de  lire  les  cent  pages 
qui  le  contiennent  pour  avoir  une  idée  parfaitement  nette  de  la 
théorie  moderne  des  fonctions  elliptiques. 

Gomme  points  de  détail  sur  lesquels  l'auteur  nous  semble  avoir 
introduit  lui-même  divers  perfectionnements,  nous  citerons  la 
manière  de  démontrer  la  convergence  de  quelques  séries  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  en  les  réunissant 
toutes  dans  un  seul  théorème  (p.  i G i  à  i63),  la  méthode  suivie 
pour  faire  la  théorie  générale  de  la  fonction  p(u)  définie  par  son 
développement  en  série  (p.  167  à  172),  le  procédé  pour  obtenir 
la  dérivée  de  snu  (p.  218  à  220),  celui  qui  conduit  au  développe- 
ment en  série  de  fractions  de  sn«,  en  m,  dnu  (p.  225  et  226).  On 
trouverait  sans  doute  encore  à  y  regarder  de  plus  près,  d'autres 
points  de  détail  pour  lesquels  l'auteur  a  introduit  des  perfection- 
nements de  méthode,  mais  nous  nous  bornerons  aux  citations  qui 
précèdent. 

Un  court  Chapitre  est  consacré  à  quelques  applications  bien 
caractéristiques  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  à  l'intégra- 
tion des  fonctions  irrationnelles,  à  la  théorie  des  coniques  (recti- 
fication de  l'ellipse,  polygones  de  Poncelet),  enfin  à  celle  des 
cubiques  (expression  des  coordonnées  d'un  point  en  fonction 
elliptique  d'un  paramètre,  théorème  de  Clebsch,  etc.). 

Le  Chapitre  relatif  aux  fonctions  multiformes  contient,  après 
quelques  principes  généraux,  l'étude  des  fonctions  algébriques 
faite  d'après  les  travaux  de  Puiseux  et  de  Briot  et  Bouquet,  puis 
celle  des  fonctions  transcendantes  les  plus  usuelles  (\ogz,  za, 
fonctions  circulaires  inverses),  celle  de  la  série  de  Lagrange  avec 
sa  généralisation  où  la  contribution  personnelle  de  l'auteur  est  des 
plus  notables,  enfin  celle  des  fonctions  définies  par  des  intégrales, 
avec  application,  bien  entendu,  aux  fonctions  elliptiques. 

Le  Volume  se  termine  par  un  exposé  succinct  de  la  méthode 
des  variations  et  de  ses  principales  applications  géométriques, 
notamment  à  L'étude  des  surfaces  minima< 
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Nous  ne  pouvons,  en  terminant  ce  rapide  compte  rendu,  que 
répéter  ce  que  nous  avons  déjà  dit  du  Cours  de  M.  Gomes 
Teixcira  à  propos  des  deux  premiers  Volumes.  Comme  rigueur, 
comme  netteté,  comme  élégance,  cet  Ouvrage  ne  laisse  rien  à 
désirer;  il  a,  en  outre,  le  mérite,  tout  en  restant  parfaitement  élé- 
mentaire et  didactique,  d'être  au  courant  des  derniers  progrès  de 
la  Science. 

C'est  de  tout  point  un  livre  excellent.  M.  O 


I     >-     ir  


SCHAPIRA  (H.).  —  Théorie  allgemeiner  Cofunctionen  und  einige  ihrer 
Anwendungen.  Erster  Band.  Zweiter  Tlieil.  Erster  Heft.  i  vol.  in-8":  vm- 
11 4  p.  Tcubner,  1892. 

Comme  l'annonce  le  titre,  le  fascicule  que  nous  annonçons  fait 
partie  d'un  Ouvrage  considérable  sur  les  cofonctions  ;  d'après 
une  Note  de  l'éditeur,  le  premier  volume  doit  paraître  dans  la  pré- 
sente année  :  il  sera  complété  par  une  première  Partie  ei  par  un 
autre  fascicule  de  la  seconde  Partie.  Les  théories  que  l'auteur  a 
en  vue  dans  cet  Ouvrage  se  rapportent  aux  équations  algébriques, 
aux  équations  différentielles  ordinaires,  aux  équations  différen- 
tielles linéaires  (en  particulier  à  la  classe  considérée  par  M .  Fuchs), 
et  même  à  l'Arithmétique  :  l'auteur  a  déjà  développé  ses  idées  dans 
une  suite  de  publications  et  de  leçons  académiques,  poursuivies 
depuis  une  douzaine  d'années,  et  annonce  l'intention  de  les  réunir 
en  un  corps  de  doctrine. 

Ce  premier  fascicule  de  la  seconde  Partie  du  premier  \  olume 
forme  la  Section  V 1 1 1  de  l'Ouvrage  et  porte  le  sous-titre  que  \  oici  : 
Représentation  des  racines  d'une  équation  algébrique  gém  - 
raie  du  //"''""'  degré  au  moyen  de  cofonctions  de  séries  de  puis- 
sances (Potenzreihe)  :  exposition  élémentaire.  Le  problème 
fondamental  que  L'auteur 3  traite  esl  le  suivant  : 

Considérons  une  équation  algébrique  entière  en  3  de  degré  n 

F(Z,X)=   C"H-  tp„     V(x)Z*    "«H-O,,     t(x)Zn      -         •  •.;■./•>-:-, 

où  le>  coefficients©/,   \(&) *o(^  '  son'  des  séries  procédant 

suivant  les  puissances   entières  el   positives  de    /.  convergentes 
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dans  un  certain  cercle  décrit  du  point  zéro  comme  centre;  sous 
quelles  conditions  existe-t-il  une  série  f(x)  de  la  même  nature 
telle  que,  dans  le  voisinage  du  point  zéro,  les  //  racines  de  l'équa- 
tion en  z  puissent  être  mises  sous  la  forme  /(a/la:),  en  désignant 
par  y.  une  racine   primitive  de  l'équation 

z*  —  i  =  (), 

el  en  supposant  que  l'exposant  h  prennent  Jes  valeurs  o,  i,  . .., 
//  —  i?  En  supposant  ces  conditions  vérifiées,  réaliser  le  dévelop- 
pement en  série  f(x),  étudier  ses  propriétés,  et  appliquer  ces 
résultats  à  la  résolution  des  équations  algébriques. 

La  fonction  f(x)  est  dite  fonction  principale  (Hauptfunc- 
tion);  les  fonctions /(#),  /(olx),  /(ol2x),  ...,  /(a"-1  x),  sont  des 
cof onctions,  ou  encore  des  fonctions  ci/complexes  de  la  nu'"u' 
classe. 

Les  conditions  nécessaires  que  doivent  vérifier  les  fonctions 
o„_,,  0//_2,  . ..,  Vq  apparaissent  presque  immédiatement  :  il  est 
clair  qu'elles  ne  doivent  contenir  que  les  puissances  niemea  de  x, 
et  en  outre  que  F(^,  o)  doit  se  présenter  sous  la  forme  (z  —  a)n, 
a  étant  une  constante. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes;  non  seulement 
M.  Schapira  l'établit,  mais  il  montre  comment,  en  les  supposant 
vérifiées,  on  peut  réaliser  la  fonction  principale  f(x),  calculer 
successivement  les  coefficients  de  la  série  qui  la  représente. 

Si  l'on  veut  maintenant  appliquer  ces  résultats  à  la  résolution 
des  équations  algébriques,  ou  à  résoudre  le  problème  suivant  : 
Etant  donnée  une  équation  entière  en  c   à   coefficients  constants 

z"  +  A„_!  *«-i  +. .  .-h  Ai*  -h  A0  =  o, 

déterminer  les  fonctions  yn_i(x),  ...,  <?i(x),  'fo(x),  vérifiant  les 
conditions  imposées  de  façon  que  l'on  ait 

ok{œx)  =  A/         i  k  =  o,  i,  2,  ...,//  —  1 1. 

pour  une  valeur  ./■,  (jui  appartienne  au  domaine  dans  lequel  la 
série /(a?)  converge  et  représente,  avec  les  fonctions  f(oih  x),  les 
racines  <l<-  l'équal ion 


>n    i 


,       p)i  ./—o. 
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M.  Schapira  indique  diverses  méthodes  pour  la  solution  de  ce 
problème;  puis  il  traite  avec  détail  de  la  résolution,  au  sens  pré- 
cédent, des  équations  des  degrés  i,  2,  3,  4»  5:  ce  qui  lui  fournit 
l'occasion  d'intéressants  développements  analytiques,  tant  dans 
l'application  de  ses  propres  méthodes  que  dans  la  comparaison 
avec  les  résultats  connus. 

Signalons  encore,  dans  les  Chapitres  préliminaires,  l'introduc- 
tion d'un  certain  calcul  symbolique  que  M.  Schapira  utilise  pour 
mettre  sous  forme  de  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  en- 
tières et  positives  de  x  les  fonctions  entières  ou  rationnelles  de 
cofonctions  f(ahx)  (h  =  o,  1,  2,  . . .,  n),  f{x)  désignant  comme 
plus  haut  une  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  x  :  ce  calcul  est  appelé  par  l'auteur  différentiation  substitu- 
tion, nr  Ile,  et  il  en  représente  par  le  symbole  sd  L'opération  fonda- 
mentale, qui  consiste  essentiellement,  étant  donnée  une  fonc- 
tion F(m/)  d'une  variable  m  affectée  d'un  indice,  à  prendre  la 
dérivée  par  rapport  à  uL  de  cette  fonction  et  à  la  multiplier  par 
une  variable  de  môme  nature,  mais  dont  l'indice  est  augmenté 
d'un  nombre  constant  :  ainsi 

sndF(ui)  =  F'(ui)un+i. 

J.  T. 


MELANGES. 

SUR  UNE  QUESTION  DE  LIMITE  CONCERNANT  LA  THÉORIE  DES  SURFACES. 

Pau  M.  I..   LE  CORN  I  . 

Il  n  existe  pas,  eu  général,  de  surfaces  réelles  coupanl  orlhogo- 
ualement  an  faisceau  de  courbes  données;  mais  M  existe  une  in  fi 
nité  de  surfaces  réelles  rencontrant  le  même  faisceau  sous  un  angle 
d'incidence  constant,  difFérenl  de  l'angle  droit,  ci  (railleurs  arbi 
traire.    Le    premier  cas  étanl    la  limite  du  second,  ou    peul   se 
demander  (■<•  que  dc\  îenneni  les  surfaces  trajectoires  quand  l'angle 

d  incidence  diffère  1  nlin  iinenl  peu  d'un  angle  droit.   Pour  répondre 

a  celle  question,  rapportons  !<■  système  à  ir<>i^  axes  rectangulaires1 


joS 
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en  supposai)!,  pour  fixer  les  idées,  que  l'axe  des  3  soit  vertical,  et 
désignons  par  a ,  />,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  menée 
en  un  poinl  quelconque  M,  de  coordonnées  .r,  r,  z,  à  la  courbe 
«pli  passe  par  ce  point  :  <7,  /;,  c  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z.  Nous 
admettrons  (pic,  pour  la  région  étudiée,  ces  fonctions  sont  con- 
tinues el  C  ue  s'annule  pas.  Soit  c  =/(.r,  y)  l'équation  d'une  sur- 
face S  qui  passe  par  M  et  qui  coupe  les  courbes  données  sous  un 
angle  constant  avant  pour  cosinus  la  quantité).,  inférieure  à  c.  En 
désignant  par/?  et  q  les  dérivées  partielles  de  /•  relatives  à  x  et  y, 
on  a  L'équation  évidente 

(  ap  ■+-  bq  —  e)2  —  (1  —  X2 )(p* -+■  q* -+- 1)  =  o. 

Il  est  facile  de  vérifier  (jue,  pour  la  réalité  de  q,  p  doit  rester 

1        ..     .              ac±l\/a'2-\-  c2  —  X2  , 

compris  entre  les   limites — — et  que,  pour  la 

réalité    de    p,   q    doit    de    même    ne    pas    dépasser    les    limites 

bc  ±  X  \/?j*-h  r-—  X2    T  *  , 
,, s  „ Lorsque  À  tend  vers  zéro,  ces  expressions 

diffèrent  respectivement  aussi  peu  qu'on  le  voudra  des  quantités 

a  b 

et 

c  c 

Il  existe  ainsi,  pour  chaque  petite  valeur  constante  attribuée 
à  à,  une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  chacune  des 


<i  nantîtes  p  -\ —  et  q  -\ —  ■>  et  ces  limites  tendent  vers  zéro  en  même 
1  J  c        J         c 

temps  que  a.  Posons  donc 


P=  — 


a 


en  désignant  par  e,  z'  des  quantités  inférieures,  en  valeur  absolue, 
à  une  constante  7,,  laquelle  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  ),. 
(  )n  peut,  dès  que  la  surface  S  est  connue,  exprimer  s,  z'  en  fonction 
des  variables  x,  y,  à  l'exclusion  de  z.  En  écrivant  ensuite  que  la 
dérivée  de  q  par  rapport  à  x  est  égale  à  la  dérivée  de  p  par  rapport 
à   r,  on  trouve 


dz 
dy 


de' 

Tu- 


db 
dz 


de 
dy 


/  de       da  . 

h\  as  ~  Tz ] 


da 

TTy 


db 

dx 


£(")    =(*)■ 
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Dans  le  second  membre,  la  quantité  entre  crochets  ne  peut 
s'annuler  constamment  que  si  les  courbes  données  sont  normales 
à  une  série  de  surfaces,  circonstance  que  nous  excluons  de  notre 
recherche.  Nous  supposons  en  outre  que,  dans  la  région  étudiée, 
ne  se  trouve  compris  aucun  des  points  pour  lesquels  cette  quantité 
serait  nulle.  Les  deux  derniers  termes  du  second  membre  tendent 
vers  zéro  avec  À.  Si  donc  on  appelle  <p  une  fonction  des  variables 
x  et  y  qui  ne  s'annule  pas  pour  la  région  étudiée  et  qui,  par  un 
choix  convenable  du  sens  positif  sur  l'axe  des  zy  peut  être  rendue 
positive,  on  est  en  droit  d'écrire 

dz        dt' 
dy        dx 

Intégrons  les  deux  membres  de  cette  égalité  pour  tous  les  élé- 
ments da  du  plan  des  xy  compris  dans  un  contour  fermé  arbi- 
traire C;  puis  désignons  par  ds  un  élément  linéaire  du  contour  et 
par  a  l'angle  que  forme  cet  élément  avec  l'axe  des  x.  Il  vient  par 
une  transformation  évidente 


/  (e  cosa  -+-  e'  sina)  ds  =    f   f  o  (h. 


L'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  est  prise  le  long  du 
contour,  parcouru  dans  un  sens  convenable.  Construisons,  en 
chaque  point  du  contour,  la  résultante  géométrique,  p,  des  gran- 
deurs e,  parallèle  à  Ox,  et  s',  parallèle  à  Oy,  et  soil  m  le  module 
de  cette  résultante.  Nous  pouvons  encore  écrire 


d'où 


/  m  ds  cos(p,  r/.s)—    /    /  o</z, 

J  m  ds  >ff»  *. 


Soit  maintenant  [m  |  la  valeur  moyenne  de  ///  sur  le  contour,  el 

soit  A-  une  constante  positive,  égale  OU  inférieure   à   la   plus  pehh 

valeur  que  prend  m  pour  la  région  étudiée.  Soient  s  la  longueur 

totale  ci  ?  Taire  loiale  du  coniour.  Nous  trouvons  finalement 
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Mais,  tl  autre  part,  />  el  g  ne  peuvent,  avons-nous  dit,  être  réels 
que  si  s  el  s'  sonl  tous  les  deux,  en  valeur  absolue,  inférieurs  à  y,. 
Il  doil  doue  (mi  rire  de  même  de  m  pour  chaque  poinl  du  contour, 
et,  par  suite,  de  la  valeur  moyenne  |  m  |.  Il  s'ensuit  que,  si  le  con- 
tour  esl  la  projection  d'une  ligne  tracée  sur  une  surface  réelle,  on 
<i  nécessairement 


k° 


v 


Choisissons  pour  contour  particulier  un  rectangle  dont  les  côtés 
aient  des  longueurs  désignées  par  u  et  r.  L'inégalité  précédente 

devient 

Prenons,  pour  l'un  des  sommets,  A,  du  rectangle,  un  point  déter- 
miné du  plan  des  xy  et  faisons  croître  indéfiniment  u,  à  partir  de 
zéro,  en  laissant  v  constant.  Le  premier  membre  va  en  croissant 

constamment  de  zéro  à  -•  Si  donc  r\  est  assez  petit,  il  y  aura  une 

valeur  de  u  pour  laquelle  l'inégalité  cessera  d'être  vérifiée.  A  ce 
moment  apparaîtront  nécessairement,  sur  le  contour  du  rectangle, 
certains  points  pour  lesquels  l'une  au  moins  des  deux  dérivées  par- 
tielles p,  q  deviendra  imaginaire.  Ceci  a  lieu  quelle  que  soit  la 
petitesse  de  c,  pourvu  que  7]  soit  choisi  en  conséquence.  D'après 

cela,  pour  des  valeurs  de  l'angle  d'incidence  très  voisines  de-> 

on  rencontre  toujours,  sur  le  plan  des  xy,  en  marchant  à  partir 
d'un  point  quelconque  A  dans  une  direction  arbitraire,  des  points 
pour  lesquels  la  surface  cesse  d'être  réelle.  Ces  points  forment, 
autour  de  Y,  une  courbe  fermée  qui  correspond  sur  la  surface  à 
une  arête  de  rebroussement  (ligne  de  raccordement  de  deux 
nappes  passant  toutes  les  deux  du  réel  à  l'imaginaire). 

Donnons  encore  au  contour  C  la  figure  dune  circonférence  de 


centre   \,  qui  grandisse  à  partir  de  zéro.  Le  rapport  -  va  lui-même 

en  grandissant,  et,  si  r\  est  indéfiniment  petit,  l'inégalité  fonda- 
mentale ne  peul  être  vérifiée  que  pour  un  rayon  infiniment  petit. 
I  n  cercle  de  grandeur  finie  don!  le  centre  correspond  à  un  poinl 
réel  de  la  surface  rencontre  donc  toujours  I;»  projection  horizon- 
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Laie  de  l'arête  de  rebrousscment.  Par  conséquent,  la  portion  réelle 
de  surface  trajectoire  entourée  par  cette  arête  se  réduit  ou  bien  à 
une  facette  infiniment  petite,  ou  bien  à  une  bande  infiniment 
étroite. 

En  résumé,  on  peut  dire  qu'il  existe  toujours  des  surfaces  tra- 
jectoires ortbogonales  d'un  faisceau  de  courbes  donné  ;  mais  (pie  les 
parties  réelles  de  ces  surfaces  sont  évanouissantes  et  se  réduisent 
à  des  points  isolés  ou  à  des  lignes  isolées. 


SUR  LES  ÉQUATIONS  FONCTIONNELLES; 
Par  M.   \.  GRÉVT  . 

I.  Soitjc  un  zéro  de  la  fonction  z —  $(%)  vérifiant  l'inégalité 

modcp'(^:)<^  1;  M.  Kœnigs  (')  a  montré  que  le  poini  d'affixe  X 
est  centre  d'un  cercle  Cx  à  l'intérieur  duquel  :    1"  v(z)  est  bolo- 

1  1  i     i       °  (  ^  )  —  &  •      r ,     • 

inorphe;  2°  le  module  -*— ; —  reste  constamment  intérieur  a  une 

(juanlité  plus  petite  que  l'unité. 

Si    z    est   l'affixe   d'un    point    de    ce    cercle,    zt=<p(z) 

Zi+{  =rp(zi),  ...  soni  les  affixes  de  points  qui  convergent  régu- 
lièrement vers  le  point  d'affixe  x. 

M.  Kœnigs  a  établi  l'existence  dune  fonction  holomorphe  dans 
le  cercle  C0  satisfaisant  à  l'équation 

F(*i)=  r77xF(*)> 
S  \  z  ) 

g(z)  étant  holomorphe  el  g{x)  égal  à  L'unité. 

II.  Nous  nous  proposons  d'étendre  ces  résultats  à  L'équation 
fonctionnelle 

/>, />„  étanl  des  fonctions  Liolomorphes  «le  r-  dans  le  domaine 

du  point  ./•,  />//('')  étanl  différent  de  zéro. 


(■)  Kœnigs,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  i883     \nnales  ef<  /  I 
Normale  supérieure,  1884  cl   |Sv:' 
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Considérons  l'équation  algébrique  caractéristique 

1  —  Pi[r)f  —  />2{-r)ti  — .  .  .—/>n(.r)t»  =  o, 
dont  aucune  racine  n'est  infinie. 

i°  Soit  a  une  racine  simple  de  cette  équation  ;  posons  u  =  [V  (•*")]* 
et  supposons  qu'aucune  autre  racine  ne  soit  de  la  forme  [œ '(x)]A+a, 
k  étant  entier;  à  cette  racine  correspond  une  solution  de  l'équa- 
tion fonctionnelle;  cette  solution  est  de  la  forme  (z  —  x)au(z), 
u  ('tant  holomorphe,  non  nulle  au  point  x. 

2°  Si  a  est  racine  d'ordre  A,  il  existe  ),  solutions  de  l'équation 
fonctionnelle 


//,,  ...,  u\  étant  liolomorphes,  B(^)  étant  la  fonction  holomorphe 

dans  le  domaine  du  point  oc,  qui  s'annule  en  ce  point  et  satisfait 

à  l'équation 

B(*i)  =  «p'(a?)B(«). 

3°  Si  [<p'(#)]a,  ['?'(#)]a+*',  ...,  [<p,(a?)]a+Ari*  sont  racines  de  l'é- 
quation caractéristique,  Â,,  ...,  kp  étant  des  entiers  négatifs  dé- 
croissants, à  ces  racines  correspondent  les  u. -f-  i  solutions 

(z  —  a?)aMi, 

(*_  ar)a+A:K'2_H(a_a7)aM|^B(^), 


Enfin,  si  quelques-unes  de  ces  racines  sont  multiples,  la  modi- 
fication sera  la  même  que  celle  du  2°,  cette  modification  portant 
aussi  sur  les  solutions  suivantes. 

III.  Soient  V|,  ...,  yn  n  solutions  entre  lesquelles  n'existe 
aucune  relation  identique  de  la  forme 

ytQi[b(z)]+yiQ2[b(zj\+...-hynQn[b(z)]  =  oi 
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Qn  ...,  il,t  étant  des  fonctions  périodiques  de  période  égale  à 
l'unité,  b(z)  étant  égale  à  -^4t — ;  la  solution  la  plus  générale  clrj 
l'équation  fonctionnelle  dans  le  domaine  du  point  x  sera 

yx  Qi[6(s)]  +72  Û2[^(«)]  +••  ..+r«  0«[*(*)]. 
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FELIX  KLEIN.  —  VORLESUNGEN  UEBER  DIE  THEORIE  DKR  ELLIPTISCHEN  MoDUL- 

punctionen,    ausgearbeitet   uncl    vervolstandigl    von    Dr   Robert    Fricke. 

Ersler  Band  :  Grundlcgung  der  Théorie.  Gr.  in-8°,  vm-764  p.  Leipzig,  1 

1.  Dans  la  Préface  de  ses  Vorlesungen  ùber  dus  Ikosaeder 
(Leipzig,  1884),  M.  Klein  présentait  son  Ouvrage  comme  le  pre- 
mier d'une  série  dont  les  autres  parties  devaient  comprendre  la 
théorie  des  fonctions  modulaires  elliptiques,  puis  la  théorie  géné- 
rale des  fonctions  uniformes  qui  admettent  toutes  les  substitul  ions 
linéaires  d'un  groupe.  Le  livre  que  nous  avons  aujourd'hui  devant 
nous  est  le  second  volume  de  la  série  annoncée;  comme  on  voit, 
il  n'a  pas  été  écrit  par  M.  Klein  lui-même,  mais  par  un  de 
élèves,  M.  Robert  Fricke,  auquel  chacun  saura  certainemenl  gré  de 
la  peine  qu'il  a  prise  de  faire  un  travail  aussi  considérable.  I  n 
second  Volume  sur  le  môme  sujet  est  d'ailleurs  annoncé,  qui  con- 
tiendra encore  des  développements  théoriques  el  les  applications, 
sans  doute  le  problème  de  la  transformai  ion  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

Dans  l' Icosaèdre,  M.  Klein  a  fail  l'étude  des  groupes  lini>  de 
substitutions,  des  fonctions  uniformes  qui  admettent  les  substitu- 
tions d'un  tel  groupe  et  de  leurs  fonctions  inverses;  les  travaui  de 
différents  géomètres,  et,  en  première  ligne,  ceux  de  M.  Poincaré, 
ont  créé  la  théorie  des  groupes  illimités  1  discontinus  1  de  substi- 
tutions, (l<\s  louchons  uniformes  qui  s'\  rattachent  el  de  leurs 
fonctions  inverses.  La  théorie  des  fonctions  modulaires,  telle 
qu'elle  esl  présentée  dans  le  livre  qui  nous  occupe,  esl  l'échelon 
intermédiaire  entre  ces  degrés  extrêmes  :  on  \  étudie  le  ^■/•<>///>r 
modulaire,  formé  par  les  substitutions 


(<> 


V 


ao         y;        .. 


où  a,  [3,  v,  0  sonl  des  nombres  entiers,  les  fonctions  uniformes  qui 
admettent   les   substitutions  <le  ce  groupe  ou  celles  d'un  sous 
groupe  quelconque  en   lui  contenu,  el   leurs  fonctions  inverses. 
Elle  esl  exposée  sous  la  forme  qu  elle  .1  acquise  à  la  suite  des  travaux 
Bull,  des  Sciences  mathém.,       série,  t    \\  l      I1  rembre  18 
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de  M.  Klein,  particulièrement  de  ceux  publiés  m  iN-s  el  187g 
dans  les  Mathematische  tnnalen;  elle  est  basée  non  seulement 
sut  les  résultats  ;ic<|iiis  par  ML  Klein  Lui-même,  mais  aussi  sur  ceux 
obtenus  par  un  grand  nombre  d'autres  géomètres,  notamment  par 
M.  Schwarz;  les  idées  de  Riemann  et  de  Galois  y  jouent  d'ailleurs 
un  rôle  fondamental. 

Le  livre  est  di\  isé  en  trois  Sections  formées  chacune  de  plusieurs 
Chapitres,  et  (pie  nous  allons  successivement  examiner. 

2.  La  première  Section  a  pour  but  de  nous  faire  connaître  en 
quoi  consiste  l'étude  des  fonctions  modulaires  elliptiques  que  nous 
allons  entreprendre. 

Elle  s'ouvre  par  un  Chapitre  qui  contient  une  remarquable 
exposition  de  la  réduction  de  l'intégrale  elliptique  de  première 
espèce  aux  différentes  formes  canoniques  usitées;  on  y  rencontre 
déjà  un  grand  nombre  des  éléments  du  calcul  qui  feront  la  base 
des  discussions  ultérieures. 

Considérons  la  forme  binaire  biquadratique 

Îf(zUzt)  =  az\-v-  ^bz\z^-\-(Scz'\  z jj-h  /\dz{  z\  -+-  ez\, 
=      (z^  zx  —  z\"  z.2)(  z(.p  z{  —  z\v  Zî) 

1 

On  peut  former,  si  l'on  ne  tient  pas  compte  du  signe,  six  détermi- 
nants différents 

I  C,    A.  )  —  -o  1     ^,  2  ~2~1      > 

en  posant 

A  =  (i,2)(3,4),        B  =(i,3)(4,a),        G  =  (i,4)(2,3), 

on  obtient  trois  invariants  irrationnels  attachés  à  la  forme,  de 
poids  égal  à  deux,  et  liés  par  la  relation 

A  +  B  +  C  =  o. 

Les  quotients  deux  à  deux  de  ces  trois  quantités  sont  les  six 
rapports  anharmoniques  des  quatre  points  représentés  par  la 
forme  (i)  :  ce  sont  des  invariants  absolus,  par  exemple 

Il   y  a  lieu  de  remplacer  ces  trois  invariants  A.  R.  (1  par  trois 
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autres  de  même  nature 

X  =  B  —  C,        «ul>  =  C  —  A,        6  =  A  —  B  («). 

Leur  introduction  permet  de  résoudre  immédiatement  le  problème 
de  l'équivalence  de  deux  formes  f  et  f\  au  cas  où  les  facteurs 
linéaires  de  même  rang  doivent  se  correspondre,  et  l'on  rencontre 
ainsi  une  première  forme  canonique  de(i),  où  l'on  voit  apparaître 
l'invariant  absolu  A: 

J   =  Z\  (  Z%  —  Z\){  \-Z\-t-  li  Zi)Z±. 

Pour  le  problème  de  l'équivalence,  quand  on  ne  tient  pas  compte 
de  Tordre  des  facteurs  linéaires,  l'introduction  des  invariant* 
rationnels  est  avantageuse.  Gomme  la  quantité  X  ■+■  ilb  -+-  S  est 
identiquement  nulle,  on  pose 

G2  =  itë>G  -+-  QX  -+-  XM\>  =  kgti        G3  =  «JUlfeS  -  k'gti 

k  et  k'  étant  des  facteurs  numériques,  et  l'on  retrouve  ainsi  les 
invariants  connus,  de  poids  égal  à  4  et  à  6,  de  la  forme  (i)  : 

g2  =  ae  —  4  bel  ■+-  3  c2, 

g-3=  ace  -f-  ibcd  —  ad* —  b-e  —  c3. 

Le  discriminant  A  de  la  forme  est  donné  par  la  relation 

A  =  £i—  T]g\. 
Les  relations 

J:J  —  i:i  =  £l  \vjg\  :  A 

définissent  l'invariant  absolu  J,  rencontré  par  M.  Hermite  dans  s 
premières  recherches  sur  les  équations  modulaires,  retrouvé  et 
étudié  ensuite  par  différents  géomètres(la  I  a/e/i^deM.Dedekind  . 
et  dont  M.  Picard  s'est  servi  pour  la  démonstration  de  ses  belles 
propositions  sur  les  fonctions  entières.  Il  joue  un  rôle  fondamental 
dans  tout  le  reste  de  l'Ouvrage. 

Les  invariants  g^  el  gi  conduisent  à  une  seconde  forme  cano- 
nique de  f 

f—  »i(4*}  —  g\*\*\  —  8i*\ 

La  troisième  forme  canonique  résulte  de  considérations  un  peu 
différentes.  Si  l'on  forme,  avec  les  quatre  racines  de  y,  deux 
groupes  de  deux  racines,  il  y  a  un  couple  de  points  el  un  seul  qui 

(')  Les  quantités  représentées  ici  par  X,  !)•>,  C  sont,  dans  le  texte  allemand, 
représentées  par  a,  £,  7  majuscules. 


3i8  PREMIÈRE   PARTIE. 

divise  harmoniquemenl  à  la  fois  les  deux  segments  déterminés  par 
lc^  deux  racines  de  chaque  groupe.  On  peut  ainsi  obtenir  Mois 
roupies  de  points  corrëspondanl  aux  trois  manières  de  former  deux 
-loupes  avec  les  quatre  racines.  On  transforme  les  axes  de  façon 
que,  sur  la  sphère,  ces  i  rois  couples  de  points  soient  les  extrémités 
des  trois  axes  d  un  octaèdre  régulier  concentrique;  on  oh  lient  alors 
la  forme  canonique 

/•  =  M(*t  +  *i)  +  6N«|*i=  (ri«?-rt*i)(|iî*i--|iM). 

Aux   Mois  formes  canoniques  obtenues  pour  y  correspondent 
les  trois  formes   canoniques  usuelles  de  l'intégrale  elliptique  de 

première  espèce  : 

dz  C  dz  r  dz 


f,      dz  C-, — g ,    f-= 


auxquelles  l'auteur  attache  les  noms  de  Riemann,  de  Weierstrass 
et  de  Legendre. 

Les  quantités  A  et  [ji  sont  des  invariants  irrationnels,  et  l'on  a 


J  :  J  —  m  =  4(X2— X -h  1)3  .-(2X3—3X2—  -JX-+-  2)2 :  27X2(1  —  X)«, 

J:J— 1:1=  ([x8-hl4fJL4H-l)3:(|jl12_33jX8_  33;jLi+I)2:io8iaV(ja.V_I)i> 

3.  Dans  le  Chapitre  suivant,  nous  abordons  l'étude  des  périodes 
de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce,  considérées  comme 
fonctions  de  J. 

Une  telle  période  est  la  valeur  de  l'intégrale  quand  l'intégration 
est  faite  le  long  d'un  contour  fermé,  tracé  sur  la  surface  de  Riemann 

qui  correspond  à  yf ,  ce  contour  ne  pouvant  être  réduit  à  un  point. 
Deux  contours  qui,  considérés  comme  coupures,  rendent  la  sur- 
face simplement  connexe,  donnent  un  couple  primitif  de  périodes. 
Deux  couples  primitifs  (w, ,  (i)2),  («', ,  10 !,)  sont  liés  par  les  relations 

j     ">!      -    ?-<Ol    -3(0,,  (j 

(2)  ,  ,  aS  —  Py  =  ±  1 , 

-/.  3,  Yi  ô  étant  des  nombres  entiers. 

Une  période  <•>  esl  un  invariant  transcendant  delà  forme  J} 
de  poids  égal  à  -    1 .  Elle  ne  dépend  que  <l<-  /.'..  el  de  g9j  ou,  si  l'on 
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g* 


veut,  de  —  et  de  J.  En  posant 

é'2  l 


°-VS' 


Si 

Ar2 


Q  ne  dépend  plus  que  de  J. 

L'étude  de  cette  fonction  û  de  J  est  entreprise  au  moyen  de 
l'équation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elle 
satisfait 

d*Q        1  dQ        rrrJ  — A 

dl*  J    di  J2(J  -1)2 

et,  pour  cela,  il  suffit   d'étudier  deux   solutions  particulières  O,, 

Ù2  formant  un  système  fondamental,  et  qui  sont,   au  facteur! 

près,  un  couple  primitif  to,,  to2  de  périodes  de  L'intégrale  ellip- 
tique. 

De  la  nature  môme  de  l'équation  différentielle,  il  résulte  que  If- 
seuls  points  singuliers  sont  o,  i,  ce.  L'étude  de  chacune  des  deux 
fonctions  O,,  02  est  faite  pour  chacun  de  ces  points,  et,  de  cette 
élude,  se  déduit  chaque  fois  la  substitution  que  subissent  ces  loin- 
lions,  quand  la  variable  J  décrit  un  contour  fermé  autour  de  l'un 
de  ces  points.  Ces  résultats  se  transportant  immédiatement  à  to< 
et  o);,,  on  arrive  à  cette  proposition  qui  mel  en  évidence  le  carac- 
tère essentiel  de  ces  fonctions  de  J  :  L'ensemble  des  couples  pri- 
mitifs (a)  de  périodes  se  divise  en  deux  classes  suivant  que 
ao  —  (3y  est  égal  à  -f- 1  ou  à  —  i .  Tous  les  couples  dyune  même 
classe  peuvent  être  considérés  comme  les  valeurs  des  branches 
de  deux  fouet  ions  analytiques  associées  de  la  variable  .1  :  mais 
il  n'est  pas  possible  de  passée,  par  la  continuation  analj  tique, 
de  r un  des  systèmes  de  deux  fonctions  à  Vautï 

l)cs  propriétés  des  fonctions  ti)<  el   Wj  se  déduisent   celles  <lu 

rapport  <o  =  -  •  •  Il  satisfait  à  l'équation  différentielle  du  troisième 

ordre 

3  /<•>  i 


a  \(.>7        <».l  -        8(i       J  ;  ».l  ■  i       I 

qui  n'esl  qu'un  cas  particulier  de  La  célèbre  équation  du  troisième 
ordre  étudiée  en  particulier  par  M.  Schwarz  dans  ses  travaux  sur 
la  série  hvpergéométrique,  el  à   laquelle  satisfont  aussi   lef  m  va 
ri. mis  irral ionnels  X  el  ul. 
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i.  A.vec  le  troisième  Chapitre  se  rencontrent  les  premiers 
exemples  des  méthodes  géométriques  qui  se  retrouveront  clans  la 
presque  totalité  du  livre  ei  qui  sont  basées  sur  la  représentation 
conforme. 

Considérons  Tune  ou  l'autre  des  fonctions  algébriques  )*(J), 
ul(J)  définies  précédemment.  Cette  fonelion  est  uniforme  sur  une 
cciiai  ne  surface  de  Riemann  qui  n'a  d'autres  points  de  ramification 
(|ue  les  points  o,  i ,  oc. 

Coupons  cette  surface  le  long  de  l'axe  réel,  elle  se  trouve  dé- 
composée en  un  certain  nombre  de  demi-plans.  La  représentation 
conforme  de  l'un  quelconque  de  ces  demi-plans,  au  moyen  de  la 
branche  correspondante  de  la  fonelion  de  J  considérée,  conduit  à 
un  triangle  dont  les  côtés  sont  des  arcs  de  cercles  et  les  angles  des 
parties  aliquotes  de  t..  L'ensemble  de  ces  triangles  qui  sont  la 
représentation  conforme  de  toute  la  surface  de  Riemann  forme  un 
damier  qui  recouvre  tout  le  plan,  ce  qui  correspond  à  ce  fait  que 
la  fonelion  inverse  J  de  la  fonction  considérée  est  uniforme. 

Deux  triangles  qui  sont  la  représentation  conforme  de  deux 
demi-feuillets  nord,  ou  de  deux  demi-feuillets  sud  de  la  surface  de 
Riemann  se  correspondent  par  une  substitution  linéaire. 

Si  l'on  forme  la  figure  inverse  de  l'un  quelconque  des  triangles 
par  rapport  à  l'un  de  ses  côtés,  on  obtient  le  triangle  adjacent  le 
long  de  ce  côté.  Ces  deux  triangles,  qui  sont  dits  symétriques, 
représentent  un  demi-feuillet  nord  et  un  demi-feuillet  sud  reliés 

entre    eux    par    l'un    des    segments   ( — oc o),    (o 1)   ou 

(i hoc),  qui  correspond  au  côté  commun. 

Ainsi  un  triangle  quelconque  peut  se  déduire  d'un  triangle  dé- 
i  <i  miné,  soit  par  une  substitution  linéaire  (direkte  Kreisverwand- 
scha/t),  soit  par  une  inversion  suivie  d'une  substitution  linéaire 
(  indirekte  Kreisverwandschaft). 

Ces  propriétés  de  notre  damier  résultent  seulement  de  ce  fait 
que  les  angles  sont  des  parties  aliquotes  de  t,  et  leur  généralisa- 
lion  est  immédiate.  Soit  un  triangle  dont  les  côtés  sont  des  arcs 
de  circonférence  et  dont  nous  représenterons  les  angles  par  a-, 
[1»-.  vit;  par  des  inversions  successives,  nous  pouvons  obtenir  une 
division  de  la  totalité  ou  d'une  partie  du  plan  en  triangles.  Il 
existe  une  fonction  s  (a,  (3,  v;  J)  qui  donne  la  représentation  con- 
forme du  demi-plan  nordJ  sur  le  triangle  initial,  les  points  1,0,00 
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correspondant  aux  sommets  des  angles  ait,  p7C,  vît;  de  la  fot  t/e 
symétrie,  il  résulte  que  les  autres  triangles  seront  les  représenta- 
tions conformes  données  par  les  diverses  branches  de  la  fonction  s. 
Dès  lors,  chaque  branche  se  déduit  évidemment  d'une  autre  quel- 
conque par  une  substitution  linéaire. 

Les  fonctions  )*(J),  u-(J)  sont  des  cas  particuliers  de  la  fonc- 
tion s,  et  aussi  la  fonction  co(J),  car  la  fonction  s  satisfait  à  l'é- 
quation du  troisième  ordre  de  M.  Schwarz  qui  comprend,  comme 
cas  particuliers,  celles  auxquelles  satisfont  les  trois  fonctions  con- 
sidérées. 

Si  les  triangles  construits  sur  le  plan  n'empiètent  pas  les  uns 
sur  les  autres,  la  fonction  inverse  J  de  la  fonction  s  est  uniforme. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  a,    j,  y  soient  de  la 

forme—?  —  >  —  >  où  v, ,  v>,  v3  sont  des  nombres  entiers.  De  là  résulte 

Vl     v2     v3  "7 

la  classification  suivante  : 

i° 1 1 >i;   fonctions  s  de  première  espèce.  Il   y   a 

v,  v2  v3  '   J  r  r  j 

alors  un  nombre  fini  de  triangles;  tout  le  plan  est  recouvert  ;  i 
fonctions  sont  au  nombre  de  quatre;  elles  sont  algébriques  :  ce 
sont  les  irrationnelles  des  polyèdres  réguliers.    Les   fonctions 

â(J)  et  jjl(J)  appartiennent  à  cette  classe. 

2°  — i 1 —  =  i;  fonctions  s  de  seconde  espèce.  Il  y  a  une 

V]  V2  V.j 

infinité  de  triangles  et  tout  le  plan  esl  recouvert.  Ces  fonctions 
sont  au  nombre  de  trois.  Les  foDCtions  doublement  périodiques 
et  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce  s'j  rattachent. 

3° — i 1 — <C  i\  fonctions  s  de  troisième  espèce.  Il  5 

V,  V2  V.j      ^  J  ' 

alors  une  infinité  de  triangles,  mais  ils  ne  recouvrent  qu'une 
paiiie  du  plan.  Il  \  a  une  limite  naturelle.  Ces  fonctions  sonl 
en  nombre  Illimité;  c'est  à  cette  classe  qu'appartient  la  fonc- 
tion to(J)  : 

w(J)  =   .s-  (     <  .,  »  ■    ;  .1  ) . 

5.  Nous  avons  maintenant  tous  le^  éléments  nécessaires  pour 
apercevoir  eu  quoi  va  consister  notre  théorie  des  fonctions  modu 
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laires;  c'esl  l'objet  du  quatrième  Chapitre  que  d'arriver  à  l'énoncé 
des  deux  problèmes  fondamentaux  qu'elle  comporte. 

Puisque,  en  effet,  <<h  .1  )  esi  une  fonction  .v,  au  même  titre  que 
les  irrationnelles  des  polyèdres  réguliers,  nous  sommes  conduit 
à  faire  l'étude  de  <•>  en  nous  guidant  sur  la  façon  dont  celle  de  ces 
irrationnelles  a  été  faite  dans  les  Leçons  sur  l'icosaèdre.  C'est  la 
fonction  icosaédrique  Ç(J)  qui  est  employée  comme  terme  de 
comparaison  : 

«J)  =  .(l,£,I;j). 

Le  Chapitre  débute  par  l'établissement  de  quelques  formules 
destinées  à  rendre  plus  manifestes  les  analogies  cherchées  entre 
les  deux  fonctions  s(J)  et  (0(J)  •*  on  y  trouve  la  relation  de  Le- 
gendre;  les  expressions  des  invariants  rationnels  g2-,  £"3,  A  en 
fonction  de  to,  etco2;  l'étude  des  déterminants  fonctionnels  pour 
chacune  de  ces  fonctions,  déterminants  qui,  à  des  facteurs  con- 
stants près,  les  reproduisent;  celle  des  périodes  de  l'intégrale 
elliptique  de  seconde  espèce  comme  fonctions  de  W|  et  io2;  la  dé- 
monstration que  g2  n'est  autre  que  le  déterminant  hessien  de 
log  A. 

Puis  nous  arrivons  à  la  comparaison  entre  les  fonctions  Ç(J) 
etto(J)  :  les  deux  divisions  du  plan  en  triangles,  au  nombre  de  120 
dans  le  premier  cas,  en  nombre  illimité  dans  le  second,  sont  rap- 
pelées ;  les  fonctions  inverses  J(Ç),  J(w)  sont  uniformes,  la  pre- 
mière étant  une  fonction  rationnelle  R(s),  la  seconde  une  trans- 
cendante F(w);  les  équations 

R(Ç)  —  J  =  o,         F  ((-))  —  J=o 

sont,  la  première,  V  équation  icosaédrique,  la  seconde,  M  équa- 
tion modulaire.  Ces  équations,  en  introduisant  une  variable  d'ho- 
mogénéité, sont 

J:J-i:i=  H«(Çlf  ç2):_T2(Çi,  COî^/^Ci.  CO» 
.)  :  .1    -i:i  =  ^}(u>i,  ".>>  1 :  27^11  w,,  «>,  1  :  a<  o,,  u>2 1; 

H,  T,  J  sonl  le-  trois  formes  icosaédriques  liée>  par  la  relation 

1728/8       T'-f  II-. 
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"2,  £-3,  A  sont  les  trois  formes  modulaires  li^cs  par  la  relation 


A    —     rr'i   0-7   P-2   • 

**  —  ô  -2  «75  3  1 


c'est  logA  qui  correspond  à  la  forme  icosaédrique  /'  :  les  formules 
établies  au  début  du  Chapitre  sont  destinées  à  faire  ressortir  da- 
vantage le  parallélisme  qui  existe  entre  les  propriétés  de  ces  deui 
séries  de  formes. 

C'est  le  groupe  de  l'équation  qui,  dans  les  Leçons  sur  Vico- 
saèdre,  a  servi  de  base  à  l'étude  de  L'équation  icosaédrique;  il  \ 
a  donc  lieu  d'introduire  aussi  le  groupe  de  L'équation  transcen- 
dante modulaire.  Ce  groupe  comporte  une  infinité  de  substitu- 
tions :  ce  sont  celles  que  subissent  les  racines  0)  quand  la  \  ariable  .1 
décrit  dans  le  plan  tous  les  contours  qui,  partant  d'un  point  donné, 
y  reviennent  en  enlaçant  des  points  critiques.  11  esl  simplement 
transitif. 

Voici  dès  lors  les  deux  problèmes  fondamentaux  à  résoudre: 

i°  Etudier  le  groupe  modulaire  au  point  de  vue  des  sous- 
groupes  qui  y  sont  contenus  et  de  leur  classification.  L'indice 
(\\\\\  sous-groupe  dont  les  substitutions  sont  1,  c,,  v2j  ^si  ••• 
est  le  nombre  des  substitutions  1 ,  Y, ,  V2,  \  3,  ...  du  groupe  qu'il 
faut  considérer  pour  que  L'ensemble  des  substitutions  î>/Va,  où  î 
et  /,•  prennent  toutes  les  valeurs  o,  1 ,  '.>. ,  3,  . .  .  constitue  le  groupe 
modulaire.  Les  sous-groupes  d'indice  fini  sont  particulièrement 
intéressants,  et  seront,  à  peu  près,  exclusivement  étudiés. 

20  Former  les  résolvantes  de  L'équation  modulaire  qui  corres- 
pondent aux  sous-groupes  obtenus.  Ce  problème  se  subdivise  lui- 
même  en  deux  autres  :  étant  donné  un  sous-groupe,  d  s'agit  d'abord 
de  former  une  fonction  uniforme  de  w  qui  admette  toutes  les  sub- 
stitutions de  ce  sous-groupe  et  celles-là  seulement  :  une  telle  fonc- 
tion est  une  fonction  modulaire  elliptique.  En  second  lieu,  il 
faut  former  l'équation  à  laquelle  satisfait  cette  fonction  uniforme, 
équation  <|m  est  une  résolvante  correspondant  au  sous-groupe 
considéré.  Si  l'indice  du  sous-groupe  esl  fini,  cette  équation  est 
algébrique;  sinon,  elle  esl  transcendante,  comme  L'équation  mo 
dulaire  elle-même. 

0.   Le  cinquième  Chapitre,   qui  esl  1<"  dernier  de   la    première 
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Section,  n'esl  qu'un  bref  résumé  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Il  contient,  avec  une  notation  <|ui  diffère  peu  de  eelle  de 
M.  \\  eierstrass,  les  formules  les  plus  importantes  :  les  différentes 
formes  analytiques  de  pu  et  p'w,  les  développements  de  g2  et  g3 
en  suites  infinies  à  simple  et  à  double  entrée,  enfin  les  formules 
relatives  aux  fonctions  ?  el  9. 

1  ranscrivons  seulement  l'équation  modulaire  sous  forme  cxpli- 
eile 


7.  Les  deux  Sections  restantes  de  l'Ouvrage  sont  consacrées 
chacune  au  traitement  de  l'un  des  problèmes  fondamentaux 
énoncés  précédemment.  Celle  dans  laquelle  nous  entrons  main- 
tenant s'ouvre  par  l'étude  générale  des  substitutions  linéaires 

az  -\-  b  .       , 

(ta  —  be  ?±o. 


c  z 


d 


a,  6,  c,  tétant  des  constantes  réelles  ou  imaginaires  quelconques. 
Ces  substitutions  sont  classées  d'après  la  nature  des  points  dou- 
bles. Si  ceux-ci  sont  confondus,  elles  sont  dites  paraboliques  ; 
sinon,  en  désignant  par  zt  et  ^2  les  points  doubles  distincts,  la 
substitution  peut  s'écrire 


=  A"   > 


et  alors  la  substitution  est  hyperbolique,  elliptique  ou  loxodro- 
mique,  selon  que  k  est  réel  et  positif,  ou  imaginaire  avec  un  mo- 
dule égal  à  l'unité,  ou  enfin  ne  rentrant  ni  dans  l'un  ni  dans  l'autre 
de  ces  deux  c;is. 

Les  variables  z'  et  c  étant  supposées  figurées  sur  le  même  plan, 
la  substitution  peut  être  regardée  comme  le  résultat  d'une  défor- 
mation continue  de  ce  plan,  et  Ton  distingue  alors  les  trajec- 
toires el  les  lignes  de  niveau;  <>n  obtient  une  image  particulière- 
menl  lumineuse  en  dessinant  une  suite  de  lignes  de  niveau  telles 
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que  l'etïet  de  la  substitution  soit  d'amener  chacune  d'elles  sur 
celle  qui  la  suit. 

Ces  considérations  sont  d'abord  appliquées  aux  trois  espèces  de 
fonctions  s;  puis  aux  substitutions  modulaires.  Celles-ci  se  divi- 
sent alors  en  quatre  classes  formées  :  la  première,  de  substitutions 
elliptiques  ayant  une  période  égale  à  deux;  la  seconde,  de  substi- 
tutions  elliptiques  ayant  une  période  égale  à  trois;  la  suivante,  de 
substitutions  paraboliques  avant  pour  points  doubles  confondus 
tous  les  points  rationnels  de  l'axe  des  x  et  le  point  à  I  infini;  la 
dernière  enfin,  de  substitutions  hyperboliques  ayant  pour  points 
doubles  distincts  tous  les  couples  de  points  irrationnels  de  1  axe 
des  x. 

C'est  ici  que  sont  introduites  les  deux  notions  capitales  de  1  <?- 
quivalence  et  de  la  région  fondamentale,  que  M.  Poincaré  a 
prises  pour  bases  de  ses  recherches  sur  les  groupes  de  substitu- 
tions linéaires. 

Etant  donné  un  groupe  quelconque  de  substitutions  linéaires, 
on  dit  que  deux  points  du  plan  sont  équivalents  relativement  à 
ce  groupe  (*  )  si  Tune  des  substitutions  du  groupe  transforme  1  un 
de  ces  points  en  l'autre.  Une  région  fondamentale  esl  une  por- 
tion du  plan  telle,  (pie  si  l'on  ligure  sur  le  plan  l<>u->  les  points 
équivalents  à  un  point  quelconque  de  ce  plan,  un  de  ces  points  et 
un  seul  appartienne  à  la  région  considérée. 

Des  régions  fondamentales  sont  construites  pour  les  groupes 
cycliques  engendrés  par  une  substitution  elliptique  périodique, 
hyperbolique  ou  parabolique;  puis,  le^  quatre  classes  de  substi- 
tutions modulaires  sonl  passées  en  revue.  La  fin  du  Cbapitre  esl 
consacrée  à  l'étude,  à  ce  même  point  de  vue,  des  substitutions 

,       (t  z       b 

z  —  — — ? 

CZ         '/ 

où  r.  est  la  quantité  imaginaire  conjuguée  de  3,  et  qui  correspon- 
denl  à  une  inversion  suivie  dune  substitution  linéaire. 

8.   Le  second  Chapitre  contient  l'application  au  groupe  modu- 


i'i  M.  Poincaré  v-'>  sert  «lu  mol  coneruent. 
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laire  des  considérations  précédentes,  et,  avant  tout,  la  recherche 
d  une  région  fondamentale. 

Une  région  fondamentale  d'un  groupe  quelconque doil  évidem- 
ment se  trouver  entièremenl  contenue  dans  une  région  fondamen- 
tale correspondant  à  un  sous-groupe  quelconque  du  groupe  con- 
sidéré.  Partant  de  là,  si  Ton  considère,  d'une  part,  le  sous-groupe 
cyclique  engendré  par  la  substitution  S(to)  =  <o  -f- 1,  et  qu'on 
adopte   pour  région   fondamentale   la   portion   du   plan   comprise 

entre  les  deux  parallèles  à  l'axe  des  y  à  la  distance  -  de  cel  axe; 
d'autre  part,  le  sous-groupe  cyclique  engendré  parla  substitution 
T(o))  = ?  et  qu'on  adopte  pour  région  fondamentale  la  por- 
tion du  plan  extérieure  à  la  circonférence  de  rayon  égal  à  l'unité 
et  avant  l'origine  pour  centre,  on  devra  chercher  une  région  fon- 
damentale du  groupe  modulaire  dans  la  portion  du  plan  commune 
à  la  fois  à  ces  deux  régions. 

Cette  portion  elle-même  est  région  fondamentale  pour  le  groupe 
modulaire,  car  deux  points  quelconques  de  cette  portion  ne  sau- 
raient être  équivalents,  et  l'on  peut  toujours  trouver,  dans  la  ré- 
gion considérée,  un  point  qui  soit  équivalent  à  un  point  donné 
quelconque  du  plan. 

Une  seule  substitution  du  groupe  permet  de  passer  du  point  w 

à   un  point  équivalent  to',  si  le  point   de  la  région  fondamentale 

qui  est  équivalent  à  chacun  de  ces  deux  points  est  différent  des 

i  ,   •              ,           .            i  .          —  i  -t-  i V  3   -,     i,      •   , 
points  i  et  o,  p  désignant  la  racine  cubique  de  1  unité; 

s'il  est  Î,  il  y  a  deux  substitutions;  s'il  est  p,  il  y  en  a  trois. 

De  la  façon  même  dont  a  été  obtenue  la  région  fondamentale,  il 
résulte  que  toute  substitution  du  groupe  modulaire  peut  être  com- 
posée avec  les  deux  substitutions  S  et  T,  qui  constituent  ainsi  un 
système  de  substitutions  génératrices  (')  du  groupe.  Si  l'on 
transforme  la  partie  nord  de  la  région  fondamentale  au  moyen  de 
ces  substitutions,  on  obtient  une  division  du  demi-plan  nord  en 
une  infinité  de  triangles  juxtaposés  :  tout  point  équivalent  à  i 
appartient    à    deux   triangles,    tout   point   équivalent  à   p,   à   trois 


Erzeugende  Substitutionen,  substitutions  fondamentales  de  M.  Poincaré. 
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triangles;  tout  point  qui  n'est  équivaleqt  ni  à  i,  ni  à  p,  n'appar- 
tient qu'à  un  seul  triangle. 

Des  considérations  analogues  aux  précédentes  et  relatives  au 
groupe  modulaire  prolongé  au  moyen  d'inversions  occupent  le 
reste  du  Chapitre. 

Signalons  encore  le  dernier  paragraphe  qui  contient  une  tir- 
curieuse  transformation  du  damier  modulaire  en  une  division  en 
triangles  rectilignes  de  la  surface  d'une  ellipse,  division  qui  peut 
être  obtenue  ensuite  par  de  simples  considérations  de  Géométrie 
synthétique  et  qui  sert  ainsi  de  lien  entre  deux  ordres  de  faits  très 
différents. 

9.  Le  troisième  Chapitre  est  consacré  à  une  très  intéressante 
étude  des  formes  quadratiques  binaires  de  la  théorie  des  nombres. 

La  forme  ax2-\-  ibxy  -h  cy2  est  représentée  par  (a,  h.  c  .  son 
déterminant  b'1 — ac  par  D,  son  diviseur  par  1.  Les  substitu- 
tions modulaires  sont  des  substitutions  qui  transformenl  une  telle 
forme  en  une  autre  équivalente;  par  celte  transformation,  la 
valeur  du  déterminant  n'est  pas  altérée.  Il  s'agit  de  résoudre  1 
deux  problèmes  :  étant  données  deux  ("ormes  de  même  détermi- 
nant, reconnaître  si  elles  sont  équivalentes;  étant  données  deux 
formes  que  l'on  sait  être  équivalentes,  former  toutes  les  substitu- 
tions qui  transforment  l'une  des  forme-  en  l'autre.  Ces  deux  pro- 
blèmes sont  traités  successivement  pour  les  formes  à  déterminant 
négatif  et  pour  les  formes  à  déterminant  positif. 

Étant  donnée  la  valeur  du  déterminant  supposé  négatif  d'une 
forme  positive;  atù2-{-  a6w  -f-  c,  elle  peut  être  regardée  comme 

tout  à  fait  définie  par  la  connaissance  du  point  — - —  du  deini- 

1  ■  a 

plan  nord.  Dès  lors,  on  dit  qu'une  telle  l'orme  est  réduite  si  le 
point  correspondant,  appartient  au  triangle  générateur  «lu  (Limier 
modulaire,  et  le  problème  de  l'équivalence  se  trouve  immédiate- 
ment résolu  :  deux  formes  sont  équivalentes  si  les  pointa  du 
triangle  générateur  équivalents  au\   points  qui  correspondent  à 

ces  deux   formes   sont  cou  fondus  ;    si    I  on   compose    la   Substitution 

qui  permet  <l<'  passer  «le  I  un  de  ces  deui  points  au  point  équiva 
lent  du  triangle  générateur,  avec    la  substitution  qui   permet   de 

plisser    de    Ce   dernier  point    au    second    'les  deux   points,    on    B    une 
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substitution  linéaire  modulaire  qui  transforme  L'une  des  formes 
en  l'autre.  D'ailleurs  cette  substitution  esl  la  seule  (pu  effectue 
cette  transformation,  si  le  poinl  du  triangle  générateur  n'est  ni  l<- 
pointi,  ni  le  poinl  pj  s  il  esl  /,  il  \  a  deux  telles  substitutions,  s'il 
e>t  o,  il  y  en  a  Mois.  On  peut  immédiatement  voir  sur  une  forme 
si  elle  esl  réduite  ou  non;  elle  est,  en  effet,  réduite  lorsque  a,  6,  c 
salis  font  aux  inégalités 

—  a  <iib     a,         ct%c, 

6  devant  toutefois  être  positif  ou  nul  dans  le  cas  où  a  =  c.  On 
conclut  immédiatement  de  là  cette  importante  proposition  que  le 
nombre  des  e hisses  des  formes  quadratiques  à  déterminant  né- 
gatif est  fini. 

Pour  les  formes  à  déterminant  positif,  les  choses  se  passent 
moins  simplement;  on  fait  intervenir,  pour  parvenir  à  leur  repré- 
sentation géométrique,  la  demi-circonférence  décrite  sur  le  seg- 
ment déterminé  par  les  deux  racines  réelles  de  la  forme,  cette 
demi-circonférence  étant,  en  outre,  munie  d'un  sens;  la  solution 
du  problème  de  l'équivalence  d'une  forme  avee  elle-même,  puis 
avec  une  autre  forme,  s'appuie  alors  sur  la  considération  des  so- 
lutions entières  de  Y  équation  de  Pell 

*2_D«2=  a2; 

il  est  encore  démontré  que  le  nombre  des  classes  est  fini. 

La  fin  du  Chapitre  est  consacrée  à  l'étude  facile,  et  dans  la- 
quelle interviennent  les  résultats  précédents,  de  1  komologie 
(Gleichberechtigung)  des  substitutions  du  groupe  modulaire  con- 
sidérées isolément,  et  de  l'homologie  des  sous-groupes  cycliques. 

10.  Le  Chapitre  suivant  nous  offre  un  exemple  de  la  méthode 
générale  qui  sera  appliquée  à  la  solution  du  problème  qui  fait 
l'objet  de  la  deuxième  Section.  Cet  exemple  est  donné  par  l'étude 
du  sous-groupe  Y'  formé  parles  substitutions 

I   a     0 
Y     8 

du  groupe  modulaire  r  dans  lesquelles  (3  et  y  sont  pairs;  a  et  o 
sont  alors  nécessairement  impairs.  On  considère  en  même  temps 
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le  groupe  plus  général  V  obtenu  on  adjoignant  à  ses  substitutions 

celles  que  l'on  en  déduit  en  remplaçant  co  par  —  u>. 

Le  polygone  fondamental  de  Y'  s'obtient  de  suite;  il  est,  dans 
le  demi-plan  nord,  limité  par  les  demi-droites  x  =  —  i ,  x  =  o  et 

la  demi-circonférence  qui  a  le  segment  ( —  \ o)  de  Taxe  des  x 

pour  diamètre.  On  conclut  de  là  que 

a(oj)  =  —  oi ,         b(w)  =  —  tu  —  ?.,         c((u)  =  — 


2  f-J 


est  un  système  de  substitutions  génératrices  de  1",  et,  ensuite, 
que 

s(w)  =  u>-}-2,  t    (I)     =- 

2  U)  -h  I 

est  un  tel  système  pour  le  groupe  T' ;  de  là,  se  déduit  la  région 
fondamentale  de  ce  dernier  groupe. 

Cette  région  fondamentale  n'est  autre  qu'un  assemblage  <le  six 
doubles-triangles  (Doppeldreiecke)  ou  de  douze  triangles  élé- 
mentaires du  damier  modulaire.  En  cboisissant  convenablement 
ces  douze  triangles,  on  peut  faire  en  sorte  que  si\  points  équiva- 
lents quelconques  de  ces  triangles  se  correspondent  par  les  sub- 
stitutions 

w0  =  OJ0,  (O,  —   ,  (02 


(1)3=  <O0+  I  ,  (•;• 


I  tli0 


w0  to0  -h  I 


Soient  V0=  1,  V|,  X 21  Vs,  \  ,.  \  ,  ces  sii  substitutions,  el  1 . 
r,,  r2,  ...  les  substitutions  du  sous-groupe  I  :  les  substitutions 
du  groupe  modulaire  V  sont  données  par  le  Tableau 

1,         ptl  r->,  .... 

Vi,  PlVl,  r,\,.  l:;\, 

V»,       i|  \  ';,.       ':-  V5,       I    ;  \ 

(  )n  en  conclul  que  r'  est  d'indice  égal  à  six,  d'où  la  notation  l 
pour  le  sous-groupe  considéré.  !.<'  calcul  direcl  montre  que  ce 
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sous-groupe  esl  un  sous-groupe  invariant  (  '  »  dans  Je  groupe  1 
et  dans  le  groupe  r . 

\u  sous-groupe  F,;,  on  laii  correspondre  un  groupe  du  sixième 
ordre  (  i,;,  en  considérant  coin  me  nue  même  opération  l'une  quel- 
conque des  substitutions  qui  composent  une  des  six  lignes  du  Ta- 
bleau précédent  :  deux  substitutions  quelconques  appartenante 
deux  lignes  données  produisent,  en  effet,  quand  on  les  compose», 
toujours  une  substitution  appartenant  à  une  même  troisième  ligne. 
Les  groupes  1"  et  (<,•,  sont  ainsi  isomorphes,  mais  l'isomorphisme 
est  mériédrique,  puisque,  à  une  substitul  ion  de  F,  correspond  une 
seule  opération  de  Gc,  tandis  qu'à  une  opération  de  Gc  corres- 
pondent une  infinité  de  substitutions  de  F. 

Le  groupe  Ge  contient  quatre  sous-groupes  auxquels  corres- 
pondent alors  quatre  sous-groupes  du  groupe  isomorphe  F,  à  sa- 
voir :  un  sous-groupe  invariant  d'indice  égal  à  deux,  T2,  et  trois 
sous-groupes  homologues  d'indices  égaux  à  trois,  F3,  Tj,  r'g.  Les 
régions  fondamentales  pour  chacun  de  ces  sous-groupes  s'obtien- 
nent aisément. 

La  région  fondamentale  Fc  qui  correspond  au  groupe  rG  peut 
être  déformée  de  façon  que  les  côtés  homologues  viennent  se 
souder  les  uns  aux  autres  en  leurs  points  correspondants;  on  ob- 
tient ainsi  un  plan  (une  surface  simplement  connexe,  p  =  o) 
divisé  en  douze  triangles  élémentaires  :  c'est  une  division  dié- 
drique,  d'où  la  qualification  de  régulière  donnée  à  la  surface  F0; 
cette  régularité  est  d'ailleurs  l'apparence  géométrique  de  ce  fait 
<pic  rc  est  un  sous-groupe  invariant  dans  T.  La  surface  Fc  est  aussi 
symétrique,  ce  qui  correspond  à  ce  fait  quer6  est  un  sous-groupe 

invariant  dans  f.  Les  régions  fondamentales  F3,  F',,  FJj,  qui  cor- 
respondent aux  sous-groupes  F3,  r'3,  FÏJ,  sont  symétriques  sans 
être  régulières. 

11.  Le  Chapitre  suivant  n'est  que  la  généralisation  de  ce  qui 
vient  d'être  dit  :  «''tant  donné  un  sous-groupe  \\}.  d'indice  u,,  on 
obtient  une  région  fondamentale  F,,,  pour  ce  sous-groupe  en  appli- 
quant au  triangle  générateur  du  damier  modulaire  <x  substitutions 


(•]    \   l'exemple  de  M-   Sophus  Lie,  nous  nous  servons  rlu   moi    invariant  an 
lieu  du  mot  distingué    ausgezeichnet  i. 
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convenables  du  groupe  E;  les  substitutions  par  lesquelles  se  cor- 
respondent, deux  à  deux,  les  côtésde  la  région  fondamentale  sonl 
un  système  de  substitutions  génératrices  du  sous-groupe  I\. . 

Si  r^  est  un  sous-groupe  invarianl  dans  Y.  il  lui  correspond  un 
groupe  fini  G^,  qui  sert  de  base  à  la  recherche  de  sous-groui 
de  T. 

Par  déformation  du  polygone  F^  et  accolenu .m  des  côtés  corres- 
pondants, on  obtient  une  surface  fermée  F,,,  don!  le  genre  esl  dil 
le  genre  du  so  us-groupe  T^;  il  existe  entre  la  division  en  doubles- 
triangles  de  cette  surface  et  celle  du  plan  qui  correspond  au  sous- 
groupe  Ejj,  une  correspondance  univoque  non  réciproque  :  à  un 
double-triangle  du  plan  correspond  un  double-triangle  de  Fu  :  à  un 
double- triangle  de  F^  c/orrespondent  une  infinité  de  doubles- 
triangles  du  plan,  équivalents  relativemenl  aux  substitutions  de 
Yy.  La  surface  Y^  peut  être  régulière  et  symétrique,  ou  partielle- 
ment régulière  et  symétrique. 

Le  Chapitre  se  termine  par  quelques  applications  numériques 
de  la  formule  qui  donne  le  genre  de  la  surface  ! 

12.  Au  surplus,  cette  surface  F^  joue  le  rôle  fondamental  dans 
JeCliapiire  qui  vient  ensuite  où  elle  serl  à  la  définition  de  tous  les 
sous-groupes  de  groupe  modulaire.  Cette  surface  porte  2  u.  triangles 
élémentaires  ayant  chacun  pour  sommets  trois  points  '/,  l>,  c  cor- 
respondant respectivement  aux  points  /,  p,  iac  du  plan;  tout 
sommeta  est  commun  à  deux  on  à  quatre  triangles,  tout  sommel  b 
à  deux  ou  à  six  triangles,  enfin  tout  sommel  c  à  un  nombre  pair 
quelconque  de  triangles. 

Supposons-nous  maintenant  donnée  a  priori  une  surface 
fermée  Y,,,,  de  genre  quelconque  el  portant  un  réseau  de  triangles 
satisfaisant  aux  conditions  précédentes  ;  en  faisant  correspondre  un 
triangle  déterminé  du  réseau  à  un  triangle  déterminé  du  damier 
modulaire,  on  établit  aisément  une  correspondance  univoque  el 
réciproque  entre  les  triangles  du  réseau  «-t  les  au  triangles  élé- 
mentaires d'un  polygone  Fu  du  damier.  Ce  polygone  I  esl  alors 
la  région  fondamentale  d'un  sous-groupe  I \,.  d'indice  ut,  qui  se 
trouve  défini  par  un  système  de  substitutions  génératrices.  En 
laisant  correspondre  deux  autres  triangles  initiaux  du  réseau  el  du 
damier  modulaire,  on  obtiendrait  un  sous-groupe  homologue  au 
/>'////.  des  Sciences  matin  m  .   •    série,  t.  XVI.  (  Décembre  is 
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sous-groupe  1',,..  La  surface  1\;.  définil  donc  un  système  de  sous- 
groupes,  d'indice  lu,  homologues  dans  le  groupe  1\ 

Les  divisions  de  la  sphère  qui  correspondent  aux  polyèdres 
réguliers  offrenl  des  exemples  Immédiats  de  surface  l\,.,  de  genre 
zéro;  il  leur  correspond  des  sous-groupes  T0,  r42,  r2*,  r00  deT; 
le-  régions  fondamentales  el  les  systèmes  de  substitutions  généra-» 
trices  son!  donnés  pour  chacun  d'eux  :  ce  sont  les  seuls  sous- 
groupes  de  genre  zéro,  invariants  dans  V. 

Le  Chapitre  se  termine  d'ailleurs  par  d'autres  applications; 
après  avoir  établi,  pour  un  sous-groupe,  la  notion  de  classe,  basée 
sur  la  considération  de  V amplitude  des  substitutions  paraboliques 
qu'il  renferme,  l'auteur  étudie  un  sous-groupe  invariant  de  la 
sixième  classe  et  d'indice  égal  à  72,  puis  un  sous-groupe  invariant 
de  la  septième  classe  et  d'indice  égal  à  168. 

13.  Ces  applications,  basées  sur  des  considérations  géométri- 
ques, ne  peuvent  d'ailleurs  être  poussées  bien  loin,  à  cause  de  la 
complication  extrême  que  ne  tardent  pas  à  présenter  les  poly- 
gones Fjj-,  dès  que  u  devient  un  peu  considérable;  aussi  les  trois 
Chapitres  qui  terminent  la  deuxième  Section  sont-ils  conçus  dans 
une  méthode  entièrement  différente  et  purement  arithmétique. 
Ils  sont  consacrés  à  l'étude  d'une  classe  particulière  de  sous- 
groupes  auxquels  M.  Klein  a  donné  le  nom  de  groupes  de  con- 
tinences (Congrue  nzgruppen) . 

Un  groupe  principal  de  congruence(Hauptcongruenzgruppe) 
du  nième  degré  est  composé  des  substitutions 

i  -,     ,j 
|  a    P 

i-\ 
Y     ° 


qui  ><ii isfont  aux  conditions 


a  =  0 


P  =  y  ^  o         (  mod  n  ). 


Nous  en  avons  vu,  dans  la  définition  de  r0,  un  exemple  où  le 
degré  est  égal  à  deux.  Le  groupe  principal  de  congruence  du  //"'" 
degré  esl  d'ailleurs  un  sous-groupe  commun  à  une  série  d  autres 
sous-groupes  <!<■  l\  qui  se  laissenl  caractériser  par  des  congruences 
de  module  égal  à  //  el  qui  sont  alors  les  groupes  de  congruences 
.I n  //" '""'  deeré. 
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Quelques  sous-groupes  particuliers  son)  complètemenl  étudiés, 
d'après  les  travaux  de  Serrel  cl  de  AI.  Gierster. 

14.  Avec   la    troisième  Section    de    l'Ouvrage,  aous  abordons 

l'étude  du  second  des  deux  problèmes  fondamentaux. 

Les  deux  premiers  Chapitres  sont  consacrés  à  une  très  belle 
exposition  delà  théorie  des  fonctions  algébriques  el  de  leurs  inté- 
grales, par  l'emploi  des  surfaces  de  Riemann. 

Ltant  donnée  une  fonction  algébrique  cr,  définie  par  l'équation 

/(u\  s)  =  o 

de  degré  jj.  en  w,  il  lui  correspond  une  surface  de   Riemann  à  u 

feuillets;  tonte  fonction  rationnelle  de  w  et  de  z  esl  une  Ion.  lion 

uniforme  sur  cette  surface  de  Riemann  et  est  une  fonction  aleré- 

o 

gébrique  de  z;  réciproquement,  toute  fonction  de  ;  qui  .1  les 
caractères  des  fonctions  algébriques,  el  qui  esl  uniforme  sur  la 
surface  de  Riemann  est  exprimable  rationnellement  en  fonction 
de  w  et  de  z.  Les  intégrales  abéliennes  qui  correspondent  à  la 
surface  et  les  périodes  sont  ensuites  définies,  puis  enfin  le-,  poten- 
tiels. 

La  question  inverse  esl  ensuite  traitée  :  étanl  donnée,  a  priori, 
nue  surface  de  Riemann,  établir  l'existence  de  potentiels,  d'inté- 
grales abéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce  correspondant 
à  cette  surface,  et  nous  avons  une  courte  esquisse  du  principe  de 
Dirichlet,  d'après  les  travaux  de  MM.  Neumann  et  Schwarz  <  '  . 
l/e\isienee  de  fonctions  algébriques  correspondant  à  la  surface  de 
Riemann  considérée  esl  alors  établie;  les  cas  de  p  ■  o,  />  1  et 
p  >>  1  sont  successivement  examinés. 

Dans  le  cas  de  />  :  o,  l'existence  est  établie  d'une  fonction 
algébrique  principale  (Hauptfunctiori)  w ,  au  moyen  de  laquelle  s 
s  exprime  rationnellement,  en  sorte  que  I  ensemble  des  fonctions 
algébriques  attachées  l\  la  surface  n  esl  .mire  que  I  ensemble  des 
fonctions  rationnelles  de  w\  \\  \  ;i  x  ;  telles  fonctions  principales 
exprimables  linéairement  par  I  une  quelconque  d  entre  elles. 

Dans  le  cas  de  p       1,  toutes  le>  fonctions   algébriques  de  la 


1  ')  M.  Jules  Riemann  .1  repris  dan9  -.1   rhôse  lu  méthode  de  M.  x'  liwaro  en  la 
complétant . 
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surface  sonl  exprimables  rationnellement  au  moyen  de  deux 
d'entre  elles,  p  el  j>\  liées  par  la  relation 

et,  réciproquement,  toute  fonction  rationnelle  de  pet  de  p'  e^i 
une  fonction  algébrique  attachée  à  la  surface. 

Enfin,  >i  />  est  supérieur  à  i ,  deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant 
(|imI  existe  un  cl  email  hyperelliptique  ou  non.  Dans  le  premier  cas, 
toutes  les  fonctions  algébriques  s'expriment    rationnellement   au 

moyen  d'une  fonctions  et  du  radical  hyperelliptique  \f(z)  dans 
le  second  cas  elles;  s'exprimenl  rationnellement  au  moyen  de  p 
fonctions  linéairement  indépendantes^,  qui  sonl  les  dérivées,  par 
rapporl  à  s,  d'un  système  de  p  intégrales  indépendantes  de  première 

espèce. 

15.  Dans  le  troisième  Chapitre,  nous  revenons  à  la  théorie  des 
fonctions  modulaires,  el  c'esl  encore  la  surface  F[X  qui  joue  le  rôle 
fondamental. 

Imaginons,  en  effet,  qiie  celle  surface  l\,.  qui  a  été  obtenue  par 
la  déformation  d'un  polygone  générateur  du  sous-groupe  T^,  poly- 
gone que  nous  représenterons  par  F'"',  porte,  en   chacun  de  ses 
points,  la  valeur  correspondante  de  la  fonction  J(co);  sur  la  sur- 
face, .1  acquierl   ;jl  lois  une  valeur  donnée  quelconque,  sauf,  peut- 
être,  les  valeurs  particulières  i.  o,  x  qui  correspondent  aux  points 
a.  h.  <■  de  F„.  Au  moyen  de  ces  valeurs  de  J,  nous  pouvons  alors 
représenter  la  surface  F^  sur  le  plan  J,  et  Ton  obtienl  manifeste- 
ment ainsi  une  surface  de  Riemann  à  u,  feuillets  reliés  entre  eux 
aux  seuls  points  i ,  o,  oo.  Cette  surface  de  Riemann  est,  si  l'on  veut, 
|;i  représentation  conforme  du  polygone  F|j?  parla  fonction  J(w); 
nous  la  nommerons  l\/  ;  elle  esl  de  genre  />.  coin  me  la  surlace  F^, 
el  la  nature  de  la  connexion  des  différents  feuillets  aux  points  i. 
o,  oc  nous  esl  connue  :  au  point  i ,  un  feu  il  Ici  quelconque  esl  isolé 
ou  appartient  à  un  cycle  de  deux  feuillets-j  au  point  o,  un  feuillet 
quelconque  esl  isolé  ou  appartient   à  un  cycle  de  trois  feuillets; 
enfin,  au  point  do,  les  feuillets  peuvent  offrir  toutes  les  dispositions 
de  cycles  possibles.   Mais,  réciproquement,  il   esl  évidenl  qu  une 
surface  >\r  Riemann   1,/    de  cette  nature,   pouvant  être  déformée 
ei  ramenée  à  une  surface  fermée  I  ,, .  puis  développée  sur  le  plan  w 
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en  un  polygone  F jjf',  elle  défînil  un  système  de  sous-groupes  homo- 
logues r[X  de  F,  d'indice  [x  el  de  genre  j>. 

A  un  contour  fermé  tracé  sur  La  surface  1*,/  correspond  évidem- 
ment, dans  le  plan  u>,  un  chemin  allanl  <\'i\n  poinl  à  un  point 
équivalent  relativement  au  sous-groupe  r;j..  en  sorte  que,  J  décrivant 
le  contour  fermé,  w(J)  subit  une  substitution  Linéaire  du  sous- 
groupe  T^;  réciproquement,  si  co  va,  dans  son  plan,  d?un  point  ;'i 
un  poinl  équivalent  relativement  au  sous-groupe  T»,  on  obtient  sur 
la  surface  de  Riemann  Fj/1  un  contour  fermé,  un  contour  d<- 
période  s'il  ne  peut  être  réduit  à  un  poinl.  et  la  fonction  .1  I  <<>  > 
reprend  sa  valeur  primitive. 

Considérons  maintenant  une  fonction  algébrique  s(J)  el  une 
intégrale  abélienne  de  première  espèce  /(J)  attachées  à  La  surface 
de  Riemann  Fj/';  quand  J  décril  un  contour  de  période,  s(J 
reprend  sa  valeur  primitive,  /(J)  s'accroîl  d'une  période;  si  donc 
on  regarde  maintenant  J  comme  une  fonction  de  w,  on  arrive  à 
cette  conclusion  que,  quand  w  va  d'un  point  à  un  point  équivalent 
relativement  au  sous-groupe  l'a,  3(w)  reprend  sa  valeur  primitive, 
et  j (a>)  varie  d'une  quantité  constante,  qui  ne  dépend  que  de  la  sub- 
stitution par  laquelle  on  passe  de  l'origine  du  chemin  décrit  par  to 
à  son  e\t rémité. 

Ainsi,  z(iù)  est  une  fonction  uniforme  de  w  qui  admet  toutes  les 
substitutions  du  sous-croupe  \\,  ;  c'est  une  fonction  modulaire  rela- 
tive à  ce  sous-groupe  :  c'est  une  fonction  modulaire  algébrique. 
La  l'on  et  ion  j  (w),  qui  est  finie  sur  toute  l.i  surface  de  Riemann,  el 
qui  varie  d  une  quantité  constante,  quand  on  effectue  sur  w  l'une 
des  substitutions  de  f»,  esl  dite  une  fonction  modulaire  transi  en- 
dante  relative  au  sous-groupe  \\y. 

Observons  enfin  que,  sur  la  surface  de  Riemann  1,/  .  .1  acquierl 
ul  lois  la  même  valeur;  supposons  que,  sur  cette  surface,  z  acquierl 
///  fois  une  même  valeur  quelconque;  alors  les  deux  fonctions 
et  .1  (o)  )  sont  manifestement  liées  par  une  équation  algébrique  irré 
ductible  de  degré  ul  par  rapport  à  .1  el  m  par  rapporl  à  : 

/(*,J)      o 

Toute  autre  fonction  modulaire  relative  au  sous-groupe  I  ,  esl 
exprimable  rationnellemcnl  en  (onction  de  :  cl  de  I.  el  I  équation 


336  PREMIÈRE  PARTIE. 

précédente  est  la  résolvante  de  l'équation  modulaire  qui  correspond 
à  la  fond  ion  modulaire  r. 

Le  choix  de  fonctions  algébriques  particulières  la  il ,  dans  l'étude 
des  surfaces  de  Riemann,  pour  les  trois  cas  dep  =  o,  /?  =  1  et 
p       i,  permet  de   toujours  ramener  la  résolvante  modulaire  à  la 

forme 

,1  :  j  —  !  :  i  =  <i>  :  \  :  m  . 

les  arguments  dc>  polynômes  <I>,  \.  M'  étanl  ces  (onctions  particu- 
lières. 

Les  considérations  précédentes  sonl  ensuite  développées  davan- 
tage pour  les  sous-groupes  symétriques,  les  sous-groupes  homo- 
logues cl  les  sous-groupes  invariants. 

Enfin  les  Chapitres  restants  sonl  consacrés  aux  applications; 
des  exemples  numériques  sont  complètement  traités,  dans  les  trois 
cas  de  p  =  o,  p  =  i  et  p  >  i . 

16.  Nous  n'avons  pu  donner,  dans  les  courtes  pages  qui  pré- 
cèdent, qu'une  idée  très  imparfaite  de  la  richesse  des  matières 
qu'embrasse  le  livre  de  M.  Fricke;  il  a  su  donner  à  la  pensée  de 
l'illustre  maître  de  Gœttingue,  un  développement  digne  de  son 
ampleur;  pris  dans  son  ensemble,  le  livre,  en  raison  du  nombre 
des  théories  qui  y  sont  complètement  étudiées  ou  simplement 
touchées,  représente  certainement  tout  un  vaste  côté  de  la  Science 
mathématique,  rendu  plus  intéressant  encore  par  le  caractère  des 
puissantes  méthodes  dont  il  est  pénétré,  caractère  qui  se  retrouve, 
à  des  degrés  divers,  dans  les  travaux  de  tous  ceux  qui  se  rattachent 
à  l'école  de  M.  Klein.  Il  sera  d'autant  plus  lu  et  goûté  en  France, 
que,  par  ses  magnifiques  travaux,  M.  Poincaré  s'étant,  d'un  seul 
coup,  élevé  jusqu'au  faîte  de  l'édifice  à  la  hase  duquel  sont  Les 
fonctions  modulaires  elliptiques,  l'étude  approfondie  de  celles-ci 
apparaît  bien  comme  le  meilleur  moyen  de  parvenir  jusqu'à  ces 
hauts  sommets.  I lr.\ia  Pun'.. 
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SUR  UNE  INTÉGRALE  D'EULER; 
Pau  M.   LERCH. 


L'Importance  que  joue  la  formule  d'Euler 

,aoa?«    i  dx  - 


I 


i  -f-  x  smai? 


justifie  d'en  chercher  une  démonstration  élémentaire  qui  D'em- 
prunté rien  à  des  théories  étrangères  au  Calcul  intégral.  A  cel  effet, 
je  suppose  a  réel  et  alors  contenu  entre  zéro  et  l'unité,  et  en  par- 


tant de  l'intégrale 


X   ~ 


eaiyza    i  f/z 


je  me  borne  d'abord  à  prouver  qu'elle  ne  dépend  poinl  du  para- 
mètre réel  cp  supposé  entre  o  et  27:.  Posons,  pour  abréger, 

/'(?,*)=  ^       ie^za   ■(       " ±'        X 

et  observons  que 

/'(?■  z)d*      <<""r</ 

où  La  différentielle  esl  prise  par  rapport  à  z.  Si  l'on  applique  la 
règle  (!<•  la  différentiation  sous  le  signe  somme,  on  ;i  évidemment 

,       •  (i  •  11 

ou  bien 

rfj 


d<a 


('-•'lie  équation   prouve  que  l'intégrale  .1  ne  varie  pas  ave< 
comme  nous  L'avons  affirmé.  Mais  La  rigueur  <'\IL:<,  une  considé- 
ration |)ln^  profonde  en  ce  qui  concerne  I  égalité  que  nous  venons 


(I  cm  |  ilt  »  \  ci 
(  a  | 
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f    f    f(»,z)dz=   f"  ±f(v,z)dz. 

Pour  l'établir,  décomposons  l'intégrale  en  la  série  suivante 

.1  -    (    f(tf,z)dz    -  V    f       f(ff,z)dz\ 


ii        (i 


les  termes  de  cette  série  sont  des  fonctions  continues  clc  la  va- 
riable ©,  supposée  entre  o  et  ait,  el  admettent  la  difîérenliation 
sous  le  signe  somme,  à  savoir 

£    /  /(?l  *)<**  =    /  /'(<?,  *)dz. 

Si  nous  prouvons  alors  que  la  série 

00 

s  =  y  f   f\<f,*)d* 


n—O 


est  uniformément  convergente  lorsque  m  esl  contenu  dans  un 
intervalle  (£,...,271  —  s),  on  s  est  une  quantité  positive  infé- 
rieure à  -  >  nous  aurons  l'égalité 

comme  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  concernant  la  diflfé- 
rentiation  des  séries,  et  puisque  la  série  S  n'est  autre  chose  que 
l'intégrale 


dx 


il  s'ensuit  que  l'égalité  (a)  sera  mise  hors  de  doute.  Or  la  con- 
vergence  de  la  série  S  découle  de  l'inégalité 


!/'(?,*)! 


:"  '  bt= 


<i 


cos 


é)2-hz2sin2e       0  :      ;  —  '"'-; 


qui  donne  en  efFel 


r"  a 

(7= 

1,  ■>,  \     I  !*COS 


I  —   I     .  • , .  -  ;  : 


,/, 
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ce  qui  prouve  que  les  modules  des  termes  de  l;i  série  S  sonl  infé- 
rieurs à  des  termes  correspondants  de  la  série 


00 

//     Il 


n-hl  /  „     i 

(I  Za 

dz 


V/l  — 2^COSS-»-^2  l~     2-5  COS 


(l 


:"      1 


y/i  —  i.z  COSS  -+-  Z1         '  —  2Z  rn"1  _r~  z' 


dz. 


termes  (jui  ne  dépendent  pas  de  'j.  La  convergence  de  S  esl  donc 
absolue  et  uniforme  par  rapport  à  »  ;  l'égalité  (a)  est  alors  établie 
el  le  raisonnement  développé  plus  haut  est  donc  Légitime. 

Cela  étant,  prenons  dans  l'intégrale  J  une  fois  cp  =  -  el  l'autre 


— 
;  nous  aurons 


/•"  z"-  '  ds        !««■«    r"  z"    '  dis 

J  =  eain    !         =  r'  /         — 

JQ        l  +  z  Jo       '-'- 

d'où 

f™  S*-*  dz  yu~     Ç*    Z"     I   rf* 


I  -+-  ^ 


En  égalant  les  parties  réelles,  nous  aurons 

Z'      I  ûfei  «Tt      /'X    3«      '  dz 


rx  z"  •  dz  <t-   /' 


ou  bien,  en  transformant  le  premier  membre  par  la  substitution 


rx  x*     '  ofe  «7t    /*"  ./•'    i  dx 

(  h  )  !         1  =  2  COS  / 


Si   nous  posons  alors 

'  ,/./■ 


i       c 


l'équation  (6)  s'écrira  sp  (  -   \  =  ^(a  I,  el  il  s  ensuil 

,(.)    fg)     p(f)     r(f)    -      H 


d  où  enfin 

a(a)       lim  .  (  —  ) 

■ 
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Si  la  fonction  tpi  a  \  esl  finie  el  continue  au  point  ci  =  o,  cette 
limile-ci  sera  évidemmenl  égale  à  p(o),  de  manière  que  nous 
aurons 

(C)  -J[  a  )  .      yi  ii  |. 

Mais  on  a 

Ç*  xa    [  dx        rl  xa    l  dx         r*  .r"    i  dx 

.(•'',"^-.C'< -^>- 

et'  qui  donne 

rx  .r"  w/./       i        rxx"dx  ^  r"  x*-1  dx 

Jq  1-hSP  a        J0      I  -h  a?         ,  /,  1  -h  ^ 

ou  bien 

Xa     '  c/./'  I 


Jo        l  ■+"  *  a 


en  représentai  par  /(a)  les  deux  autres  termes  qui  figurent  au 
second  membre  et  qui  sont  des  fonctions  finies  et  continues  au 
point  ((  ~  o.  Nous  aurons  alors 


sinflu  ...    . 

o(a)  = h  si n  a  -  /  (  a  >, 


ce  qui  met  en  évidence  la  continuité  de  la  fonction  <f(a)  au  point 
<7,  =  o  et  donne  en  même  temps  tp(o)  =  ,rc;   l'égalité  (c)  devient 

alors 

ou  bien 


/     T 

•    o 


./■  h  11/7- 


équation  à  laquelle  nous  sommes  ainsi  parvenu 

:■"    '  dz         7iert/(7t-?) 


/•"  za~i  dz     _  ne"1™-' 
i       i  —  ze  sinair 


/  — —        -,  0<  O     C  2TÎ 


esl  d'une  grande  importance,  puisqu'elle  donne  presque  immé- 
diatemenl  un  développemenl   bien  connu   qui  contienl  plusieurs 
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formules  fondamentales  de  l'Analyse  et  a  rendu  de  grands  sen  î< 
dans  quelques  belles  études  de  M.  Kronecker  ('). 
Celle  intégrale  peut  s'écrire  en  effet 

1  z"  -i  dz         r"  z«    '  dz 


r    z"   '  dz         r 
L     I  — ~Z  c'ï     '  /. 


i  —  zel(t 


ou,  en  transformant  le  second   terme  à  l'aide  de  la  substitution 


i 
—  i 


I      (  -K  -     "■    '"■■'    "..  )<U  =  ^~ 


f?        i  —  xe~l9 )  sin  a  ~ 

d'où  l'on  tire,  en  employant  les  développements, 


»  — i 

=    y  x'r  ■■■■ 


2 


i  —  xe*1?       m^  \  —  .rc  '? 

v     o 


la  formule  suivante 


n  —  1  //  —  1 


~r"'!"   y1       v^    ev'¥         v^   e    v  '  l"? 


SUia7t  *mà  a  -î-  y)  Jmmà  (( —  V  —  I 

V       il  v       0 


/*     /  .i''l  +  "     l  ('"''i  .r"     "  r 

J0     \    i  —  xe'?  i  —  ■'•<■   '<      ]" 


en  passant  à  la  limite  de  n  infini,  on  voit  aisément  que  la  dernière 
intégrale  disparaît,  de  sorte  qu'il  vient  l'équation  demandée 


A 


-,■<<•  ~     Ç)  x-,       r 


t 


Mil  (I  ~  *^      il  V 

V       —  ao 


qui  recevra  une  forme  plus  élégante  en  écrivant    >~  >//-. 

à  savoir 

ao 

où  il  liiui  ajouter  la  condition  nécessaire  »>  •     u  «     i . 

Dans  le  cours  de  la  démonstration,  nous  avons  supposé  qu  iussi 


(M   Voir  noire  remarque  publiée  dan»  l<   Journal  de   '/    /  \ 


M' 
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la  quantité  a  élail  réelle  el  entre  o  el  i,  mais,  puisque  les  deux 
membres  de  l'équation  (4)  sonl  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes de  a.  cette  équation  subsistera  pour  chaque  valeur  de  1  < * 
variable  com  plexe. 

Parmi  les  conséquences  auxquelles  conduil  la  formule  (4)  nous 
signalerons  là  suivante;  en  comparant  les  parties  réelles,  il  vient 

7tCOSaic(2M  —  l)  I  ^  1 <l  eus').  V  U  7t 


sm  a  - 


le  second  membre  étanl  uniformément  convergent  par  rapport  à  <v, 
il  est  permis  de  passer  à  Ja  limite  de  u  =  i,  ce  qui  donne 


-  cot  a  ~  = 


K^  •>■<< 


a       sis*  <i- 

V  =  I 


ou  hien 


7t  col  <t~  —    1 1 II  1 

n  —  *> 


1 


a  -+-  v 


2.   Cette  formule  conduit  aisément  à  la  formule  d'Euler 

z"1   -a     \ -     a 

(6)  / dz  —  tz  cotait', 

si  nous  voulons  l'obtenir  sans  employer  les  développements  en 
séries,  il  suffit  d'employer  la  formule  (2) 


r. 


3«-l  <£3  -,""'  "    ?> 


se'<P  sinait 


el  Ici  suivante,  qui  s'en  déduit  en  remplaçant  a  par  i  —  a9 

Z    "  <l: 


rm    z-*dz 


:r'(|     " 


-III  a  T. 


va\  retranchant ,  il  vient 


ry-  -"   1 -  n  — 

- ^—  dz  =  -.— —  I  (-"  '    f  —  <■'  '    "'  ~   v'  I  ; 
1  —  ze  sinau1 


ici  il  est  permis  de  passer  à  la  limite  de  a    =  0,  ce  «ju  1  donne 

•  '  --/    1 -  a 


1 


I  —  z 


il.  ■ 

-111  <i  r. 


■\T.   roi  ait 
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En  décomposant  l'intégrale  en 

el  en  écrivant  a  =  -  dans  la  seconde  partie,  nous  aurons 

z»1  xa-\  —  x-a 
I       ClX  =  2  ~  COt  rt  7T. 


i 

'0 


ce  < | ii i  est  bien  la  formule  (()). 

Une  seconde  voie  conduil  aussi  directemenl  aui  valeurs  des 
intégrales  (i)  et  (6).  L'intégrale  J  considérée  plus  haut,  qui  peut 
s'écrire,  comme  nous  avons  remarqué, 

J  =  e«'?   / : dx, 

,/0     \  i  —  are'?        i  —  xe    '?  ' 

;i  pour  valeur 

rx  x"   i  dx 

car  nous  avons  fait  voir  qu'elle  ne  dépend  pas  de  ^.  En  passant  à 
la  limite  de  cp  =  o,  on  trouve  après  une  digression  <|u<-  nous 
avons  développée  en  détail  dans  une  Note  tchèque  publiée  dans  le 
Casopis pro peslovani  Mathematiky  a  Fysiky,  que  I  'on  a 


/»    j'tt     i . ,•    a 

" X     x--r 


J  = 

<  )n  a  ainsi  l'égalité 

r*  ./•"  '  dx       ri  x"  >  — ./•   ' 

eain    /       —    /      

f  i  -+■  ./■  ./  i        ./■ 


-/. 


et  la  comparaison  des  parties  réelles  el   des  parties  imaginaire: 

don  ne 

/"  ./"    '  dx        /''  ./■     i 

COS«7t    /        / 


I  X  J 

Jr00  ./•"    '  dx 
l      

ce  <  |  h  i  donne  immédiatemenl  les  équations    i    el 


.1 
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supposant  que  c  soit  une  ligne  fermée.  La  correspondance  est  earactérisée  par 
la  fonction  \(x,r)  (fonction  caractéristique). 

Dans  la  première  Partie  de  son  Mémoire  il  étudie  quelques  opérations  du 
type  (i).  Dans  la  seconde  il  s'occupe  de  l'opération  (ij  en  général,  pour  le  cas 
où  \.(.v,_i-)  est  une  fonction  rationnelle,  et  la  courbe  c  est  une  circonférence, 
et  étudie  la  manière  de  varier  de  ^  lorsqu'on  fait  varier  x  dans  les  diverses 
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série  de  puissances  d'une  fonction  analytique.  Enfin  il  traite  le  problème  de 
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l'angle  zéro,  principalement  en  relation  avec  les  coniques  con- 
juguées. (753-772). 

La  théorie  des  polaires  inclinées  a  été  donnée  en  1878  dans  ce  Bulletin 
(2e  série,  t.  II)  par  M.  le  jjénéral  Dewulf,  alors  commandant  du  Génie.  La  po- 
laire inclinée  d'un  point  P  par  rapport  à  une  courbe  C"  de  l'ordre  n  et  pour 
l'angle  cp  est  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  sa  droite  polaire  p;ir  rapport  à  G" 
soit  inclinée  de  l'angle  o  sur  le  rayon  IM1. 

M.  Ruffini  se  borne  au  cas  des  coniques,  et  plus  spécialement  à  celui  de 
9  =  0,  ou  des  polaires  parallèles.  Il  donne  les  relations  entre  les  polaires  pa- 
rallèles prises  par  rapport  aux  coniques  de  certaines  séries,  les  relations  entre 
les  polaires  parallèles  par  rapport  à  des  coniques  conjuguées,  et  quelques 
autres  propriétés. 

Tome  VII;  1887-88. 

Razzaboni  (C).  —  Sur  la  manière  de  déduire  les  équations  - 
nérales  du  mouvement  des  fluides  et  celles  particulières  rela- 
tives au  mouvement  rectiligne  des  liquides.  I  j  1  -  r 

Saporetti  (A.).  —  Méthode  analytique  pour  développer  un  arc 
circulaire  en  (onction  trigonométrique  d'un  autre,  en  con- 
naissant le  quotient  de  leurs  tangentes  trigonométriques. 

62). 

Établissement  de  la  formule 

y  —  x  —  0  sinaa;-+-  £8'sin  \x  —  Jô1  sin6x-h. .., 

x  et  y  étant  deux  arcs  de  cercle,  et 


1  —  m 
8  =  , 

1  -t-  ru 

où 

tans  1 

'" 


Riccardi  1  /'.).  —  Sur  une  méthode  ancienne  pour  déterminer  le 
semi-diamètre  de  la  Terre.  (63-68,   1   pi.). 

1  si  1.1  méthode  de  Maurolicus  modifiée  par  W  right,  suivant  laquelle  on  dé- 
duit la  longueur  du  rayon  terrestre  de  la  dépression  de  l'horixon  .1  une  hauteur 
connue.  L'auteur  propose  d'employer  cette  méthode  dans  certaines  recherches 
pratiques  el  montre  aussi  comment  <>n  pourrait  s'en   servir  pour  déterminer 

les  ,i  jtes  du  sphéroïde  Lerrcst 


.s  SECONDE   PAKTIË. 

Daine  M  (Cf.).         Sur   le  mouvement   d  un    point  matériel  libre 
soumis  à  une  force  dirigée  constamment  à  une  droite  fixe.  (91- 

1  «»  1  1. 

La  vitesse  est  inversement  proportionnelle  .'1  l«i  distance  du  point  mobile  Ma 
la  droite  fixe  et  au  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  lJ  passant  par  celle  droite  et 
par  la  direction  de  la  force  fait  avec  la  normale  en  M  à  la  trajectoire. 

La  force  est  proportionnelle  au  sinus  de  l'angle  que  le  plan  I*  fait  avec  le 
plan  ôsculateur;  inversement  proportionnelle  au  rayon  de  courbure,  au  carré 
de  la  distance  du  point  mobile  à  la  droite  fixe  et  au  cube  du  cosinus  de 
l'angle  que  le  plan  i*  fait  avec  le  plan  normal  à  la  trajectoire. 

Pincherle   (S.).    —    Sur   la    transformation    de  Laplace   et   sur 
quelques-unes  de  ses  applications.  (  1 20- 1 43  ), 

C'est  la  transformation  suivante  par  laquelle  on  passe  dune  fonction  analy- 
tique quelconque  'f(y)  à   une  autre  f(x) 

f(x)  =   je'>  'i(y)  dy, 

l'intégrale  étant  étendue  à  une  ligne  du  plan  de  y.  L'auteur  considère  cette 
transformation  comme  une  opération  fonctionnelle  et  montre  qu'on  peut  en 
déduire  plusieurs  classes  de  fonctions  transcendenlales,  et  particulièrement 
de  fonctions  entières,  et  qu'on  peut  en  déduire  aussi  toute  la  théorie  de 
Ncumann  et  Heine  sur  les  fonctions  cylindriques. 

Beltranii  (/-•).  —  Sur  quelques  problèmes  de  propagation  de  la 
chaleur.  (291-326). 

L'auteur  étudie  le  cas  d'une  sphère  où  la  température  varie  par  couches 
concentriques.  Il  considère  une  fonction  L   définie  par  l'expression 


étanl 


l      :  I  Ar(Ç,ii,Ç)^(/',0—  y 

r*={x  -\Y+{y—yY+  (*  —  ;)', 


<7S  étant  un  élément  de  volume  autour  du  point  ';,  r,,  *  de  l'espace  d'intégra- 
tion S,  <•(  y  s  annulant  pour  /'  =  O.  En   prenant 

;s  r" 

(1)  <|«  =  rt~~ïe~wi, 

on  obtient  une  fonction 

satisfaisant  dans  tout  l'espace  à  l'équation  différentielle 

■  esl    la  fonction  qui   exprime   la   température   d'un   espace  indéfini    lorsqu'on 
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connaît  la  LempéraLure  initiale  en  chaque  point.  En  prenant 


t    *e     <«-'. 


qui  ne  s'évanouit  pas  pour  r      o,  on  a 


(3) 


I.  t      2 


%J 


je    ■■>"■/ 


rfS 


fonction  qui  ne  satisfait  à  l'équation  (2)  que  pour  les  point»  extérieurs 
Mais  on  peut  en  déduire  une  fonction  satisfaisant  a  (2)  en  tout  l'espace]  en 
étendant  l'intégrale  à  une  surface  quelconque  -.  Cette  fonction  correspond  à 
un  état  initial  où  la  température  est  supposée  nulle  dans  l'espace  limité  par  la 
surface  z.  C'est  sur  ccitc  seconde  fonction  que  l'auteur  s'appuie  plus  spéciale- 
lement  dans  ses  développements. 

Pour  le  cas  d'une  sphère,  il  trouve  que  l;i   température  d'un  point  intérieur 
est  donnée  par 

21tR       /•'î,/  '-- 

I         : /  r       <"■  l  do, 

l'\    t    • \\-r 

\\  étant  le  rayon.  /•  la  distance  du  centre  au  point  < sidéré  à  la  tempéra- 
ture initiale  étant  nulle  en  tout  point,  et  la  surface  limite  r  -  H  étant  main- 
tenue à  une  température  variable  suivant  la  loi 


■  r  r 

V  tJa 


•■^  _JL'_ 
e    '"'-'  do. 


L'auteur  se  propose  ensuite  un  problème  plus  général  :  déterminer  l'expres- 
sion 11  de  la  température  en  un  point  quelconque,  dans  l'hypothèse  que  la  tcui- 
pérature  à  la  surface  varie  avec  le  temps  suivant  une  loi  quelconque.  Il  trouve 

2R    /    r*       1         (R  -  /-i    I      ...    . 


u  = 


>\ 


(4) 


m  / 


1   / 

R   l   / 


K 


\a** 


dsh 


el  la  variation  de  la  température  à  la  surface  es!   vraiment    arbitraire,  puis 
qu'elle  est  représentée  par  l'expression 


(5) 


\    T.   ■         W  " 


"  \  ' 


renfermant  la  fonction  arbitraire  /.   Iprès  cela,  el   en  vue  des  applications  de 
la  formule  (  '|),  l'auteur  s'occupe  de  la  résolution  de  l'équation  fonctionnent 

par  rapport  ;'i  /';  c'esi -à-dire  que,  étant  donnée  une  fonction  l'(  /  |,  d  détermine 
la  forme  de  /  (  /  )  de  manière  à  avoir 


11 


/(O  /       fU       ~p)«      dt      1 
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Pour  cette  résolution,  qui  esl  bien  remarquable,  il  emploie  l'intégrale 

A'  I!'-  3 


«        f 


e   x—a    b—.r[(b  —  x)(x  —  a)]*dx, 


a  el  b  liant  des  constantes  réelles  (6>a),  el    \.   I!  des  constantes  réelles  et 
positives.  Par  une  méthode  1res  élégante,  il  obtient 

II  =  —    y—e       b-a    (b  —  a)    2, 

et,  en  appliquant  ce  résultat,  il  trouve  la  forme  cherchée  dcf(t) 

/(*)  =  F(  0  +  ±-    f  *  F  (t-£-)f  ne-»»  ds. 

Dans  ce  qui  suit  l'auteur  complète  la  solution  du  problème,  c'est-à-dire  la 
détermination  de  la  température  variable  à  l'intérieur  d'une  sphère  dans  les 
conditions  suivantes  : 

i°  Que  la  température  initiale  soit  nulle  en  tout  point; 

2°  Que  la  température  à  la  surface  varie  avec  le  temps  suivant  une  loi 
donnée  F(t). 

Puis  il  considère,  comme  application,  le  cas  où  F(t)  =  i,  et  le  cas  où  l'es- 
pace sphérique  a  une  température  initiale  G(r). 

Riccardi  (/*.).  —  Essai  d'une  bibliographie  euclidienne.  (/\o\- 
523). 

Première  Partie.  —  Euclide  et  ses  écrits. 

Deuxième  Partie.  —  Liste  chronologique  des  éditions  des  OEuvrcs  d'Euclide. 

Saporetti {A.).  —  Nouvelle  analyse  pour  démontrer  la  validité  de 
la  méthode  pratique  usuelle  des  imaginaires,  et  théorie  plus 
générale  que  celle  qu'on  donne  ordinairement,  sur  les  relations 
entre  les  coefficients  des  fonctions  algébriques  entières  à  une 
variable  et  les  facteurs  linéaires,  autant  fonctionnels  que  propres, 
des  équations.  (555-5^ i). 

Rujjîni  (JF.-P.).  —  Sur  quelques  propriétés  de  la  représentation 
sphérique  de  (  rauss.  (  66  i-68o). 

Les  propriétés  données  par  l'auteur  onl  trait  plus  spécialement  aux  courbes 
donl  les  tangentes  font  un  angle  constant  avec  les  tangentes  aux  points  corres- 
pondants de  leurs  images. 
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Tome  IX;  1888-89. 
Pincherle  (S.).  —  Sur  la  résolution  de  L'équation  fonctionnelle 

à  coefficients  constants.  (40-71). 

L'auteur  trouve 

dt 


ayant  pose 

k 

x 


/(a.)  =  y  J± 

J     v  '  /     j    rrtl  —  x 


0 

et 

Il  traite  aussi  d'autres  questions  qui  se  rai  tachent  à  ce  problème. 
Pincherle  (S.).  — Sur  la  résolution  de  l'équation  fonctionnelle 

EAv?(ar'+«v)=/(*)i 
à  coefficients  rationnels.  (  1 8  1-20  |  }. 

Dans  ce  second  Mémoire,  l'auteur  traite  le  problème  précédent  pour  le  cas  ou 

les  /tv  sont  des  fonctions  rationnelles  entières  de  x 

/h 

rt=o 

il  rencontre  dans  celte  élude  l'équation  différentielle  linéaire  à  coefficients 
transcendants 

m 
où  les  fonctions  7  el  /  proviennent  de  ce  qu'on  a  posé 

el  il  étudie  la  manière  dont  les  intégrales  «le  cette  cih.iIi.mi  se  comportent  à 
l'infini. 

Retali  \  \  .).        Recherche  sur  l'imaginaire  en  Géométrie 
■-;.   .   pi.). 


i  •  SECONDE  PARTIE. 

L'auteur  traite  quelques  problèmes  du  premier  <•(  du  deuxième  degré  où 
entrent  des  éléments  imaginaires  isolés.  Il  emploie  la  méthode  <l<-  Staudt  en  la 
rendant  plus  facile  par  la  considération  de  certaines  coniques  conjuguées. 

Riccardi  i/>.i.  —  Essai  (l'une  bibliographie  euclidienne.  (.'$21- 

343). 

Troisième  Partie.  —  Classification  des  éditions  euclidiennes  indiquées  dans 
la  liste  chronologique  {voir  ci-dessus). 

Donati  (L.).  —  Sur  le  travail  <le  déformation  des  systèmes  élas- 
tiques. (345-367). 

Ruffini  {h  .-P.).   —  Sur  quelques  propriétés  des  coniques  con- 
juguées. (499-536). 

On  dit  que  deux  coniques  sont  conjuguées  lorsque  l'une  est  sa  propre  polaire 
réciproque  par  rapport  à  l'autre.  Llles  ont  un  double  contact.  Si  A  est  le  pôle 
de  leur  corde  de  contact,  elles  sont  deux  coniques  conjuguées  par  rapport  au 
point  A  suivant  la  définition  que  nous  avons  reportée  ci-dessus  dans  la  revue 
du  t.  VII  (voir  Iietali).  L'auteur  démontre  analytiquement  plusieurs  propriétés 
relatives  à  ces  coniques. 

Pirondini  (67.).  —  Sur  les  enveloppes  de  plans  et  de  sphères. 
(64i-683). 

Saporetti  (A.).  —  Deuxième  méthode  analytique  pour  la  déter- 
mination de  l'équation  du  temps.  (685-68()). 

Razzaboni  (A.).  —  Sur  les  surfaces  sur  lesquelles  deux  séries  de 
géodésiques  forment  un  système  conjugué.  (765-776). 

M.  Razzaboni  donne  un  critérium  différent  de  celui  de  Voss  pour  reconnaître 
si  une  surface  a  la  propriété  énoncée  dans  le  titre  de  ce  Mémoire,  et  en 
l'appliquant  aux  surfaces  minima,  il  démontre  qu'il  n'y  a  que  l'hélicoïde  réglé 
qui  ait  cette  propriété. 

La  détermination  des  surfaces  ayant  la  propriété  en  question  se  réduit. 
comme  Voss  l'a  démontré,  à  l'intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  deuxième  ordre 

ô_  /M  1  — a\        d_  (M  i- V\  _ 
du\dv    1  -h  a/       Ov  \0u    i-t-A/ 

l'auteur  substitue  à  cette  équation  cette  autre  plus  facilement  intégrable 

à*  M         1     d*t    — 
M 


ou  dv       ~  <)"  dv 


REVUE   DES  PUBLICATIONS. 


i  ; 


JOURNAL  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  herausgegeben  von 
L.  Kronecker  und  K.  Weierstrass. 

Tome  C;   1887  (*  1. 


Kummer  (E.-E.).  —  De  generali  quadam  œquatione  diffe- 
rentiali  tertii  ordinis.  (1-9)- 

Ce  Mémoire  est  la  réimpression  d'un  travail  <|iu  a  paru  en  i83^  dans  l<-  Pro 
gramme  du  gymnase  de  Liegnitz,  et  qui   contient   déjà    le>   notions  fonda- 
mentales du  beau  Mémoire  de  ['auteur  sur   la  série  hypergéométriq fui  fui 

publié  en  i836  dans  le  tome  15  du  Journal  de  Crelle.  Jacobi  avait  établi  IV 
quation  différentielle  du  troisième  ordre  à  laquelle  satisfont   toutes   les  équa 
tions  modulaires  dans  la   théorie  des  fonctions  elliptiques.  En   observant   \f- 
propriétés  remarquables  de  cette  équation,  M.  Kummer  fut  engagé  à  considérer 
la  forme  plus  générale 


(1) 


d:z 

dz  dx' 


d*z 

dz  dx 


<;>   « 


où  Z  et  X  dénotent  des  fonctions  quelconques  de  x  et  c.  L'intégration   de 
revient  d'abord  à  celle  de  deux  équations  linéaires  du  second  ordre 


(2) 
(3) 


d'y 
dx1 


,+P%      V 


Iz1  dz 


où  //  el  P  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  d<-  ./•  el  3,  tandis  < j u <*  q  <-t  Q 
se  déterminent  [ >;i i-  le^  équal  ions 

,-$(,£     r      M.      Q      |(.£*P      «) 

Soient  cp(a?)  et  'f,(-/*)   deux   intégrales  particulières  de 
respectivement  de  ( 3) ;  alors  l'intégrale  de  (1)  sera 


(.(./•)     I. . 


el  l'on  aura  en  même  temps 


il  : 


L'auteur  en  Lire  deux  applications.  En  premiei  lieu,  il  pos 


\ 


1  -t-  x2 


/ 


1 
1 
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Dans  ce  cas  f(x)  et  »,(a?)  -oui  les  intégrales  elliptiques  complètes  de  pre- 
mière espèce,  respectivement  aux  i Iules  x  et  \i i —  x\  tandis  que  4/(c)  ct 

<^x  (  c  )  deviennent  l'analogue  pour  les  modules  transformés  z  et  \' \  —  z1,  cl  iv, 
qui  est  le  multiplicateur  de  la  transformation,  s'exprime  par  lu  relation 

z  (i  —  z1)  dx 

x(i  —  x1)  dz 
En  second  lieu,  on  a  mis 

Aar'-f-Bar  +  C  AV+B':;       « 

a;(i  —  a?2)  ,z(i  — s3) 

Les  équations  auxiliaires  (i)  et  ('2)  se  transforment  iei  en  équations  diffé- 
rentielles auxquelles  satisfont  les  séries  hypergéométriques;  l'intégration  de  (1) 

s'achève  donc  à  l'aide  de  ces  séries.  Enfin  l'auteur  s'occupe  de  quelques  cas 
particuliers  <>ù  l'équation  (1)  possède  des  intégrales  algébriques  en  nombre  in- 
fini. 

Kummer  (/:.-/:.).  —  Deux  nouvelles  démonslralions  des  lois 
générales  de  réciprocité  entre  les  résidus  et  non  résidus  des 
puissances  dont  le  degré  est  un  nombre  premier.  (10-00). 

Ce  travail  a  été  publié  en  1861  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences 
à  Berlin.  Pour  ouvrir  le  centième  volume  du  Journal  fiir  die  reine  und  an- 
gewandte  Mathematik,  avec  des  Mémoires  du  vieillard  vénérable  qui  en  a 
fait  une  gloire  des  plus  brillantes,  mais  qui  s'est  décidé  lui-même  depuis  plu- 
sieurs ans  à  mettre  fin  à  son  OEuvre  scientifique,  on  a  choisi  les  deux  Mé- 
moires dont  nous  venons  de  transcrire  les  titres,  comme  représentant  les 
branches  de  Mathématiques  qui  ont  été   le  plus  enrichies  par  ses  découvertes. 

Une  remarque  de  M.  Kronecker  (p.  16)  sert  à  élucider  un  raisonnement  qui 
pourrait  être  soumis  à  des  objections,  sous  la  forme  du  Mémoire  original. 

Il  ne  nous  a  pas  paru  nécessaire  d'analyser  en  détail  ce  travail  qui  a  paru. 
il  y  a  trente  ans,  dans  un  Recueil  académique  bien  connu. 

Hermite  (67*.).  —  Remarques  arithmétiques  sur  quelques  for- 
mules de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  (5 1-65). 

Soit  l7(n),  pour  tous  les  entiers  n  =  3  (  mod  4),  le  nombre  des  classes  de 
déterminant  — n  où  l'un  au  moins  des  coefficients  extrêmes  est  impair.  La 
première  remarque  se  rapporte  à  la  formule 


1 


v 


ri: —  =Vf(„)?ï", 

1   Ç"  Mmmd 


établie  par  M.  Hermite  dans  le  Mémoire  :  Sur  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques et  ses  applications  à  l'Arithmétique  [Journal  de  Liouville,  (2),  VII]. 
On  en  tire  une  expression  pour  la  somme  S  -  F(  3) -f- K(  7) -;-...-+- F(4w— ')• 
Leg  autres  remarques  concernent  l'application  à  l'Arithmétique,  d'autres  fonc 
tions  doublement  périodiques  de  troisième  espèce  d'où  il  résulte  une  expression 
intéressante  pour  le  nombre  des  décompositions  d'un  entier  en  trois  et  en  cinq 
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carrés.  La  considération  des  fondions  doublement  périodiques  de  troisième 
espèce  étend  donc  le  champ  des  applications  arithmétiques  qui  j  été  décou- 
vert  par  Jacobi  dans  le  «5  40  des  Fundarnenta. 

Lipschitz    (R.).    —   Sur  une   formule   de    M.    Hermite.    |  Extrait 
d'une  lettre  adressée  à  M.   Hermite).  ((')()--<>  \. 


a,(„)&î(o)  =.  +  V  -£^-  -iV 


où 


Conséquences  arithmétiques  de  la  formule 

7'      ;" 
■  1 

ao  as 

2r3(o)  =  >\/"\        2r0(o)      ^("  '  '  7    ' 

et  nouvelle   démonstration  de  relie  équation,  due   à    M.  Hermite,  à   l'aide  de 

considérations  ar itli m é tiques. 

Picard  (Emile).  —  Sur  les  surfaces  algébriques  donl   toutes  les 
sections  planes  sont  unicursales.  (71-78). 

Les  seules  surfaces  algébriques  dont  toutes  les  sections  planes  son!  unicur- 
sales sont  les  surfaces  réglées  unicursales  et  la  surface  du  quatrième  degré  de 
Steiner.  L'auteur  avait  énoncé  ce  théorème  et    indiqué  sommairement   la  dé- 
monstration en  1878  (Bull.  Soc.  Philom.).  Maintenant,  il  donne   tous  I 
veloppements  qu'il  a  f;iits  pour  le  prouver. 

Kronecker  (L.).  —  Un  théorème  sur  1rs  formes  discriminantes. 

(-9-8,.). 

i°  La  forme  discriminante  de  toul  genre  formable  des  différentes  racines 
d'une  équation  esl  contenue  dans  une  puissance  du  discriminant  de  l'équation 
même.  20  La  forme  discriminante  d'un  genre  ut  être  1  une  puis- 

sance assez  baute  pour  qu'elle  devienne  divisible  par  la  forme  discriminante 
de  tout  genre  formable  des  différents  conjugués  de  1.1. 

des  fonctions  entières  irréductibles  d'un  même  domaine  1  1  dont  les  coefficients 
des  puissances  les  plus  élevées  de  x  el  dej  sont  l'unité.  L'une  des  deux  équa- 
tions F  •'.  <i  0  ne  peut  devenir  réductible  après  l'adjonction  d'une  racine 
de  l'autre  que  lorsqu'un  certain  genre  de  fonctions  rationnelles  des  racines  de 
l'une  convienl  avec  un  genre  analogue  de  l'autre.  De  là,  \\  ^mt   :  La   forme 

discriminante  de   ee   genre  est  diviseur  emtnnun    d  ruinants   de    I     1  | 

de  G.  Ce  théorème  embrasse  comme  cas  particulier  la  proposition  :  le  fi 
de  ./•'"  —  1  qui  ne  s'évanouit  que  pour  les  m      '  racines  primitives  de  l'uni 
irréductible  quand   même  on   adjoindrait    nue  racine  d'une  équation 
cients  entiers  dont  le  discriminant  esl  premii  r  avec  m. 

Teixeira  (F.-G.\     -  Sur  un  théorème  de   M.   Hermile  relatif  à 
(interpolai  ion.  (  83  86  . 
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Généralisation  d'une  formule  de  M.  Hermite  publiée  dans  le  tome  L\\\l\ 

du  môme  journal. 

Cayley  (t.).  — -  Note  sur  une  formule  relative  à  la  valeur  zéro 
d'une  fonction  thêta.  (87-88). 

Lipschitz  (  A\).  —  Contribution  à  la  théorie  du  mouvement  d'un 
fluide  élastique.  (8()-i  20). 

Dans  le  Mémoire  sur  la  propagation  d'ondes  planes  aériennes  à  amplitude 
Unie  d'oscillation,  Riemann  a  indiqué  une  méthode  par  laquelle  le  système 
d'équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles,  qui  régit  le  mouvement  d'un 
fluide  élastique,  revient  à  un  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  par- 
tielles et  s'intègre  complètement  pourvu  que  le  mouvement  initial  ait  partout 
la  même  direction  et  que  la  vitesse  et  la  pression  soient  constantes  en  toute 
direction  normale  à  celle-là.  Le  mouvement  dont  l'étude  a  ainsi  réussi  avec  un 
si  brillant  succès  est  tel  que  le  régime  hypothétique  de  l'état  initial  du  fluide 
se  maintient  pendant  la  durée  du  mouvement.  En  se  mettant  sous  ce  dernier 
point  de  vue,  AI.  Lipschitz  a  été  conduit  à  étudier  les  conditions  d'un  mou- 
vement plus  général  d'un  fluide  élastique.  Partageons  par  un  faisceau  de  sur- 
faces l'espace  occupé  par  le  fluide,  supposons  que  la  vitesse  initiale  soit  dirigée 
partout  normalement  aux  surfaces,  de  plus  que  la  pression  et  la  vitesse  ne  va- 
rient qu'en  passant  d'une  surface  à  une  autre,  enfin  que  le  même  régime  se 
111,1  intienne  pendant  la  durée  du  mouvement.  La  discussion  du  système  corré- 
latif d'équations  aux  dérivées  partielles  fait  voir  que  les  surfaces  du  faisceau 
demandé  doivent  être  des  surfaces  parallèles  et  en  même  temps  des  surfaces  de 
niveau,  et  encore  qu'il  est  permis  d'admettre  une  force  accélératrice  dépen- 
dante d'une  fonction  de  force  qui  ne  change  pas  de  surface  à  surface.  Une 
considération  poursuivie  révèle  que  la  double  condition  imposée  au  faisceau 
de  surfaces  est  seulement  satisfaite,  si  chacun  des  deux  rayons  de  courbure 
principale  est  constant  dans  tout  point  d'une  même  surface.  Après  cela,  il 
n'existera  que  trois  faisceaux  différents  de  surfaces  conformes  aux  exigences  du 
problème  :  le  faisceau  de  plans  parallèles  adopté  par  Riemann,  un  faisceau  de 
cylindres  coaxiaux    à  base   circulaire  et   un   faisceau    de   sphères  concentriques. 

Les  systèmes  de  deux  équations  non  linéaires  aux  dérivées  partielles,  qui 
appartiennent  aux  trois  hypothèses  signalées  tout  à  l'heure,  peuvent  être 
réunis  sous  une  forme  unique  où  il  faut  attribuer  l'une  des  valeurs  r,  :>,  3  à  un 
nombre  indéterminé.  Encore  ces  trois  systèmes  sont-ils  remarquables  par  dif- 
férentes propriétés  communes.  On  parvient  à  trouver  des  cas  où  il  est  possible 
de  les  réduire  à  un  système  d'équations  linéaires  aux  différentielles  partielles  : 
a  cet  effet,  on  étudie  les  conditions  qui  laissent  la  densité  invariable  en  tout 
lieu  pendant  le  cours  du  mouvement,  Pour  un  faisceau  de  plans  parallèles,  ce 
régime  esl  possible  quand  il  n'y  a  pas  (le  force  accélératrice  (hypothèse  de 
Riemann),  ou  quand  la  force  actuelle  esl  constante  et  normale  aux  plans  pa- 
rallèles, telle  que  la  gravité  par  rapporl  a  un  faisceau  de  plans  horizontaux. 
1  e  dernier  problème  a  tait  l'objet  des  études  de  MM.  Guldberg  et  Mohn  (Pro- 
g ranime  de  l'Université  de  Christiania,  is;*»j-  Pour  un  faisceau  de  surfaces 
cylindriques  coaxiales  ainsi  que  de  surfaces  sphériques  concentriques,  on  peut 
.1 11  ~s  1  achever  la  réduction  mentionnée,  en  adoptant  la  loi  de  Mariotle  et  en 
faisant  certaines  hypothèses  sur  la  nature  de  la  force  accélératrice. 
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Kônigsberger  {Léo).  —  Démonstration  de  l'impossibilité  de 
l'existence  d'un  autre  théorème  fonctionnel  <ju<'  de  celui  d'AbeJ. 
(i2i-i36). 

D'après  le  théorème  d'Abel,  un  nombre  arbitraire  d'intégrales  de  fondions 
algébriques  peut  être  réuni  en  un  nombre  Gxe  d'intégrales  de  même  nature 
dont  les  limites  se  composent  algébriquement  des  limites  des  intégrales 
données,  et  pour  les  fonctions  à  une  ou  à  plusieurs  variables,  qui  résultent  <b- 
l'inversion  de  ces  intégrales,  les  théorèmes  d'addition  découlent  immédiate- 
ment de  ce  théorème.  Dans  l'étude  des  intégrales  d'équations  différentielles 
algébriques  et  des  fondions  inverses  de  celles  ci,  c'est  une  question  importante 
que  d'apprendre  s'il  existe  pour  elles  un  théorème  fonctionne]  analogue.  Vprès 
avoir  terminé  les  investigations  auxiliaires  dans  ses  travaux  antérieurs  publiés 
dans  le  même  recueil  périodique,  dans  les  icta  mathematica,  et  dans  le  Livre  : 
Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Théorie  der  Diffèrentialgleichi 
{y oit  Bulletin,  VII,,  p.  5-i4)>  l'auteur  abord»;  maintenant  la  question  princi- 
pale qu'il  énonce  dans  ces  expressions  :  «  V  a-t-il,  outre  les  intégrales  de 
fonctions  algébriques  et  leurs  inverses,  encore  d'autres  fonctions  dont  les  va- 
leurs, pour  n  arguments  indépendants  l'un  de  l'autre,  -ont  en  liaison  algé- 
brique avec  moins  de  n  valeurs  de  ceite  même  fonction  pour  des  arguments 
dépendant  algébriquement  de  ces  //  variables  <•!  avec  ces  arguments  mèm 

L'élude  de  celle  question  s'étend  d'abord  aux  fonctions  d'une  variable,  puis 
aux    fonctions  de    plusieurs   variables.  I.a    suite   et    lin    du  travail  .1  été  il 
dans  le  tome  CI  du  même  journal  nu  l'auteur  parvient  a  la  conclusion         l    - 
-rulcs  fonctions  pour  lesquelles   il    existe  des   théorèmes  fonctionnels  dans  le 
sens  indiqué  ci-dessus  sont  les  intégrales  abéliennes  el  leur»  fonctions  m\<!~ 
ainsi  que  les  fonctions  qu'on  en  déduit  p. n-  des  transformations  algébriques. 
Celle  importante  élude  a  été  publiée  en  même  temps  en  entier  .1  l'occasion  du 
retour  du  centenaire  de  la  fondation  île  l'I  niversité,  i\  Heidelberg,  en  1886.  I  n 
résumé  succinct  se  trouve  dans  les  sitzun gsberichte  der  mathematisch  j>h\- 
sikalischen  filasse  (1er  k.  bayer.  Akad.  <l     il  iss.,  Hefl   l\  :  i885. 

Helmhollz  (//.  von). —  Sur  l'importance  en  Physique  du  prin- 
cipe de  la  moindre  action.  (i.>--i(><>,  3i3-  \  \   . 

Soient   : 

I''  l'énergie  potentielle  d'un  système  matériel; 

l,  -.1  force  vive; 

E  son  énergie  totale. 

Alors  on  a 

E       F   1-  L        ci         II       I        I. 

Il  (la  fonction  principale  de  Hamillon  1  sera  la  fonction  dont  l'intégrale,  pi 

suivant   le   temps,   deviendra   minimum   cuire    les    positions   limites    pour  le   mOU 

vemenl  normal.   Celte  fonction  est   i\^^ mée  potentiel  cinétique 

terme,  M.  von    Helmholtz  énonce   le   principe  df  la   moindre   action  dans 
mois  :  ,,  1,1  valeur  moyenne,  cali  ulée  pour  des  éléments  1  Baux   'le  t<  mps, 
potentiel  cinétique  est   minimum  dans  la  trajectoire  .><  luelle  du   sysl<  n 
pecti vemenl  une  valeur  limite  pour  de-  routes  plus  longui 

/in//,  des  Sciences  mathém  .    ■    série,  1    \\i      lanviei      *  ■•  R 
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de  tous  chemins  voisins  qui  mèoent  dans  la  même  (lune  de  temps  Je  la  posi- 
tion initiale  à  la  l'unie  ».  Dans  le  cas  du  repos  l'énergie  potentielle  doit  donc 
être  simplement  un  minimum  pour  l'équilibre. 

L'introduction  du  Mémoire  serl  à  mettre  en  évidence  l'importance  fonda- 
mentale du  principe  de  la  moindre  action  pour  les  branches  diverses  de  la 
Physique.  \<>us  lui  empruntons  ce  passage  :  «  A  l'heure  que  nous  sommes,  il 
est  déjà  très  probable  qu'il  faut  considérer  ce  principe  comme  la  loi  générale 
île  to(i>  les  procès  réversibles  «le  la  nature,  et,  quant  aux  irréversibles  tels  que 
la  génération  et  la  conductibilité  de  la  chaleur,  leur  irréversibilité  ne  semble 
pas  dériver  de  la  nature  de  la  chose,  mais  plutôt  de  la  défectuosité  de  nos 
moyens,  de  l"i m p< »>>i bilité  où  nous  sommes  de  remettre  eu  ordre  des  mouve- 
ments d'atomes  dérangés,  ou  de  faire  exactement  rétrograder  le  mouvement 
de  tous  les  atomes  qui  exécutent  le  mouvement  calorique.  » 

Dans  le  s$  l,on  a  développé  le  théorème  du  minimum  pour  le  potentiel  ciné- 
tique, en  laissant  la  plus  grande  liberté  possible  à  la  fonction  H,  et  l'on  en  a 
déduit  les  équations  dynamiques  de  La  grange.  On  a  discuté  les  éliminations 
par  lesquelles  ces  formes  plus  générales  peuvent  aussi  se  produire  pour  des 
systèmes  de  corps  pondérables. 

Dans  le  §  1,  la  constance  de  l'énergie  se  tire  de  notre  forme  du  principe,  et 
l'on  apprend  à  calculer  la  valeur  de  l'énergie  de  la  valeur  du  potentiel  ciné- 
tique, à  savoir 


ou  les  q    dénotent  les  vitesses.  Tout  à  la  fois  il  résulte  que  l'inverse  n'est  pas 

vrai  en  tout  cas,  c'est-à-dire,  lorsque  la  constance  de  l'énergie  est  assurée,  le 
principe  de  la  moindre  action  n'a  pas  toujours  lieu.  Ce  dernier  principe  affirme 
donc  plus  que  le  premier,  et  ce  sera  notre  tâche  de  trouver  ce  plus  de  chose 
qu'il  affirme.  En  même  temps,  on  entre  dans  le  détail  de  quelques  procès  de 
Mécanique  et  de  Physique  pour  être  à  même  de  les  avancer  comme  exemples 
explicatifs,  aussi  bien  pour  le  contenu  des  deux  premiers  paragraphes  que 
pour  celui  des  suivants,  et  d'illustrer  ainsi  la  portée  du  principe. 

Le§3  s'occupe  du  problème  inverse  de  déduire  11  de  E.  V  cet  effet,  il  faut  re- 
courir à  l'intégration  de  l'équation  différentielle  donnée  ci-dessus,  et  ce  procédé 
introduit  des  constantes  arbitraires  d'intégral  ion  qui  doivent  être  des  fonctions  ho- 
mogènes linéaires  des  q     Cette  démarche  aura  son  importance  en  tant  qu'il. sera 

alors  possible  de  trouver  le  potentiel  cinétique  et,  par  conséquent,  l'ensemble 
des  lois  dynamiques  du  système  quand  on  connaît  complètement  la  dépendance 
où  est  l'énergie  des  coordonnées  et  des  vitesses,  supposé  que  le  principe  de  la 
moindre  action    ait    lieu.    Les    termes  linéaires  dans  les  q  ,  qui  correspondent  à 

des  mouvements  latents,  pourronl  être  trouvés  le  plus  souvent  sans  difficulté 
sensible. 

Le  §  i  serl  à  étudier  les  relation-  mutuelles  entre  les  forces  que  le  système 
exerce  a  la  fois  suivant  des  directions  différentes,  et  ses  accélérations  et  vi- 
tesses. Ces  m- 1,1 1  mu-,  embrassent  une  -mie  des  Maisons  les  plus  intéressantes  de 
phénomènes  en  Physique,  telles  que  celles  entre  les  lois  électromagnétiques  el 
électrodynamiques  d'Ampère  d'une  pari,  et  la  loi  d'induction  de  l'autre;  une 
de  lois  thermodynamiques,  telle  que  la  relation  entre  l'augmentation  par 
»le\ation  (le  température,  de   la   pression  d'une  masse  renfermée  et   l'élévation 
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de  la  température  par  compression;  le  régime  corrélatif  dans  les  procès  ther- 
mo-électriques et  électrochimiques.  Réciproquement,  on  peut  aussi  démontrer 
que  le  principe  de  la  moindre  action  a  toujours  lieu  quand  il  subsiste  les  rela- 
tions mutuelles    des   forces  énumérées   au  §  4.   Mais  cette  démonstration   a 
réservée  à  une  nouvelle  communication. 

Dans  le  §  5,  on  a  résumé  succinctement  les  théorèmes  de  Hamilton  pour  la 
forme  générale,  et  dans  le  §  G  on  a  donné  les  lois  de  réciprocité  qui  en  dé- 
coulent pour  les  changements  des  mouvements  direct  et  rétrograde  par  suite 
de  petites  impulsions  après  l'écoulement  d'un  temps  déterminé.  Les  récipro- 
cités que  l'auteur  a  signalées  lui-même  pour  le  son  et  la  lumière  dans  des 
travaux  antérieurs  y  sont  aussi  comprises. 

Enfin,  dans  le  §  7  on  introduit  les  moments  de  mouvement  au  lieu  des  vi- 
tesses; de  là,  il  résulte  une  autre  forme  du  problème  de  variation  et,  outre  les 
représentations  changées  connues  des  valeurs  des  forces,  une  autre  loi  de  ré- 
ciprocité du  mouvement  direct  et  rétrogarde. 

Thomê  (L.-7F '.).  —  Sur  la  convergence  et  divergence  de  la  série 

potentielle  sur  le  cercle  de  convergence.  (167-178). 

GO 

Soit  V(x)  =  7  caxa  une  fonction  possédant  un  nombre  Gni  de  points  sin- 
1 
guliers  sur  le  cercle  de  convergence  et  qu'on  peut  continuer,  comme  fonction 
analytique  uniforme  et  continue,  au  delà  du  cercle  de  convergence  dans  un 
domaine  fini  qui  ne  contient  pas  de  points  singuliers.  Supposons  de  plus  que, 
dans  le  voisinage  d'un  de  ces  points  critiques  [a  I,  la  fonction  possède  un  déve- 
loppement sous  la  forme  d'une  intégrale,  dépendant  de  x  a.  d'une  équation 
différentielle  linéaire  et  homogène.  Mors,  si,  dans  les  développements  autour 
des  points  singuliers  du  cercle  de  convergence,  la  partie  réelle  la  plus  basse  de 
l'exposant  de  a? — a  est  supérieure  à  — 1,  la  série  potentielle  convergera  vers 
la  valeur  de  la  fonction  génératrice  dans  tous  les  points  non  singuliers  du 
cercle  de  convergence  et  dans  ceux  d'entre  les  points  singuliers  où,  après  le 
retranchement  du  terme  constant  du  développement,  la  partie  réelle  de  I 
sant  x  —  a  est  plus  grande  que  zéro. 

Quant  à  la  divergence,  on  trouve  cette  proposition  :  «  Si  dans  le  voisinage 
d'un  point  a  du  cercle  de  convergence,  F(x)  .1  un  développement  sous  ta 
forme  d'une  intégrale  régulière,  dépendant  de  x  a,  d'une  équation  di 
tielle  homogène  et  linéaire  où  la  partie  réelle  la  plus  basse  de  l'exposant  est 
inférieure  ou  égale  à  —  a,  tandis  qu'il  n'esl  pas  nécessaire  de  faire  une  suppo- 
sition sur  la  marche  de  I'' ( x .)  tendant  vers  d'autres  points  du  cercle  de  con- 
vergence, le  module  du  terme  général  de  la  série  ne  restera  pas  fini  sur  le 
cercle  de  convergence  et  la  série  divergera  donc  dans  tous  les  points  de 
cercle.  »  Ces  théorèmes  de  convergence  et  de  divergence  ont  encore  lieu  pour 
lea  cercles  de  convergence  d'un  domaine  entre  deux  cercles  concentriques  où  il 
subsiste  le  dè\  eloppemeu  1 


(a?)      V  ,-.,•      V  , v/  > 


rrobemtts    (G»)>   -       Nouvelle    démonstration    du    lliéorènit 
Svlow.  (1  -p,  181), 
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Si  l'ordre  d'un  groupe  esl  divisible  par  l;i  puis--. mec  p*  d'un  nombre  pre- 
mier/7, le  groupe  contient  lui-même  un  sous-groupe  d'ordre  p*.  M.  Frobenius 
démontre  ce  théorème  par  un  procédé  élémentaire  1res  simple;  il  achève,  par 
la  voie  de  l'induction,  son  raisonnemenl  en  deux  pages. 

Stem    (.1/.-./.).    —    Quelques  observations   sur   La   congruence 
^— ^  =  a(mod.  p).  (182-188). 

L'auteur  démontre  quelques  propositions  ducs  à  Eisenstein  età  M.  Sylvestcr, 
en  développe  certaines  modifications  et  montre  le  lien  qui  les  attache  l'une 
à  l'autre. 

Fuchs  (/>•).  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires 
du  second  ordre.  (189-200). 

Soient  dans  la  surface  de  Riemann  définie  par  l'équation  algébrique  irréduc- 
tible F(s,z)  =  o,  J\s.  s)  el  ce  (  s,  z)  des  Fonctions  du  lieu  formant  un  système 
fondamental  d'intégrales  de  l'équation 

(.)  ^H-G(*,*)^-hH(f,*)jr=0, 

où  G  cl   II   désignent  des   fonctions  rationnelles  des  et  z.  Il  s'agit  de  déter- 
miner   les  conditions  en   vertu  desquelles  les  deux  équations,  à  signes  coins 
pondants 

/(*„  s,)  dzi±f{Ss  zj  dza  =  o,        y(st,  zj  dzt±  ip(*z,  za)  dz3—  0, 
sont  satisfaites  simultanément  par  chaque  couple  de  points  liés  par  l'équation 

/(*,!*,)?(*,»*»)—/(»,»*,)  <P(»l1*l)    =°- 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  sont  celles-ci  :  I.  Si  le  genre/?  de 
F(s,a)  =  0  est  supérieur  à  zéro,  il  faut  que  la  surface  correspondante  de 
Riemann  soit  représentable  sur  une  surface  de  Riemann  à  deux  feuilles  par 
une  substitution  rationnelle  et  uniformément  réversible,  de  telle  sorte  que 
l'on  a 

z  -+-  <|/,[a,  v  S  (u)],      s=  4»2[m,  ^(tc)],      u  =  vtl{ê,  -s),       ^S(tf)— &>,(»,  «)i 

où  //;  dénote  une  fond  ion  uniforme  du  quotient  t  de  deux  intégrales  formant 
un  système  fondamental  de  l'équation  différentielle  que  l'on  obtient  parla  sub- 
stitution appliquée  à  (1)  ;  S(  u  )  est  une  fonction  rationnelle  entière  de  u  ci  y,. 
-  .  —  sonl  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments.  Enfin,  les  coeffi- 
cients de  l'équation  différentielle  sont  tenus  ;'t  remplir  deux  équations,  don!  la 
forme  change  à  mesure  que  u  est  fonction  uniforme  ou  bi forme  de  ~.  —  II.  Si  l'on 
;i  [>  o,  l'équation  ;'i  coefficients  rationnels  en  t,  transformée  de  (1)  parla  sub- 
stitution x  =  e,(0,  *  ~  6»(0»  ('°''  jouir  de  la  propriété  que  t-  soit  une  fonc- 
tion uniforme  du  quotienl  de  deux  intégrales  formant  un  système  fondamental. 
Enfin,  si  l'on  fail 

I  (I  z  rfs   (  I  ) 

|Gl  v:>^         ||(0,  '''  *i  O        »(/).  \u    :    =«.(0. 


^t    fa^C- 
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il  faut  que  les  équations  aient  lieu 

v  '        l      '       dt   Y  •;(*)  n(o        .e't(-o  | 

Boltzmann  (Ludwig).  —  Sur  les  analogies  en  Mécanique  de  la 
deuxième  loi  de  la  Thermodynamique.  (201-212). 

Parmi  tous  les  systèmes  purement  mécaniques  pour  lesquelles  il  subsiste 
équations  analogues  à  celles  qui  résultenl  de  la  deuxii  me  loi  de  la  Thermodyna- 
mique, les  systèmes  traités  par  .Maxwell  et  M.  Boltzmann  semblent  jouer  le 
rôle  le  plus  important.  L'analogie  avec  les  équations  thermodynamiques  ne 
subit  pas  d'exceptions  pour  tous  ces  systèmes,  et  la  plupart  des  autres  systèmes 
qui  montrent  une  analogie  indubitable  sous  des  formes  réalisables  en  Méca- 
nique, s'arrangent  comme  cas  spéciaux  sons  ceux  considérés  par  les  deux 
savants.  Dans  son  dernier  travail  sur  ce  sujel  (Bulletin,  \l\  .  p.  19),  M.  Boltz- 
mann n'avait  fait  qu'énoncer  le  théorème  le  plus  général  relatif  à  la  transfor- 
mabilité  de  l'énergie  intérieure  en  travail  extérieur  de  ces  systèmes.  Il  comble 
maintenant  cette  lacune  en  le  prouvant. 

Menais  (F.).  —  Démonstration  du  théorème  qui  dit  que  tous  l<i- 
invariants  et  covariants  d'un  système  de  formes  binaires  sonl 

des  fonctions  entières   d'un  nombre  fini   de   formations   <!<•  ce 
i;cnre.  (223-23o). 

Démonstration  générale  et  indépendante  des  auxiliaires  des  symboles. 

Scliroeier  (//.).  —  Sur  le  pentaèdre  et  l'hexaèdre  el  la  configu- 
ration kummérienne  liée  avec  eux.  (  23i-25n 

Les  (ignres  étudiées  par  M.  Schroeter  sont  formées  par  cinq  ou  six  plans 
généraux,  c'est-à-dire,  tels  que  trois  quelconques  d'entre  eux  ne  passent  pas  par 
la  même  droite,  ni  quatre  par  un  même  point  :  il  s'agit  de  trouver  les  rela 
lions  générales  qui  subsistent  entre  les  éléments  de  ces  figures,  nomm 
allemand  Fùnfjlach  et  Sechsflach,  termes  que  non-  avons  simplement  traduits 
en  nous  servant  des  notations  évidemment  équivalentes  de  pentaèdre  et 
hexaèdre. 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  tome  L\\\\  l  du  même  Journal,  M.  Reye  .1  déjà 
enseigné  à  déduire,  par  une  voie  synthétique,  la  construction  qui,  partant  de 
six  points  quelconques  de  L'espace,  ment'  à  la  configuration  remarquable  des 
seize  points  nodaux  el  des  seize  plan-  singuliers  d'une  surface  kummérienne 
de  quatrième  degré,  relation  qui  a  été  signalée  pour  la  première  fois  par 
M.  Weber  dans  le  tome  IAW1Y  du  même  Journal  [voir  Bulletin,  1  1),  Ul  , 
p.  n,!,  el  (2),  i\  .  p.  ï  '  |.  La  déduction  de  M.  Reye  repose  sur  les  propriétés 
d'un  système  nul  de  l'espace  et  m-  lai>-<-  rien  à  désirer  de  la  part  d<-  r.  I.  g 
ci  (\t-  la  brièveté;  cependant  la  construction  «die  même  <-«.t  d'une  nature  tout 
a  fait  élémentaire:  on  pourra  donc  s'attendre  à  la  tirer  d  -  élémen- 

taires de  l.i  Stéréométrie,  ^.m>  en  appeler  aux   propriétés  plus  reculées  d'un 
système  uni.  Tel  est  le  but  des  investigations  de  M.  Sch  t,  en  effet,  sa 

méthode   élémentaire  el    génétique    réussit    a  faire   ressortir  la   configuration 

/.'////.  des  Sciences  mat  hem  .1    \\i    (Février  is  R 
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complète  de  l'espace  sous  sa  forme  définitive,  clic  en  montre  le  caractère 
dualiste  et  (-(induit  à  quelques  propriétés  du  pentaèdre  et  de  l'hexaèdre  (de 
même  qu'à  celles  des  figures  dualistes)  qu'on  ne  semble  pas  encore  avoir 
énoncées. 

Hermès  (O.).  —  L'hexaèdre  général.  (258-285). 

L'hexaèdre  de  l'auteur  se  compose  de  six  plans  quelconques  :  en  les  combi- 
nant, une  fois  pour  toutes,  deux  à  deux,  on  obtient  trois  couples  de  plans 
opposes.  Prenons  deux  couples  de  ces  plans  opposés  et  nous  aurons  un  té- 
traèdre :  deux  de  ses  arêtes  opposées  sont  les  intersections  des  couples  de 
plans  opposés,  les  deux  autres  couples  d'arêtes  opposées  sont  en  même  temps 
arêtes  opposées  de  l'hexaèdre.  Il  y  a  ainsi  trois  tétraèdres  latéraux  contenus 
dans  l'hexaèdre.  L'auteur  étudie  les  relations  entre  la  position  des  arêtes  et 
des  diagonales  de  l'hexaèdre,  et  la  liaison  des  tétraèdres  latéraux  avec  la  ligure 
générale.  L'investigation  n'embrasse  pas  les  cas  particuliers  où  l'un  de  ces 
tétraèdres,  ou  deux  ou  tous  les  trois  se  réduisent  à  des  points.  Pour  ces  ques- 
tions spéciales,  l'auteur  renvoie  à  un  Mémoire  publié  comme  programme  du 
Kollnischen  Gymnasium,  à  Perlin  (1886).  Enfin,  M.  Hermès  attire  l'attention 
des  géomètres  sur  un  Mémoire  de  l'année  i858  (tomcLVI  du  même  Journal) 
où  il  a  signalé  l'homologie  quadruple  des  tétraèdres  diagonaux  d'un  hexaèdre 
dont  les  couples  de  plans  opposés  se  coupent  suivant  des  droites  d'un  plan. 
Cette  recherche  a  échappé  à  M.  Stéphanos  lorsqu'il  créa  le  nom  de  systèmes 
desmiques  de  trois  tétraèdres  [Bulletin,  (2),  IIf1,  p.  42/iJ- 

Caylcy  (A.).  —  Note  sur  la  théorie  des  équations  différentielles 

linéaires.  (286-290). 

1    dy 
L'auteur  introduit  la   nouvelle  variable  z  =  —  -—-  et  cherche  le  dévcloppe- 

y  dx 

ment  en  séries  des  m  intégrales  de   l'équation   transformée,  mais  il  ne  prend 

pas  soin  de  discuter  la  convergence  de  ses  séries.  Les  résultats  ne  sont  donc 

pas  à  l'abri  de  toute  objection. 

Weingarten  («A).  —  Sur  les  déformations  d'une  surface  flexible 
et  inextensible.  (296-810). 

Dans  le  tome  XXII  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  d'Irlande  (i853), 
M.  Jellett  a  fait  une  belle  remarque  sur  les  déformations  des  surfaces  :  une 
surface  Qexible  et  inextensible,  dont  la  mesure  de  courbure  est  partout  posi- 
tive,  n'esl  pas  déformable  quand  on  fixe  dans  elle  invariablement  un  segment 
d'une  courbe,  tandis  qu'une  surface  dont  la  mesure  de  courbure  est  partout 
négative  permet  d'être  déformée  après  la  fixation  d'une  de  ses  lignes  asym- 
ptotiques.  Mais  le  raisonnement  de  Jellett  n'est  pas  concluant,  et  l'argumen- 
tation de  M.  Lecornu  {Journal  de,  l'École  Polytechnique,  Cahier  \L\III), 
qui  >ert  à  développer  quelques  propriétés  géométriques  de  la  déformation, 
n'esl  pas  non  plus  exempte  des  mêmes  inexactitudes.  Car  on  peut  envisager 
les  déformations  infiniment  petites  d'une  surface  sous  deux  points  de  vue  dif- 
férents donl  le  premier  est  plus  \a<tc  et  embrasse  le  second,  nuis  non  réci- 
proquement. C'esl  pourquoi  l'auteur  s'esl  proposé  de  développer  les  théorèmes 
de  Jelletl  en  prenant  un  autre  point  de  départ  que  la  notion  des  déformations 
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infiniment  petites.  Dans  cette  occasion  il  tire  en  même  temps  de  ses  recherches 
les  formules  de  la  Communication  qu'il  a  présentée  à  l'Académie  royale  de 
Berlin  et  qui  se  rapporte  à  la  théorie  des  déformations  infiniment  petites  des 
surfaces  flexibles  et  inextensibles. 

Rosanes  («/•)•  —  Pour  la  théorie  de  certains  groupes  poncttn ;ls 
dépendants  dans  J'espace.  (3i  i-3i6). 

Suite   de   trois    Mémoires    publiés  dans    les  tomes  LXXXVIII,   \C,  XCY  do 
même  Journal  [voir  Bullettin,  (2),  Va,  p.  107;  VIIa,  p.  11;  XIa,  p.  65]. 

Segre  (Corrado).  —  Note  sur  les  homographies  binaires  et  leurs 
faisceaux.  (3iy-33o). 

Cette  Note  a  pour  but  d'établir,  par  les  raisonnements  de  la  Géométrie  pore 
de  position,  une  suite  de  théorèmes  en  partie  nouveau*  sur  les  homographies 
dans  les  formes  géométriques  de  première  espèce.  L'auteur  ne  s'appoi 
général,  que  sur  les  propriétés  les  plus  élémentaires  des  homographies  et  des 
involutions,  qu'on  trouve  par  exemple  dans  la  Géométrie  der  Lage  de  von 
Staudt.  Ainsi,  il  exclut  absolument  de  ses  considérations  les  éléments  imagi- 
naires. II  introduit  les  symboles  de  la  théorie  des  opérations  (et,  en  particulier, 
des  substitutions )  pour  les  homographies,  avec  le  seul  bût  d'abréger  le  lan- 
gage; mais  on  pourrait  immédiatement,  si  on  le  roulait,  ôter  ces  symboles, 
et  remplacer  quelques  petits  calculs  où  ils  entrent,  par  des  raisonnements  qui 
les  exprimeraient  en  paroles.  Les  homographies  peuvent,  dans  la  plupart  des 
propositions,  être  considérées  entre  deux  formes  géométriques  différentes, 
taudis  que,  dans  quelques-unes,  il  faut  qu'elles  soient  entre  les  éléments  d'une 
même  forme.  Pour  tous  les  problèmes  du  premier  degré  que  l'on  rencontre, 
les  constructions  auxquelles  parvient  M.  Segre  sont  linéaires.  La  simplicité 
de  l'objet  du  travail  a  poussé  L'auteur  à  employer  une  certaine  concision  dans 
les  démonstrations. 

Du  Bois-Reymond  (/*•).  —  Sur  le  degré  de  convergence  des 
séries  variables  et  sur  le  degré  de  continuité  des  fonctions  de 
deux  arguments.  (33i-358). 

Considérons  la  série  in  finir 

•0 

U(a?)=2]  V 

/-    " 

dont  les  termes  sont  «les  fonctions  de  x\  sa  valeur  sera  la  limite  vers  laquelle 

// 

tend  la  grandeur  Vn(x)       *   up(x)}  dépendant  de  x  et  de  //.  bu--. pie  n  tend 

/'    ' 
vers  l'infini,  l'osant  //  el  l  Ax)       -  >n  peut  due  que  l'étude  de  la 

1  (x)  revient   à  la  recherche  de  la  ion.  non   .     .1  dépendant  de  deux 
arguments  x  el  b,    \  cet  effet,  l'argument      discontinùmenl  variable  peut  être 

figure  comme  continûment  variable,  -1  nom   \<  ■  valeurs  d< 
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on  attribue  à   la  notation   ~{.r,  e)   une  signification  convenable.   Fixons  cette 
signifîcal  ion  par  ta  relation 

i  i 

pour 


//  //  +-  i 

Mors  on  aura,  en  général, 

,  o 


■;(.r.e)  =    /  '  .;(.,-),/>-  (y=   '-)., 


où  v(.>)  désigne  la  fonction  qui  esl  égale  à  un  ,  pour  »</<n  +  i.  L'inté- 
grale de  Laplace  serl  encore  à  représenter  les  fonctions  y(.r)  et  '+(•*',  e)  sous 
une  forme  explicite.  D'ailleurs,  en  partant  de  la  fonction  ~  (./•,:),  on  passe  à  la 
-cric  infinie  au  moyen  des  formules 

w,=  cp(#,  i),         ii      -  cp(a:,  M  —  <p (a?, 


//  /  \      /?  —  ] 


■r{.r,  ~)     -  \  „(x),         p(af,o)~9(ar,i)=  R,(a?), 

oc 

l!,,i./)  étant  le  reste       *       u  (x)  de  la  série,    ^.naloguement  l'intégrale 

/•  =  n  + 1 

/    f{x,y)dy 

peut  être  mise  en  rapport  avec  une  fonction  de  deux  arguments 

î 

tp(>,  e)  =   /     /(#,  jk)  t/y. 

La  (]uestion  dont  il  s'agit  dès  lors  sera  d'établir  pour  les  séries  l'analogue  d-cs 
notions  et  des  théorèmes  dans  la  théorie  des  fonctions  de  deux  variables.  II 
n'est  guère  possible  de  résumer  ici  succinctement  toutes  les  investigations  de 
l'auteur;  contentons-nous  donc  de  transcrire  les  titres  des  paragraphes. 

I.  Remarques  préliminaires.  II.  Les  premières  analogies  entre  la  continuité 
di'  la  fonction  de  deux  variables  et  la  convergence  de  la  série.  III.  Sur  le  degré 
de  continuité  des  fonctions.  IV.  Sur  le  degré  <lc  convergence  des  séries.  V.  Sur 
le  reste  de  la  série  de  Fourier.  VI.  Sur  la  continuité  de  la  somme  de  la  série. 

Lampe  {E.).  —  Sur  l'analogue,  dans  l'espace,  d'un  mouvemnit 

particulier  hypocycloïdal.  (35g-363). 

Considérons  trois  diamètres  conjugués  d'une  sphère  fixe  S  ayant  le  rayon  a 

et  une  sphère  mobile  s  ayant    le    rayon  -a  et  touchant  S    intérieurement;  la 

sphère  s  coupera  le-  trois  diamètres  respectivement  en  \,  n,  C.  Soicni  -x,  'i.  7 
troi9  masses  constantes  qu'on    pose   respectivement  en  \,  I!,  C.   Le  centre  de 

Il  "X 

gravité  de  ces  trois  points  décrira  un  ellipsoïde,  donl  le-  demi-axes  seront  — •> 

Il    '';  II    V 

— ^->  -  '  •  où  l'on  ;i  m i -  -       ■/.    -  :      y.  Tous  les  ellipsoïdes  "ni  pour  enveloppe 

la  -m  faci    1-1  roïdale  i  ■       1  ■       -        a3 
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Lampe  (E •)•  —  Trisection  approchée  d'un  angle  à  l'aide  du  cercle 
et  de  la  ligne  droite.  (364). 

Hauck  (Guido).  —  Sur  les  fïgure>  réciproques  de  la  Statique 
graphique.  (.j6\j-3S()). 

Un  système  de  forces  extérieures  appliquées  aux  points  oodaux  d'un  réseau 
polyédral  de  tiges  est  en  équilibre,  si  les  forces  -ont  proportionnelles  aux  aires 
et  normales  aux  plans  des  faces  d'un  polyèdre,  dont  les  arêtes  sont  dans  des 
plans  qu'on  peut  faire  passer  par  mi  point  fixe  O  perpendiculairement  aux 
tiges  du  réseau.  Les  tensions  de  celles-ci  sont  alors  proportionnelles  aux  aires 
triangulaires  qui  projettenl  de  o  les  arêtes  du  polyèdre  et  qui  -ont  perpendi- 
culaires aux  tiges  respectives.  C'est  à  ce  théorème,  dû  à  M.  Rankine,  que 
Maxwell  chercha  à  réduire  les  figures  planes  réciproques  de  la  Statiqu 
pliiquc  au  moyen  du  système  polaire  de  la  sphère  en  considérant  un  i 
plan  de  tiges  conjointement  avec  les  forces  appliquées  an  rés<  .m.  comme  la 
projection  d'un  système  corrélatif  dans  l'espace.  Cependant  il  ne  réussi)  pas  a 
faire  fructifier  cette  idée  en  toute  généralité,  parce  qu'il  -e  voyait 
restreindre  son  étude  à  un  système  de  forces  qui  passent  par  un  même  point. 
Cette  tentative  de  Maxwell,  de  lier  le  système  polaire  de  la  sphère  an  théorème 
de  Rankine,  a  été  maintenant  renouvelée  avec  un  plein  succès  par  M.  Ilanrk. 
Il  montre  par  la  méthode  synthétique  que  le  système  polaire  de  la  sph<  ; 
pins  généralement,  de  tonte  surface  de  rotation  «  I  *  *  second  ordre  remplit,  ainsi 
que  le  système  nul,  les  conditions  en  vertu  desquelles  le  système  de  tiges  et  le 
système  de  forces  peuvent  être  envisagés  généralement  comme  projection-  de 
Ggures  polyédrales  réciproques.  La  démonstration  s'achève  à  l'aide  de  la  pro- 
jection réciproque  définie   par  l'auteur.   Encore  met-on  en  rapport   le  système 

plan  de  tiges  avec  le  système  de   tiges  dan»  l'espace,   et    l'on  révèle  la   eonn 

qui  subsiste  entre  le  théorème  de  Rankine  ci    les  Ggures  plane-  réciproques  de 
la  Stal  ique  graphique. 

^  1.  Introduction.  §  2.  La  projection  réciproque.  .^  '■'<■  Relation  entre  la 
jeetion  parallèle  orthogonale,  I.i  projection  réciproque  par  rapport  a  une  surface 
«le  rotation  de  second   ordre   ci    la  projection  par   rapport    à  nu   système  nul. 
§4.   Les  (îgures  réciproques  de   la    Statique    graphique.    §  5.  Théorème 
pyramide  des  force-,.  §  ti.  Le  réseau  (le  tiges.  >  -•  Cas  particulier  du  poh 
funiculaire.   §  S.   Le»  forces  appliquées  an    réseau   de  tiges   dans   l'es 
théorème  de  Rankine.  ?;  9.  Exemple  pratique. 

Hamburger  t  .!/. ).  ■  -  application,  à  l'intégration  d'équations  aux 
différentielles  partielles,  d'une  certaine  relation  de  déterminants. 

;,,,,-  [04). 

^près  avoir  établi  plusieurs  relations  entre  certains  déterminants  qu'on  peut 
former  avec  les  éléments  d'une  matrice  donnée,  l'auteur  les  applique  à  l'étude 
de  l'intégration  des  équations  aux  différentielles  partielles  et  parvient  ainsi  .■ 
ce  théorème  : 

«  Supposons  que  la  solution  générale  d'une  équation  aux  di 
tielles  entre  p  variables  indépendantes  a?,,  i     i  '  un  nonilu  onque 
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//  de  \  ariabb  ^  dépendantes  u.,  //. un  soil  donnée  par  l'équation 

où  T  désigne  une  fonction  arbitraire  des  fonctions  /"„  qui  sont  des  fonctions 
déterminées  des  ./•,  ci  des  w .  Pour  que  celle  solution  existe,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  l'équation  aux  différentielles  partielles  ait  la  forme 


m 


,,-^y, 


m 


//  =  1 


(p,  <T  =1,2,   ...,  p) 


i  les  m.  a  dénotant  des  fonctions  des  x  et  u),  et  que  le  système  d'équations  aux 
différentielles  totales 


V  m9tfrdx9  +  2^  w^P+hdllh=  °        (p  =  1,2,  ...,  />), 


n      i 


h  =  l 


soil  intégrable  sans  restriction.»  Pour  le  cas  d'une  seule  variable  indépendante 
(n  —  i),  on  en  déduit  la  liaison  connue  qui  a  lieu  entre  une  équation  linéaire 
aux  différentielles  partielles  et  un  système  complet  d'équations  aux  différen- 
tielles totales. 

Caspary  {F.).  —  Sur  la  génération  de  courbes  algébriques  par 
des  figures  variables.  (4o5-4i2). 

Les  lecteurs  du  Bulletin  ont  été  initiés  aux  idées  de  l'auteur  par  deux 
Mémoires  plus  étendus,  qu'il  a   publiés  sur  le  même  sujet  dans  les  tomes  XI, 

(p.    222)    et   XIII,    (p.    202). 

Gundelfinger  (S.).  —  Pour  la  théorie  des  formes  binaires.  (/ji3- 
M). 

Dans  les  Gôttinger  Nachrichlen  (avril  i883),  M.  Gundelfinger  a  établi  une 
suite  de  théorèmes  qui  tendent  à  résoudre  le  problème  de  donner  pour  les 
formes  binaires  une  représentation  canonique  admissible  sans  restriction  dans 
tous  le-  cas.  Les  démonstrations  qu'il  avait  employées  alors  sont  de  nature 
purement  algébrique,  et  quelquefois,  pour  être  succinct  dans  ses  développe- 
ments, il  en  avait  seulement  indiqué  la  marche.  Maintenant  il  s'occupe  à 
montrer  que  ces  théorèmes  découlent,  sans  aucun  calcul,  de  la  théorie  des 
équations  différentielles  linéaires  a-u  moyen  de  considérations  toutes  élémen- 
taires. I  n  lemme  qu'il  signale  à  cette  occasion  ramène  généralemenl  la  théorie 
des  translations  {Ueberschiebungen)  de  deux  formes  binaires  à  l'étude  d'un 
genre  particulier  d'équations  différentielles  linéaires  contenues,  comme  cas 
spécial,  dans  celles  que  M.  Puchs  a  étudiées  aux  tomes  L\\  I  et  LW11I  du 
même  journal. 

Runge  (C).  —  Sur  les  solutions  en  nombres  entiers  d'équations 
ii  deui  variables.  (425-435). 


I-.mii.im    résume  le  résultat   de   ses   recherches  comme  suit  :   l'nc  équation 
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irréductible  f(x,y)  =  o  ne  peut  être  satisfaite  par  un  oombre  infini  de  couples 
de  valeurs  entières  x,  y  que  lorsqu'elle  jouit  de  ces  propriétés  :  i  ■  Il  faul  que 
les  puissances  les  plus  ('-lèvres  de  x  et  de  y  qui  se  présentent   dan-  /( 
appartiennent  à  des  termes  isolés  axm  et  by".  ■>"  La  fonction    algébrique    y, 

définie  par  l'équation  /(a?,  y)  =  o,  doil   devenir  infinie  d'ordre  ot",  comparée 

à  x.  Si  x'i  et  y"  se  trouvent  multipliées   l'un   par  l'autre  dans/Car, y),  il  faul 

avoir 

m  - 
p  +  a  —  <  m 
n 

ou  bien 

n  p  =  mz^mn. 

3°  Il  faut  que  la  somme  des  termes,  pour  lesquels  on  a 

np  -+-  m  s  —  mn, 
puisse  so  mettre  sous  la  forme 

bn(y'—d^xn         (p  =  i,a £), 

où  II  (m  —  d'fr)  désigne  la  puissance  d'une  fond  ion  entière  irréductible  de  //. 

Cependant  quoique  ces  caractères  soient  nécessaires,  ils   m-  sonl    | rtanl    pas 

suffisants  pour  que  l'équation  f(x,y)  =  o  son   satisfaite  par  un   oombre  infini 

de  couples  de  valeurs  entières. 

Vetto  {E.).  —  Un   théorème   sur  les  valeurs  conjuguées  d'une 
fonction  rationnelle  à  //  variables.  (436-441)* 

Dans  les  Comptes  rendus  des  séances  de  /'  Icadémie  de  Berlin  du 
187g,  M.  Kronecker  a   prouvé  qu'il    n\   a   pas  de  fonctions  de   pin- de  quatre 
variables  x,,  x2,  ...,  xn  pour  lesquelles  toutes  les  fonctions  conjuguées,  engen- 
drées par  les  permutations   des  a?a,  onl    une  même  permutation  en  commun, 
c'est-à-dire  restent   invariables  par  une   même    substitution.  La    quesl  on    - 
nérale   sous    laquelle   tombe   ce    théorème   est     la    suivante    :   Quel    est    l'effet 
exercé  par  les  permutations  de  ./■,,./•,  . . .,  xn  sur  les  1  ransposil  ions  des  valeurs 
conjuguées   d'une   fonction    rationnelle   de    la    variable  a??    Les    recherches 
M.   Netto   qui    s'en   occupent    font    voir    qu'il   ne    peut    pas   exister,  parmi 
louchons  conjuguées,  certaines  transpositions  simples,  par  exemple  en  particu- 
lier des  1  ransposil  ions  e\  cliques. 

Rudio  (/'•)•  —  Sur  le  mouvemenl  <!<•  1  r< >  1  -  points  dans  une  droite. 
(442-446). 

Dans  le  tome  IV  des  Œuvres  de  Jacobi,  M.  Wangerin  a  publié  un  Mémoire 
posthume  de  ce  géomètre,  sur  le  mouvement  dans  une  droite  de  trois  points 
qui  s'attirent  avec  des  forces  inversement  proportionnelles  au  cube  de  la  dis 
tance.  Cette  publication  a  poussé  M.  Rudio  à  faire  imprimer  un  travail  qu'il 
avait  déjà  terminé  en  1881  et  qui  traite  la  même  question.  I  n  s'appuyant  sur 
des  réflexions  empruntées  aux  Leçons  -nr  la  Dynamique  de  Jacobi,  l'auteur 
trouve  les  coordonnées  en  fonctions  du  temps  cl  d'une  fonction  .  qui  dépend 
du  temps.  La  forme  définitive  du  résultat  subit  quelques  changi  ments  pai  m 
correction  insérée  au  lome  Cil,  page  $. 


,s  SECONDE  PARTIE. 

Schering    <  Ernst).    —    Remarque    concernant    la    théorie    des 

nombres,  i  \  \~-\  (8). 

Extrait  d'usé  lettre  datée  du  l 'i  mai  [863,  et  adressée  à  M.  Kronecker. 

Winkowski  (  Hermanri).  —  Sur  La  notion  arithmétique  <l<i  l'équi- 
valence el  sur  les  groupes  lim^  de  substitutions  linéaires  en 
uombres  entiers.  (  J49~458). 

Dans  -.1  Festschrift  [voir  Bulletin  (  i),  VIII,,  p.  i'i">|.  M.  Kronecker  de- 
mande que  La  définition  rationnelle  de  la  uotion  arithmétique  «le  l'équivalence 
de  formes  entraîne,  comme  conséquence  intrinsèque,  la  densité  uni  l'orme  des 
classes  différentes  de  formes  <i  un  nombre  aussi  petil  que  possible  des  classes, 
el  dans  son  Mémoire  sur  les  formes  bilinéaires  à  quatre  variables  {Abhand- 
lungen  der  Berliner  Akademie,  [883),  il  fait  voir  comment  on  peut  gatis faire 
;i  ces  demandes  pour  les  formes  quadratiques  définies  à  deux  variables.  En  se 
mettant  sous  ce  point  de  \uc,  on  est  conduit  à  considérer  une  circonstance  qui 
semble  être  très  essentielle  :  si  Ton  fait  abstraction  des  transformations  iden- 
tiques et  négativement  identiques,  ces  formes  ne  sonl  pas  susceptibles  d'ad- 
mettre des  transformations  propres  en  elles-mêmes  qui  soient  congrues  à  la 
transformation  identique  modulo  2.  M.  M inkowski  s'étudie  à  montrer  comment 
on  peut  satisfaire  aux  demandes  de  M.  Kronecker  pour  toutes  les  formes  homo- 
gènes el  entières  à  un  nombre  quelconque  de  variables  qui  n'admettent  qu'un 
nombre  fini  de  transformations  linéaires,  en  nombres  entiers,  en  elles-mêmes, 
par  exemple  pour  tontes  les  formes  quadratiques  essentiellement  positives  (ou 
négatives)  de  déterminanl  non  évanouissant. 

Busche  (E .).  —  Sur  une  formule  de  M.  Hermite.  (459-464). 
il  s'agit  de  la  formule 

S  =  2V    £J  —  [s/n]2        (x  =  1,2,  ...,  [\/n]), 

signalée  par  M.  Hermite  dans  les  Icta  mathematica,  tome  II,  page  299  [voir 
Bulletin,  (2),  VIII,,  p.  161],  où  S  dénote  le  nombre  de  tons  les  diviseurs  des 
nombres  1,  2,  3,  ....//et  le  symbole  [a]  représente  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dansa.  M.  Busche  en  donne  une  nouvelle  démonstration  et  tire  de  ses 
formules  plusieurs  conséquences  intéressantes  :  il  gagne  nue  nouvelle  détermi- 
nation du  signe  de  Jacobi   (      )  pour  deux  nombres  positifs  j>  el   q  premiers 

l'un  a  l'autre  et  dont  le  dernier  esl  impair,  el  il  établit  une  expression  pour  le 
nombre  total  des  classes  de  formes  quadratiques  aux  déterminants — 1,  — 2, 
—  3 —  n. 

Sylvester  (J.-J.).  —  Sur  la  transformation  dite  de  Tschirnhau- 
sen.  (465-486). 

L'auteur  rappelle  un  travail  de  W.-R.  Hamilton  qui  a  été  publié  en  ix.'i-  et 
mi   le  géomètre  anglais  .1  amplement   étudié  la   méthode  employée  par  Jerrard 
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pour    transformer   les   équations.    Le    problême    fondamental    à    résoudiv 
celui-ci  : 

Soient   données    //,   équations    homogènes   du    premier   degré,    ha   équations 

homogènes  du  deuxième  degré,  h,  du  tiime  degré  entre  m  quantités  a  }at 

ain;  déterminer  1  <s  rapports  de  ces  m  quantités  sans  que  l'élimination  fasse 
monter  les  degrés.  Quel  est  la  limite  inférieure  pour  m  où  le  problème  soit 
résoluble? 

<  )n  aborde  le  problème  en  mettant  ak  =  a){-\-  a'),  el  en  décomposant  le  nouveau 
système  d'équations  en  trois  systèmes,  don!  l'un  serl  à  déterminer  les  rapports 
des  a'/f,  l'autre  ceux  des  a /-,  tandis  <|ue  le  troisième,  constitué  par  uue  équa- 
tion de  £iè,"e  degré,  fournit  le  rapport  a\  :  a"t.  Les  deux  premiers  systèmes  con- 
tiennent chacun  une  équation  du  plus  haut  degré  de  moins  que  le  système 
proposé.  <)u  continue  à  opérer  de  cette  manière  jusqu'à  ce  qu'on  rencontre  des 
systèmes  qui  se  composent  d'équations  linéaires  el  d'une  seule  équation  de 
degré  supérieur.  Le  nombre  (1rs  variables  doit  donc  rire  assez  grand  pour 
qu'elles  puissent  satisfaire  ;'i  toutes  ces  équations  par  des  valeurs  qui  ne  s'éva- 
nouissent p;is  toutes  à  la  fois.  M.  Sylvcster  emploie  cette  méthode  p  uir  établir 
une  formule  d'oblitération  :  désignons  par  [lir  //,_,,  ....  A,j  If  nombre  des 
variables  qu'il   faut  avoir,  il  trouve 

et  cette  relation  conduit  à  établir  le  triangle  d'oblitération  où  l'on  trouve  I 
nombre  cherché.  [Voir  la  .Noie  de  M.  Sylvester  dans  les  Comptes  rendus 
hebdomadaires,  etc.,  t.  CIV,  p.  1228-1231,  Bulletin,  (  -  ».  \ll  .  p.  iso|.  Mais 
cette  méthode  ne  laisse  pas  d'influencer  le  résultat.  Si.  en  décomposant  les  svs 
tèmes,  on  admet  aussi  ceux  où  non  seulement  des  équations  linéaires  sont 
combinées  avec  une  seule  équation  de  degré  supérieur,  mais  où  relinnn.it  nui 
ne  mène  pas  à  des  équations  de  degré  supérieur  à  /.  le  nombre  des  variables 
nécessaires  deviendra  plus  petit. 

D'après  M.  Sylvester,  ce  n'est  pas  Tschirnhaus  qui  a  inventé  cette  méthode 
de  transformation,  ni  encore  Jerrard,  mais  plutôt  E.-S.  Bring  qui  l'a  publiée 
dans  une  dissertation  ;i  Lund,  en  i;si>  (Afe/etemata  quœdam  mathematica 
circa  transformationem  œquationum  algebraicarum;  voir  aussi  l'.  Kleix, 
Vorlesungen  iiber  das  Ikosaeder,  p.  \\'<.  Leipzig;  1884).  Vu  commencement 
de  son  travail.  M.  Sylvester  prouve  encore  qu'en  appliquant  cette  méthode  .1 
l'équation  générale  du  cinquième  degré  poui   la  réduire  à  la  forme 

zs  .   a  z       l> 

on  ne   pourra   obtenir   les  coefficients    restants  sous   forme   réelle  que   lorsque 
l'équation  possède  tout  au  plus  une  racine  réelle 

Rcyc  (77/ .).  —  Construction  linéaire  du  huitième  poinl  d'intci 
section  de  trois  surfaces  <lu  second  ordre.  1  is_    in,i 

<Mi  ^,ni    que  les  huit  points  d'intersection  el    deux   autres  points  quel |ues 

peuvent    toujours  être  liés  par  une  surface  du  second  ordre.  C'est   de  ce  1 1 ■■-•  • 
reme  que  M.  Hcyc  fait  découler  une  solution   très  simple  cl  dilTi  i*cnt(   de  >  1  1 1 •-- 
données  par  MM.  Caspar>    r|    Sehroeler  dans  le  même    tournai,   toux    I»      \ 
Bulletin,  (  1  ).  \l\  .  p.   in)  |. 
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Kronecker  (L.).  —  l  o  théorème  fondamental  <iV  l'Arithmétique 

générale.  |  î<)<>-.~)  1  o). 

I  n  traitant  les  quantités  algébriques  selon  la  méthode  arithmétique,  on  est 
forcément  poussé  à  étendre  la  notion,  due  à  Gauss,  de  la  congruence,  de  telle 
sorte  que  les  systèmes  de  modules  remplacent  le  simple  module  de  la  con- 
gruence. De  là  résulte  m  même  temps  le  progrès  important  <]iii  réduit  l'étude 
des  quantités  algébriques  à  celle  des  fonctions  rationnelles  de  variables.  Ces 
idées  de  la  dernière  importance  oui  été  développées  par  M.  Kronecker  d'abord 
dans  sa  Festschrift,  et  depuis  dans  une  suite  de  Mémoires,  dont  il  suffit  de- 
rappeler  avant  tout  celui  qui  a  été  inséré  au  tome  IC  du  même  Journal  et  porte 
comme  titre  :  .s'///-  quelques  applications  des  systèmes  de  ruodides  à  des 
questions  algébriques  élémentaires  [voir  Hulletin,  (2),  XIVa,  p.  225].  Ces 
recherches  tendaient  à  éliminer  par  les  systèmes  de  module  le  concept  des 
quantités  algébriques  irrationnelles,  à  les  remplacer  en  principe  par  des  quan- 
tités rationnelles.  Ce  but  se  trouve  être  atteint  par  le  présent  Mémoire  qui  en- 
seigne à  déterminer,  pour  toute  fonction  entière  proposée,  un  système  de 
modules  premiers  par  rapport  auquel  la  fonction  se  prèle  à  être  représentée 
comme  produit  de  fonctions  linéaires. 

Soient  C^ci Cn  des  quantités  entières  appartenant  au  domaine  naturel  de 

rationalité  (U\  R",  ...,  U  ""  '  )  et  posons 


•n   1 


V ( x)  =  x"      c, x"   '      c ../" 
soient  de  plus  S-  ( x)  et  fl5  f5,  .  .  .,  f;i  définies  par 

£ (x)  =  (x  —  xy){x  —  xt)  ...  (x  —  xn  )  —  x" —  tlx"~'1  -\-  i.ixn-'i  — . .  .dz  fH, 

où  .r,,  a?,  ....  xn  dénotent  des  variables  indéterminées.  <>n  aura  immédiate- 
ment 

F(x)  ==  (x  —  xt)(x  -   xt)  ...  (x  —  xn)  -     S-(  X  ) 

(mod.  f,—  c,,  fa—  ca,  ...,  f„—  c„). 

Mais  ce  système  de  modules  n'est  pas  un  système  de  modules  premiers  de 
num«  degré,  et  c'est  sur  la  détermination  d'un  tel  système  qu'il  faut  insister  : 
elle  provient  de  deux  manières  différentes.  Comme  premier  résultat,  il  suit  que, 
fa  Isant 

tout  facteur  irréductible  de  la  fonction  de  Galois  <i  fournil  un  module  premier 
avant  la  propriété  demandée.  En  second  lieu,  il  résulte  que  le  système  de  mo- 
dules premiers 

1  '',      '\ K      r„-  9'      '•'•  9"      c",  ...) 

rend  les  mêmes  services  pourvu  que  9',  9",  ...  forment  un  système  fondamental 
du  genre  d'affection  et  que  ces  fonctions  prennent  les  valeurs  rationnelles  c', 
c" En  employant  des  systèmes  de  modules  «le  cette  nature,  on  peut  tou- 
jours se  passer  d'introduire  les  quantités  algébriques  quand  il  n'est  pas  requis 
d'isoler  les  différentes  racines  d'une  équation  irréductible.  Dans  la  théorie 
arithmétique  des  formes  déromposables,  ce  théorème  nous  dispense  donc  de 
quitter  jamais  le  domaine  absolu  de  rationalité  des  nombres  naturels. 

I  ;i I > I < ■  des  matières  des  hunes  \( ,!-(.. 
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ACTA  MATHEMATICA. 

Tome  XI;   1888  (*). 

Picard  (Emile).  —  Démonstration  d'un  théorème  général  sur  les 
f'onetions  uniformes  lires  par  une  relation  algébrique.  (1-12 

Le  théorème  dont  il  s'agit  peut  s'énoncer  ainsi  :  «  Si  entre  deux  fonctions 
analytiques  uniformes,  ayanl  un  point  singulier  essentiel  isole,  il  existe ui 
lation  algébrique,  le  genre  de  cette  relation  ne  peut  dépasser  un.  »  L'auteur  en 
donne  deux  démonstrations  essentiellement  différentes;  la  première  qui  s'appuie 
sur  une  proposition  empruntée  à  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes  est  la 
reproduction  à  peu  près  exacte  de  celle  qu'il  avait  déjà  donnée  dans  le  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques.  VII,.  Dans  la  seconde,  d'un  caractère  plus  élé- 
mentaire, on  démontre  d'abord  le  théorème  pour  une  relation  hyperelliptique. 
Le  procédé  de  démonstration  ne  parait  pas  s'étendre  au  cas  général;  mais  une 
ingénieuse  remarque  de  M.  Hurwitz  permet  de  ramener  le  cas  général  a  ce  cas 
particulier. 

Connue  conclusion  de  s<>n  travail,  M.  Picard  t. ut  remarquer  qu'il  est  impos- 
sible d'obtenir  des  fonctions  uniformes  plus  simples  que  les  fonctions  fuch- 
siennes pour  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  d'une  courbe  algébrique  de 
genre  quelconque. 

Strauss  (Emii).  —   Une  généralisation  d<v  la   numération   déci- 
male, avec  application  à  la  théorie  des  fonctions.  \  i3-i8). 

Soient  »,,  «j,  ....  av,  ...  des  nombres  entiers  supérieurs  .1  un,  el  w  un 
nombre  quelconque;  [x]  désignant  le  plus  grand  nombre  entier  non  supérieur 

à  ./•,  suit 

(  V>1  =  ", V"       ">      '"  • 

I  V>,  I       ". a.'°.       ".      '•'.- 


I  *v°\   .1       "-•         •  ■  ■  •  ' 

1  '  s  nombres  entiers  at a  ,  ..     seront   respectivement   plus   petits   que 

a|(  1 (i  ,  ...  ci  Ton  déduit  des  identité--  précédentes 

(i  a  h 


x,  x.  x  1    ï  x.  x 


('  )  Non   Bulletin,  \  l\   .  p,    i? 


SECONDE   PAHTIi:. 


Si  un  des  nombres  u>(  esl    nul,  ions  les  nombres  suivants  le  seront  aussi;  si 
non,  u  sera  représenté  par  la  somme  d'une  série  convergente 


w  =    -  -    -•  - 

a.        a.  a. 


"v 
2.  2.  .  .2. 


I  I     •  V  '  I  I 

car   le  terme  complémentaire < tenu  vers  zéro  lorsque   v  aug 

■xt .  .  .  av         it .  .  .  xv 

meule   in  lé  lin  i  menl . 

Soit  k  un  nombre  entier  positif  non  carré  parfait.  Prenons 
*,=  />',        Dta=  •.>/.-,        av=  v/, 

et    soil   u  une   irrationnelle  quelconque   telle   que   w<i,  wy^<i;   on   aura, 
pour  o)  et  w^À"  deux  développements  en  séries  convergentes 


w  =  -'  +       ' 

2.  2,  X. 


Û5V 

x,...av 
6. 


7         *,  ô3 

to  i  k  —   -    H —  -H ...  4- 

a.         a.  a.  a, ...  a. 


i  i    i 


Les  deux  fonctions  entières  à  coefficients  rationnels 


F  ( x)  =  a, x*  -f-  -  L  a?'  4-. . . H 7  .rr/  4- . . . . 

1.2  v  ! 


G  (  J-)  =  bx*  4-  -  :  a?4 
1  1 .1 


4-  — \  xv'  4-  • . 
v  : 


vérifient  les  relations 
I 

Par  suite,  en  posant. 


Wi 


<o ,  G 


Vi 


=  »vto- 


on  aura 


«(VI 


H(a?)  =  F(x)  —  xG(x), 

II 


0, 


\/. 


la  fonction  entière  à  coefficients  rationnels  Il(.r)  adniel  donc  une  seule  racine 
de  L'équation  algébrique  irréductible  /.  x1 — 1  =  0. 

oc 

Lerch  (  !/.)•  —  INolo  sur  la  fonction  W(w,  oc, s)  =   7  .        -tT-* 


(19-24). 


/,=0 


En  appliquant  un  raisonnement  dû   à   Riemann,  l'auteur  montre  que  celte 
série  esl  une  fonction  entière  de  .v,  et  il  établit  une  relation  curieuse  entre 

R(tV,  X,  I  —  S),  U(./\         iv,.<>),  R(l-    X,W,S). 

Bruns  |  //.  >.  —  Sur  les  intégrales  du  problème  des  n  corps.  (25- 
90 
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L'auteur  établit  que  le  problème  ne  comporte  pas  d'intégrales  algébriques 
(  ne  contenant  pas  le  temps)  par  rapport  aux   coordonnées  des  points  et   aux 

composantes  de  leurs  vitesses,  en  dehors  de  celles  qui  sont  connue-,  c'est-à-dire, 
de  celles  qui  résultent  des  théorèmes  généraux  sur  le  mouvement  du  centre  de 

gravité,  sur  les  aires  et  la  force  vive. 

Karl  Heurt.  —  Sur  la  théorie  des  fondions  multiformes,  plusieurs 
fois  ramifiées  linéairement.  (97-1  18). 

Ces  recherches  se  rattachent  aux  travaux  de  M.  Poincaré  sur  les  groupes 
des  équations  linéaires.  L'auteur  recherche  en  particulier  quel  esl  le  nombre 
de  paramètres  dont  dépendent  les  équations  d'une  même  famille,  c'est-à-dire 

celles  dont  les  intégrales  sont  ramifiées  de  la  même  manière. 

Schwering  (A".).  —  Une  propriété  du  nombre  premier  107.  1  1  19- 
120). 

Suite  du  travail  publié  dans  le  tome  X  des  Acta. 

Thomson  (Sir  William).  —  Sur  les  divisions  de  l'espace  avec  le 
minimum  des  surfaces  de  séparai  ion.  (i2i-i34). 

Les  surfaces  qui  répondent  à  cette  condition  de  minimum  doivent  être, 
comme  on  sait,  à  courbure  moyenne  constante.  De  plus,  si  l'on  considère  plu- 
sieurs surfaces,  se  coupant  suivant  une  certaine  courbe,  les  plans  tangents 
doivent  être  tels  que  des  forces  égales  situées  dans  ces  plans  el  perpendicu- 
laires à  la  ligne  d'intersection  se  fassent  équilibre.  L'illustre  physicien  étudie 
certains  modes  de  division  que  l'on  peut  réaliser  physiquement. 

Goursat  (hJ.).  —  Sur  un  mode  de  transformation  des  surfaces  mi- 
ninia.  (i35-i86;  257-264.  Deux  Mémoires). 

\  toute  courbe  miniina  correspond  une  surface  minima  réelle  parfaitement 
déterminée;  si  la  courbe  minima  subit  un  déplacement  réel,  la  surface  minima 
correspondante  ('prouve  le  même  déplacement.  Mais,  si  l'on  fait  subir  a  la 
courbe  minima  un  déplacement  imaginaire,  on  obtient  des  surfaces  minima 
tout  à  fait  différentes  de  la  première.  L'élude  des  surfaces  que  l'on  peut  ainsi 
déduire  d'une  surface  minima  donnée  el  des  relations  qu'elles  ont  avec  la  pre- 
mière constitue  le  principal  objet  de  ce  travail. 

Tout  déplacement  se  ramenant  à  une  translation  el  à  une  rotation,  et  une 
translation  ne  changeant  pas  la  surface,  il  suffit  d'étudier  l'effet  d'une  rotation 
L'auteur  démontre  ensuite  que  Loute  rotation  imaginaire  est  équivalente  à  un< 
suite  de  (\c\i\  rotations  :  1"  nue  rotation  réelle;  1"  mie  rotation  imaginain 
autour  d'un  axe  réel;  ceci  permel  de  se  borner  à  considérer  des  rotations  au- 
tour d'axes  réels.  L'axe  de  rotation  étant  pris  pour  axe  des  s,  -1  .r.  j  .  s  dési 
gnenl  1rs  coordonnées  d'un  poinl  de  la  surface  primitive  S,  x  ,  j  .  -  ccMes  du 
poinl  correspondanl  de  la  surface  adjointe  S0,  on  trouve  -ans  difficulté  poui 
les  coordonnées  d'un  pointde  la  nouvelle  surfua   S 

!xx      z  cos/i  -      .1    sin  I 
i  (       1  cos/i 

désignant  une  constante  réelle. 


">,  SKCONDlî   PAKTIB. 

Ces  formules  permettenl  de  construire  S,,  quand  <>n  conuall  s  et  S,.  Soienl 
a,  i.  y  les  cosinus  directeurs  il<'  la  normale  à  S,  *,,  fi,,  y,  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  à  S1(  ds,dst  les  éléments  linéaires  des  deux  surfaces,  <>n  a 


\ 


dst      (  <i>s  //  ç  —  y  sin  //  s  )  ds, 


ïi 


I     a         fl        ycos/t«    ;   sin /t cp        cos/19  —  y  sin/i» 

(/a,  cfo?,  -i-  rfp,  (/)■,   i    dy,  c/c,   -     -  (rfa  </./•  -,-  d$  rfy  —  dy  <lz  ). 


De  ces  formules  on  déduit  sans  difficulté  les  propriétés  les  plus  simples  de  la 
surface  S,,  \insi  les  I i ^iit*s  de  courbure  el  les  lignes  asymplotiques  de  S,  cor- 
respondent aux  lignes  de  courbure  et  aux  lignes  asymptotiques  de  S,  toute 
ligne  de  courbure  plane  se  change  en  une  ligne  de  courbure  plane,  etc.  Si  l'on 
applique  cette  transformation  à  l'alysséide  on  obtient  les  surfaces  à  lignes  de 
courbure  plane  de  M.  Bonnet.  Quand  une  surface  minima  admet  une  ligne  de 
courbure  plane  ou  une  ligne  asymptotique  hélicoïdale,  les  deux  nappes  de  la 
surface  se  déduisent  Tune  de  l'autre  par  une  transformation  de  la  nature  pré- 
cédente. 

Ktant  donnée  une  courbe  minima  quelconque,  si  on  lui  applique  la  transfor- 
mation homographique  la  plus  générale  qui  conserve  le  cercle  de  l'infini,  on 
obtient  une  famille  de  surfaces  minima  réelles  dépendant  en  général  de  huit 
paramètres,  sauf  pour  certaines  courbes  minima  particulières.  Les  cas  où  ce 
nombre  s'abaisse  sont  déterminés  au  §  10.  Les  paragraphes  suivants  contiennent 
l'extension  de  ces  recherches  aux  surfaces  minima  imaginaires,  quand  on  fait 
subir  aux  deux  courbes  minima,  à  l'aide  desquelles  on  peut  définir  la  surface, 
des  déplacements  quelconques. 

La  fin  du  Mémoire  est  consacrée  à  l'examen  de  la  question  suivante  :  Étant 
données  deux  surfaces,  on  prend  les  sections  des  deux  surfaces  par  des  plans 
variables  parallèles  à  un  plan  iixe  et  on  fait  correspondre  les  points  des  deux 
Mitions  où  les  tangentes  sont  parallèles;  dans  quels  cas  obtient-on  une  appli- 
cation conforme  des  deux  surfaces,  l'une  sur  l'autre,  par  ce  mode  de  correspon- 
dance? I-es  surfaces  S,  S,  des  numéros  précédents  fournissent  une  solution  du 
problème,  si  le  plan  variable  est  perpendiculaire  à  l'axe  des  z.  Il  en  est  de 
même  des  surfaces  de  révolution  dont  les  méridiennes  ont  respectivement  pour 
équations 

x  —  ©(.s),        x  =  ty(z)t 
pour>  u  que  l'on  ait 

n-«p'a(-)  ....  ■     'Y'(-) 


b\z) 


+'(*) 


l>e>  calcula  assez  compliqués  conduisent  à  cette  conclusion  qu'il  n'y  a  pas 
d'autres  solutions  que  ces  deux-là. 

Dans  le  second  Mémoire,  l'auteur  traite  la  question  suivante,  à  laquelle  on 
esl  amené  par  les  résultats  précédents.  Soient 

•r,    : ./  '  •r'  -1  '  z  !  -r„'  .''.,'  ■3„)> 
s,    -  ^{x,y.  s;  .r  ,  )„,  z0) 


trois  fonctions  des  six  variables  indépendantes  a:,    \.  z:.r.    r  ,  z0.  Supposons 
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que  x,  y,  z  désignent  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  minima  quel  - 
conque  S,  x0,  yn,  zn  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  surface  ad- 
jointe S  ;  le  point  des  coordonnées  x^yx%  zx  décrira  une  certaine  surface  S,. 
Quelles  sont  les  fondions  /,  ^,  y  les  plus  générales,  telles  que  la  surface  S, 
soit  aussi  une  surface  minima,  quelle  que  soit  la  surface  minima  S? 

I)es  propriétés  connues  des  surfaces  minima,  on  déduit  que  1rs  fonctions  /, 
tp,  <j  peuvent  s'obtenir  au  moyen  d'une  transformation  ponctuelle 

X  =  F(x,y,z),         Y  =  <l>(x,  y,  z  ),         Z     -4'(./\r.:, 

changeant  toute  courbe  minima  en  une  courbe  maxima,  c'est-à-dire  satisfaisant 
à  la  relation 

d\t-hdY*-hdZi=  X(da?'-t-  dy*-¥  dz*)\ 

on  sait  que  toutes  les  transformations  de  cette  nature  peuvenl  être  obtenues 
par  une  suite  d'inversions  et  ne  dépendent  que  d'un  nombre  fini  de  paramètres. 

flurwitz  {A.).  —  Sur  le  développement  des  quantités  complexes 
en  fraction  continue.  (187-200). 

Soit  (S)  un  système  de  nombres  complexes  tel  que  la  somme,  la  différence, 
le  produit  de  deux  nombres  quelconques  du  système  appartiennent  encore  su 
système;  supposons  en  outre  que,  dans  une  région  finie  «lu  plan,  il  n'existe 
qu'un  nombre  fini  de  quantités  faisant  partie  du  système,  ce  qui  exige  en  par- 
ticulier qu'il  n'y  ait  aucun  nombre  du  système,  sauf  0.  de  module  inférieur  .1 
un.  L'unité  est  toujours  considérée  comme  un  nombre  du  système.  De  toute 
quantité  complexe  on  déduit  m\c  suite  d'équations 


X, 


x.  =  a. 


x . 


X..  =  rt. 


M 


o„  at ani  ...  appartenant  au  système  (S).  si  celte  suite  se  poursuit  indé 

uniment,  elle  conduit  à  représenter  x    par  une  fraction  continue  illimitée 


./• 


{a0,  a «...  ./■ 


Soit  —  la  //'"""  réduite,  la  différence  x  ■  peut  5 écrire 


Çn 


'/„ 


x  =   fis        H 


'In 


'/'• 


M .  llurw  itz  suppose  que  l'on  ii  choisi  les  nombres  aot  a. a  ,.  d  •  telle 

façon  que  8„  reste  lim  tandis  que  7,,  augmente  indéfiniment  avec  n  Gi 
cette  hypothèse,  on  peut  étendre  à  ces  nouvelles  fractions  continues  la  plupart 
des  propriétés  connues  des  fractions  continues  ordinaires  :  1  lorsque  n  .nu mente 
indéfiniment,  la  fraction  converge  et  a  pour  somme  *c0;  1  si  la  fraction  se  pour* 
suit  indéfiniment,  la  somme  x  ne  peut  être  égale  .m  quotient  de  deux  nombre* 
du  système  (S);  3*  si  1,1  quantité  x.  satisfait  à  une  équation  du  second 
dont  les  coefficients  sont  des  nombres  du  système  I  v  .  les  quantil 

•  /'„,  •••   ne  peuvent    prendre  qu'un   nombre    fini   de   valeurs. 

L'auteur  applique  ces  considérations  générales  su  sysU  me  di  s  nombres  1  n 
tiers  complexes  ///     /,/,  et  >m  système  des  nombres  entiers  compli  I 


m  SECONDE   PARTIE. 

I  p  = 

peut  l'écrire 


c      //   i- a'  une  quantité  complexe  quelconque;  on 


x  —  a  -i-  (  u'  i-  iv'  ), 

r/  étant  un  nombre  entier  complexe  de  la  forme  ni  -i-  ni,  choisi  de  telle  façon 
que 

i        ,i                1,1 
—        iï<  -> _v  '<  -• 

2  2  2  i 

De  cette  façon  on  associe  à  chaque  quantité  complexe  x  un  nombre  entier 
complexe  a.  De  toute  quantité  complexe  x0}  on  peut  donc  déduire  une  suite 
d'équations 

i  i  i 

X „  =   Clu  -f-   -        7  3?    =  «.  H >  •  •  •  >  Xa  =  Ctn  H —  >  ■  •  •) 

«^l  ^J  "S.+  l 

art  désignant  le  nombre  complexe  associé  à  xn.  Le  seul  point  un  peu  délicat  est 
la  démonstration  de  l'inégalité  |  qn  |  >  |  //„_,  |  ;  M.  Hurwitz  y  parvient  par 
l'emploi  d'une  représentation  géométrique. 

Sylow  (£")-  —  Sur  les  groupes  transitifs  dont  le  degré  est  le  carré 
d'un  nombre  premier.  (201-256). 

Si  l'ordre  d'un  groupe  est  divisible  par*  une  puissance  d'un  nombre  premier, 
telle  que  />'",  sans  l'être  par  pm+1,  cet  ordre  est  de  la  forme  p"'\l(np  +i);  le 
groupe  en  contient  \\\\  autre  de  l'ordre  />"'II;  celui-ci  contient  ù  son  tour  un 
troisième  groupe,  de  l'ordre  p'",  auquel  toutes  ses  substitutions  sont  permu- 
tables; enfin  le  nombre  des  groupes  de  l'ordre  p'"  contenus  dans  le  premier 
groupe  est  np-hi.  L'auteur  considère,  dans  le  présent  travail,  le  cas  le  plus 
simple,  celui  des  groupes  transitifs  de  degré  je?*. 

Soit  G  un  groupe  transitif  de  degré  p-,  0  son  ordre  qu'on  suppose  divisible 
par  />''■  J,  mais  non  par  pK+3,  I  un  groupe  de  l'ordre  //' i+a  contenu  dans  G,  Il  le 
plus  grand  groupe  contenu  dans  G  dont  les  substitutions  sont  permutables  à  I. 
L'ordre  du  groupe  II  sera  p'J  2ll,  où  II  est  premier  avec/;;  on  aura  donc 

0  =  prj+2ïï(np  +1). 

Dans  le  premier  paragraphe,  l'auteur  détermine  la  forme  de  I,  dans  un 
deuxième  celle  de  II.  Dans  les  deux  suivants,  il  s'occupe  du  nombre  n;  enfin  le 
dernier  contient  quelques  applications. 

Schwering  (E.).  —  Recherches  sur  la  norme  des  nombres  com- 
plexes. (265-296). 

L'auteur  étudie  les  normes  de  nombres  complexes 

a (  x  +  d l  -x'  -■- .  .  .-'■    <ir    ,  a'    '. 

où  1  esl  nue  racini  imaginaire  de  l'équation  x*—  1  —  0.  <V-  recherches  se 
rattachent  .1  celles  de  Kronecker,  de  Reuschlc,  el  à  un  Mémoire  .intérieur  de 
l'auteur,  publié  dans  l<   tome  \  de  ce  journal. 
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Soderberg  (./.-/.).  —  Démonstration  du  théorème  fondamental 
de  Galois  dans  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des  équa- 
tions. (297-302). 

Reproduction  d'une  démonstration  publiée  dans  la  thèse  de  l'auteur.  L'exis- 
tence du  groupe  de  Galois  est  rattachée  aux  propositions  établies  par  Lagrange 
dans  son  Mémoire  licjlexions  sur  la  résolution  algébrique  des  équation* 

Staitrfe  (Otto).  —  Sur  le  mouvement  d'un  poinl  pesant  sur  une 

surface  de  révolution.  (3o3-332). 

L'auteur  recherche,  en  particulier,  les  conditions  pour  que  le  mouvement  soit 
stable,  pour  qu'il  soit  périodique,  etc.   Il  s'appuie   pour  cela   sur  les  résultats 

d'un  Mémoire  antérieur,  relatif  à  une  espèce  do  fonctions  périodiques. 

Weber  {H.).  —  Sur  la  théorie  dos  fonctions  elliptiques  (second 
Mémoire).  (333-3o,o). 

Ce  Mémoire  comprend  deux  Parties  :  la  première  se  rapporte  à  la  théorie  de 
la  transformation;  l'auteur  introduit  d'abord  les  fonctions  modulaires  /(«•»), 
f\  (,,})>  fi  (  (,))>  fz ( (,))  dont  on  a  rappelé  la  définition  il. m-  le  compte  rendu  de 
ses  ElliptUche  Functionen  (Buttetin,  X.V,,  p.  106);  il  établit  leur  caractère 
d'invariance  pour  la  transformation  linéaire,  puis  les  équations  modulaires 
gébriques)  dans  le  cas  d'un  degré  de  transformation  premier  ou  composé. 
La  seconde  Partie  se  rapporte  à  la  multiplication  complexe  et  embrasse,  pour 
ce  qui  est  du  calcul  des  nombres  algébriques  liés  à  cette  multiplication,  les 
résultats  dus  à  M.  Hermite,  ai  P.  Jouberl  ci  a  M.  Kronecker.  Si  le  rapport  «le-* 
périodes  (o  est  racine  d'une  équation  du  second  degré  \o>1  iR  I  '.  •>.  où 
A,  H,  G  sont  les  coefficients  d'une  forme  quadratique  proprement  primitive  de 
déterminant  négatif  — /»;/(<.))  est  un  nombre  entier  algébrique,  qui  reste 
invariable  quand  on  remplace  la  forme  (  V.  I>.  ('  )  par  nue  Forme  équivalente,  et 
dont  le  degré  esl  égal  au  nombre  de  classes,  de  formes  proprement  primitives, 
à  déterminant  — /// ;  de  là  la  notion  d'invariants  de  classes  et  d'équations  de 
classes, que  M.  Weber  apprend  à  former,  au  moyen  des  principes  exposés  dans 
la  première  Section.  Un  Tableau  place  ,1  la  fin  de  cette  deuxième  Partie  en  ré- 
sume les  résultats. 

Li lien t ha I,  ( // .).  —  Remarques  sur  les  surfaces  pour  lesquelles  la 
différence  <lcs  payons  <!<■  courbure  principaux"  esl  constante, 
(39i-394). 

Détermination  des  surfaces  de  révolution  possédant  cette  propri 

Ptctszvcki  (t/.).  —  Sur  li  ntégral  ion  algébrique  des  différentielles 
algébriques.  (  .M).V  (00). 
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I.;i  méthode  proposée  repose  sur  le  théorème  suiv«inl  :  «  Si  l'intégrale    /     (  dx 

où  P  esl  un  polynôme  entier  en  x,  el  r  une  fonction  algébrique  définie  par  uni 
équal  mu  irréduel  i ble  d'ordre  // 

s"  :    tp,l  x)  s"   '  ,-...—  o, 
esl  algébrique,  elle  est  de  la  forme 

C  5  ''•''  X  X,S+..,        \„    ,  S"    ' 


.7  P  ^ 

les  polynômes  V,  \  ,  \,,  ...,  \.„_,  pouvant  se  déduire  des  coefficients  de  I' ci 
de  l'équation  en  z,  par  un  calcul  qui  n'introduit  que  //  constantes  arbitraires. 
Il  suffira  d'examiner  si  l'on  peul    disposer  de  ces  n  constantes  de  façon  que 
l'égalité  précédente  soil  vérifiée. 


Tome  XII;  1888-1889. 

AppelL  {/'.).    —  Sur  le  mouvemenl    d'un   fil  dans  un  plan   fixe 
(i-5o). 

L'étude  du  mouvement  d'un  lil  flexible  et  inextensible  dans  un  plan  fixe 
avait  été  commencée  par  M.  Resal  qui  avait  formé  deux  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles  de  l'intégration  desquelles  dépend  la  solution  du  pro- 
blème. Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Appell  ramène  la  recherche  du  mouve- 
ment du  lil  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  quatrième 
ordre,  <|iii  se  prête  facilement  à  la  résolution  de  plusieurs  problèmes  impor- 
tants. 

Soit  a  l'angle  que  fait  à  l'instant  t,  la  tangente  au  lil  en  un  point  avec  l'axe 
de-  abscisses  :   l'équation  de  la  tangente  sera  de  la  forme 

x  sin  a  —  y  cosa  =  p' , 

p  désignant  une  fonction  de  a  et  /,  dont  les  dérivées  successives  par  rapport 
a  a  seront  appelées  p',  p",  .... 

La  méthode  suivie  par  M.  Appell  consiste  à  prendre  pour  inconnue  la  fonc- 
tion />  el  pour  variables  indépendantes  a  el  /. 

Si  l'on  effectue  ce  changement  de  variables  dans  les  équations  ordinaires  du 
mouvemenl  du  lil.  on  obtienl  les  deux  équations 


\  '  ■  m(à+  .„■>   '" ■/'  p  ■!"    -;,  i- 

i  àT  ,     ,         „    /.        <>  />  , 


en  désignant  par  nids  la  masse  de  l'élémenl  ds,  par  T  la   tension  de  cet   clé- 
ment, el  par  M-  el  M"  les  composantes  tangcnlielle  el  normale  de  la  force  exté 
1  ieure  rapportée  .1  l'unité  <\<'  unisse. 
Les  équations  précédentes  sont  deux  équations  simultanées  définissant  Tet/J 
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en   fonction  de  a  et  /.  En  éliminant  T  entre  ces  équations,  on  obtient   une 
équation  de  quatrième  ordre 

.  s      à  f     (dp      ôp"\-  .    ,        „  ./         d3p'\~]  ,     ,        „  (         à*p\ 

qui  définit  p  en  fonction  fie  a  et  /. 

A  toute  intégrale  particulière  de  cette  équation  correspond  un  mouvement 
possible  du  fil,  à  condition  que  la  valeur  de  la  tension  ï  fournie  par  la  pre- 
mière des  équations  (0  soit  positive. 

Après  avoir  montré  comment  les  équations  Ci;  peuvent  être  déduites  de 
celles  que  donne  M.  Resal  dans  son  Traité  de  Mécanique  générale  t  I. 
p.  32i  et  suivantes),  M.  Appel I  applique  les  résultats  précédents  .1  quelques 
problèmes. 

Supposant  que  la  force  extérieure  appliquée  à   un   élément    du   lil  dépende 
uniquement  de  la  position  de  cet  élément,  est-il  possible  que  le  til  affecte  une 
ligue  de  repos  apparent  dans   l'espace?  Il  suffit  de  chercher  à  satisfaire  à  le 
quation  (2)  par  une  intégrale  particulière  de  la  forme 

p       \       fi . 

où  A  dépend  de  a  seulement  et  fi  de  f  seulement. 

Si  l'on  suppose  le  fil  homogène  (cas  examiné  par  M.  Léauté),  "ii  trouve 
immédiatement  que  fi  est  une  fonction  du  second  ou  du  premier  degré  en  /. 

Le  problème  précédent  est  un  cas  particulier  du  suivant  considéré  par 
M.  Routh  :  «  Chercher  s'il  existe  un  mouvement  du  lil  pouvant  se  représentei 
par  le  glissement  du  fil  le  long  d'une  courbe  de  forme  invariable  animée  d'un 
mouvement  de  translation,  et  déterminer  ce  mouvement  du  lil  s'il  exist< 

Il  suffira,  pour  résoudre  cette  question,  de  chercher  une  intégrale  <!<•  |  2     de 

la  forme 

p  \  eus  x        r,  si  n  a         \        1-1. 

A  étant  une  fonction  de  y.  seul,  :,  r,  8  de--  fonctions  de  f  seul. 

\1.  Appel]  termine  son  Mémoire  en  montrant  que  l'équation  1  3  •  se  prête  fa 
cilement  à   l'étude  des  oscillations    infiniment    petites  autour  d'une   position 
d'équilibre  stable. 

Lerch  \  )/.).  —  Sur  une  méthode  pour  obtenir  le  développement 
en  série  Ingonométriquc  de  quelques  fonctions  elliptiques. 
1  5 1-55  1. 

Méthode  directe  et   simple   pour  obtenir  le  développement   en  s.  ne  trigono 
met  riqne  de  1,1  fond  ion 

a  1  ./•     u  1 

S  1  u  1 

'Ml 


v 

(  m  )       1        >    >    1       1     ./     msjHMi:,        7 
u     1 


1 1 11  irlm ni  i/'.i.         Sur  les  équations  différentielles  linéaire! 
«  oel licienl s  algébriques.  (5~-(>t   , 


I<» 


S. .il 


(0 


S1ÎC0NDE   PAIIT1R. 


d"z       n  <l" 

i/.f  <l.r      ' 


une  équation  différentielle  linéaire  el  homogène,  où   les  15,  sent,  des  fonctions 
rationnelles  de  deux  variables  x,  y  liées  par  une  équation  algébrique 


(a) 


l'(.r,  r)  =  o. 


Soit  x  =  a,  y  —  b  un  point  de  ramification  d'ordre  n>  de  la  courbe  (2). 
Supposons  que,  pour  x  =  a,  y  =  /;,  II,,  Kg Rlt  restent   Unis. 

M.  Guichard  établit  le  théorème  suivant  : 

«  Si  la  variable  x  tourne  m  fois  autour  du  point  ci,  les  n  intégrales  de  l'é- 
quation (1)  reprennent  leur  valeur  initiale.  » 

I  ries  (./.  de).  —  Sur  certaines  configurations  planes.  ((>3-8i). 

Une  figure  plane  composée  de  p  points  et  de  g  droites,  chaque  point  étant 
le  point  de  départ  dey  droites  et  chaque  droite  le  support  de  ~  points,  est  une 
configuration  que  l'on  désigne  par  le  symbole  (/>..,  gr)  lorsque  y  et  -  sont  dif- 
férents et  par  le  symbole/?,.  lorsque  y  et  -  sont  égaux. 

M.  de  Vries  développe  les  propriétés  de  quelques-unes  des  configurations 
(j>t.  gt)  et  de  quelques  antres  configurations  qui  leur  sont  intimement  liées. 

Brioschi  (F.).  —  Sur  l'équation  du  sixième  degré.  (83-ioi). 

M.  Brioschi,  après  avoir  rappelé  les  résultats  relatifs  aux  invariants  d'une 
forme  binaire  du  sixième  degré  et  le  lien  qui  existe  entre  les  reeherclies  de 
Malfatti  sur  l'équation  du  cinquième  degré  cl  celles  de  Jacobi  et  de  M.  Cayley, 
on  tire  quelques  conséquences  et  montre  comment  on  peut  ramener  l'équation 
du  sixième  degré  à  une  forme  normale  qui  se  résout  aisément,  au  moyen  des 
fonctions  thêta  hyperelliptiques  à  (\cu\  variables. 

Heun  (A-).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  fonctions  plusieurs 
fois  ramifiées  linéairement.  (io3-io8). 

Dans  les  six  pages  qui  forment  le  présent  Mémoire,  M.  Heun  établit  quelques 
additions  et  une  rectification  à  ses  recherches  publiées  au  t.  11  des  Acta  ma- 
thematica. 

Hacks  (t/.). —  Démonstration  de  Schering,  au  moyeu  du  symbole 
|  ./■  ]  de  la  loi  <!<■  réciprocité.  (ioy-i  1  1). 

La  démonstration  de  Schering  se  trouve  insérée  aux  Nachrichten  de  Got- 
linguc  (1879,  p.  217-224)  et  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie 

des  Sciences  (I.   LXXXV1II,  p.    107I-107J). 

florn  (/.).        Sur  uu  système  d'équations  linéaires  aux  dérivées 
pari  ielles.  (  i  i  3- 1  ro  ). 

M.  Iloin  se  propose  d'étendre  .mx  équations  aux   dérivées  partielles  les  ré- 


>»}  fosr- 
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sultats  contenus  dans  le  .Mémoire  fondamental  de  M.  Pucbs  I  Journal  de 
Crelle,  t.  6G);  M.  Picard  avait  étendu  aux  fonctions  de  deux  variables  le  pro- 
blème  de  Riemann  relatif  aux  fonctions  bypergéométriques  et  montré  que 
certaines  fonctions  de  deux  variables  indépendantes  peuvent  être  déterminées 
par  leurs  points  critiques  et  les  exposants  correspondants;  ces  recherches  d<- 
M.  Picard  (Annales  de  l'École  Normale,  i ss i )  et  celles  antérieures  de 
M.  Appell  (  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences.  i8f 
Journal  de  Liouville,  1882)  servent  de  point  de  départ  à  M.  Horn  dont  I»  M 
moire  est  consacré  principalement  à  l'étude  du  système 


d*z 

dx* 

dz            dz 

a0z      a   j-  --.   a 

dx        -  dy 

d'z 
<)x  dy 

,           /  à*       .   dz 

d*z 

■'.y 

dz          dz 

c   -  +  r           +  , 

dx        ■  dy 

où  les  coefficients  a,  0,  c  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  el  y  telles  que 
les  trois  équations  précédentes'  aienl  trois  ^< > 1 1 1 1  i < »n s  communes  linéairémenl 
indépendantes. 

Kovyalevski  (S). —  Sur  Le   problème  de   la   rotation  d'un  corps 

solide  autour  d'un  point  fixe.  (177-2.32). 

Le  problème  de  la  rotation  d'un  corps  solide  pesant    autour  d'un  point  lix<- 
peut  se  l'amener  à  l'intégration  du  système 

A^-'       (B-C)qr  +  Mg(y0y        :  y   i,  [')'       ry        t.  ■ 

B^|      (C-  K)rp      Mg{z0t       ■>:;  ^      ,,v       ,-.. 

C-j-t        (A        B)pq    i    M  -(./•-•      -.'  '-n-        7  7        / 

où  les  constantes  \,  B,  C,  M,  ./•  ,  i   ,  s0onl  une  signification  bien  connue      \ 
B,  <:  sont  les  axes  principaux  de  l'ellipsoïde  d'inertie  du  corps  considéré  rela 

tivement  au  point  fixe;  M  est  la  masse  du  corps  ;  ./•  .  y0i  z  sont  les  < 'données 

du  centre  de  gravité  du   corps  dan--  un  système  d'axes  formés  par  les 
principaux  d'inertie  relatifs  au  point  fixe. 

<>n  n'était  parvenu  à  intégrer  ces  équations  que  <\<u\^  deux  cas  particule  rs 

r1  Le  cas  de  Poisson  (<>u  d'Euler)  où  l'on  .1 

r      .' 
•    Le  cas  de  La  grange,  où  l'on  a 

\         15,  X        .1 

Les  six  quantités  />.  q,  r,  y,  y',  y   son)  dans  ces  deux  cas  des  fonctions  uni 
formes  du  temps,  n'ayant   d'autres  singularités  que  des  pôles  pour  toutes  les 
valeurs  Unies  de  la  variable. 

M      Kowalevski  montre  <|m-  les  intégrales  des  équations  différentielles 

ludl.  des  Sciences  ma thé  m.,  a*  série,  t.  \\  1      ivril  18g  M 
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sidérées  ne  cbnservenl  pas  cette  propriété,  en  général,  mais  que,  outre  le^ 
deux  cas  déjà  connus,  il  existe  un  cas  nouveau  où  l;i  circonstance  précédente 
se  présente;  c'esl  le  cas  où  les  constantes  satisfont  aux  équations  suivantes  : 

\  =  H  =  •.>  C,        za    ■  o. 

C'esl  et-  problème  où  l'on  a  A  I'>^=2C  et  où  le  eentre  de  gravité  du  corps 
se  trouve  dans  ['équateur  de  l'ellipsoïde  qui  fait  l'objet  du  Mémoire  de  M""  Ko- 
walevski  :  l'intégration  complète  s'effectue  à  l'aide  de  la  théorie  des  fonctions 
abéliennes. 

I  olterra  (  J  .).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des  fonc- 
tions  d'une  variable  imaginaire.  (233-286). 

M.  Volterra  remarque  que  l'on  peut  étendre  la  représentation  des  fonctions 
de  trois  variables  indépendantes  par  les  fonctions  des  points  d'un  espace  à 
trois  dimensions;  on  peut  en  effet  faire  correspondre  à  chaque  ligne  ou  à 
chaque  surface  les  valeurs  d'une  variable;  on  obtient  ainsi  des  fonctions  des 
lignes  et  des  fonctions  des  surfaces  de  l'espace. 

L'objet  du  présent  Mémoire  est  de  montrer  comment  les  fonctions  d'une 
ligne  permettent  de  généraliser  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  ima- 
ginaire. Cette  généralisation  s'obtient  en  faisant  correspondre  à  chaque  ligne 
fennec  de  l'espace  les  valeurs  de  deux  variables  imaginaires  liées  entre  elles 
par  une  condition  différentielle  semblable  à  la  condition  de  monogénéité  de 
la  théorie  ordinaire. 

Tchebycheff  (P '.).  —  Sur  les  résidus  intégraux  qui  donnent  des 
valeurs  approchées  des  intégrales.  (287-322). 

Dans  un  Mémoire  Sur  ta  représentation  des  valeurs  limites  des  intégrales 
par  des  résidus  intégraux,  inséré  au  t.  IX  des  Acta  ('),  M.  Tchebycheff  avait 
montré  comment,  d'après  les  valeurs  données  de  2 m  intégrales, 

p  b  ph  pb 

j     f(x)dx,  /     x  f(x)  dx,         ...,  I      x™1-1  f(x)dx, 

(a  et  b  réels,  et  a  <  b), 
on  pouvait  trouver  les  limites  les  plus  étroites  de  la  valeur  de  l'intégrale 


f(x)  dx, 


lorsque  la  fonction  inconnue  f(x)  reste  positive  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  x  comprises  entre  a  et  b  et  lorsque  la  valeur  de  v  reste  comprise  entre  a 
et  h.  Ces  limites  sont  données  par  les  inégalités 


\  .m  Bulletin,  \i\  .  p.  126. 


REVUE   DHS   PUBLICA1  IONS.  j  ; 

où  '<>  est  11  no  quanl  i t «'*  posit  ive  infinimenl  petite  el  F(z)  uni  fonction  rationnelle 

<!>  (  a  ) 


F(-) 


*t(z) 


qui  s'obtient  facilement  par  un  développement  en  fraction  continue;  ce  d 

loppcmcnt  donne  l\>u(z)  eL  <I>1(c). 

Les  inégalités  précédentes  conduisenl  à  ce  résultai  que  la  différence  entre  le 
résidu  intégral 

f     '''■' (  z  ] 

ii     in 
el  l'intégrale 


r 


f\  ./•  )  dx 

•    Il 

esl  au  plus  ('-gaie  à  la  fraction 

<l>  (P) 


2*P[(V) 


L'élude  de  relie  fraction  et  de  formules  qui  peuvent  conduire  à  la  détermi- 
nation de  sa  limite  supérieure  forme  l'objet  principal  du  Mémoire  de  M.  Tche- 
bycheff. 

Picard  (E.).  —  Sur  une  classe  d'équations  linéaires  aux  dériv< 
partielles  du  second  ordre.  (323-338). 

Ce  Mémoire  annonce  le  commencement  des  recherches  de  M.  Picard  relatives 
à  la  détermination  des  intégrales  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre  par  leurs  valeurs  sur  un  contour  fermé.  On  pourra  voir  {Journal 
de  Mathématiques,  1890,  et  Journal  de  l'École  Polytechnique,  1890 
quelle  généralisation  sont  susceptible-  les  résultats  particuliers  «pie  nous  allons 
résumer. 

AI.  Picard  s'occupe  ici  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielle»  du 
coud  ordre,  obtenues  en  exprimant  que  la   variation  première  de  l'int 
double 


/ak:,  ;>- 


est  égale  à  zéro,  en  désignant  parc  une  forme  quadratique  en  \*. 

coefficients  étant  des  fonctions  quelconquesde  x  el  y. 

La   classe   d'équations   ainsi   obtenue  jouit    de  diverses   propriétés   remar- 
quables. 

l  ne  équation  linéaire  au\  dérivées  partielles  du  second  ordre 

<)>\         ,    d  \  \         ,d\  \ 

(1)  a  \b-r- ■  -  -f-<  <l     ■  -he  -  \ 

dx*  dx  dj 

...         ..  .  ..   dV    ô\  ,  . 

ne  peut  dériver  il  une  forme  quadratique  .  1  \ .       •        >  par  le  proo  île  1  1 

dent  (pie  s'il  existe  une  relation  entière  enti  't   leurs 

partielles  jusqu'au  second  ordre.  Soi! 

1 
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cette  ici. il  nui.  F  étant   un   polynôme.  Celui-ci  sera  un  invariant  de  l'équation 
correspondant  à  un  changement  de  variables  et  de  fonction. 

Lorsque  la  condition  F  o  est  remplie,  il  existe  une  infinité  de  formes 
quadral  iques 

HN  ■■'.-■  '■»■)' 

pouvant  servir  à  engendrer  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles. 

On  peut  étendre  aux  équations  rentrant  dans  la  catégorie  précédente  des  ré 
sultats  classiques  dans  la  théorie  de  l'équation  du  potentiel.  Si  R  est  une  région 
du  plan  à  contour  simple,  où  la  l'orme  quadral  ique  /'  est  définie  et  si  A  est  une 
aire  de  R  limitée  par  une  courbe  C,  il  existe  une  seule  fonction  \(x,y)  uni- 
forme et  continue  dans  V  ainsi  que  ses  dérivées  partielles,  et  prenant  sur  le 
contour  ('.  une  succession  donnée  de  valeurs. 

M.  Picard,  après  avoir  montré  comment  on  peut  tirer  parti  de  l'indétermina- 
tion des  coefficients  de  la  forme  quadratique,  établit  que  toute  équation  linéaire 
aux  dérivées  partielles  de  la  classe  considérée  peut,  par  un  changement  con- 
venable de  variables  et  de  fonction,  être  ramenée  à  la  forme 

dx1         <)y        '  J 

Cette  dernière  équation  acquiert  par  là  un  intérêt  particulier  :  M.  Picard  en 
reprend  l'étude  en  se  proposant  particulièrement  la  détermination  d'une  inté- 
grale au  moyen  de  ses  valeurs  le  long  d'une  courbe  fermée. 

Dobriner  (//•)•  —  Sur  l'octogone  formé  par  les  huit  points  d'in- 
tersection de  trois  surfaces  du  second  ordre.  (33g-36i). 

Le  point  de  départ  de  M.  Dobriner  est  un  théorème  de  liesse  (t.  '26  du  Jour- 
nal de  Crelle,  p.  i52)  qui  contient  une  extension  du  théorème  de  Pascal  et 
qui  est  relatif  aux  huit  points  d'intersection  de  trois  quadriques;  M.  Dobriner, 
cherchant  à  trouver  les  propositions  correspondantes  à  celles  de  Steiner,  Kirk- 
niiiii,  Cayley  et  Salmon,  a  été  amené. à  faire  une  étude  de  la  configuration 
formée  par  ces  huit  points. 

Zeuthen  [H. -Cm.).  —  Note  sur  les  huit  points  d'intersection  de 
trois  surfaces  du  second  ordre.  (36a-366). 

M.  Zeuthen  joint  quelques  remarques  aux  recherches  précédentes  de  M.  Do- 
briner et  il  établit,  en  particulier,  un  théorème  qui  se  déduit  de  la  théorie  des 
complexes  linéaires  de  droites. 

Il 'nrwitz  (    i .).  —  Sur  un  mode  particulier  de  développemenl  en 
fractions  continues  des  quantités  réelles. 

si  l'on  désigne  par  a?€  une  quantité  réelle  et  si  l'on  pose 


./■ 


x. 


./• 


•v  ..—■  a ..  — 


où  le  nombre  entier  a.   est  déterminé  de   façon  que   la  différence  ./„      an  ^oit 
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comprise  entre  les  limites  —  -  ci  -4-     ,  on  obtient  pour  x   le  développemenl  en 

fraction  continue 

1 

CC[\  —    Cln  —     


ci.  — . 


C'est  ce  mode  de  développement  en  fraction  continue  qui  esl  étudié  pai 
M.  Hurwitz.;  il  a\ait  déjà  été  considéré  par  M.  Minnigerode  dans  une  Note  in- 
sérée en  1873  aux  Nachricliten  de  Gôttingue.  M.  Hurwitz  est  amené  à  intro- 
duire ensuite  un  second  mode  de  développemenl  en  fraction  continue,  distinct 
du  premier. 

E.  (  lossi  1.  \  1 . 


BULLETINS  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Béai  \- 
Arts  de  Belgique;  3e  série  (!). 

Tome  XV,  janvier  à  juin   1888. 

De  lleen  (A*.).  — ■  Mole  sur  le  travail  moléculaire  des  liquides  or- 
ganiques. Détermination  des  variations  de  la  chaleur  spécifique 
des  liquides  avec  la  température.  (165-191). 

De  lleen  (/'.)•  —  Détermination  <\v>  variations  de  la  chaleur 
spécifique  des  liquides  an  voisinage  de  la  température  critique. 

(522-528). 

Sur  la  vérification  expérimentale  de  la  relation  l  CP  a,4«  =  const. 
entre  la  chaleur  spécifique  moyenne  C,  le  poids  moléculaire  T,  el  le  nombre /1 
d'atomes  contenus  dans  la  molécule,  T  le  travail  moléculaire. 

Daurry.  —  Sur  la  détermination  de  la  force  *  1  m  \«vui  en  grandeur 
et  en  direction.  (  1 92-1 97). 

Houzeau  <d  Folie.  — -  Rapports.  (1  i-i3). 

Comparaison  de  l'action  du  vent,  agissant  comme  un  courant,  sui  deux  pen 
dules,  dont   la   plaque  oscillante  est,   pour  l'un   perpendiculaire,  pour  l'autre 
oblique  à  la  direction  du  \  ent. 

/  an  der  Mensbrugghe.  -  <  >ii*-1<iii«v~-  mots  sut  ma  théorie  «lu 
(ilage  de  l'huile.  (263-273  ), 

Exposition  plus  précise  de  cel  te  théorii 


(')  \  oir  Bulletin,  XV-,  p.    i-10 


[6  SECONDE   PAUTIE. 

Le  Paige  (C.)  el  Deruyts  (F.).  —  Sur  les  théorèmes  fondamen- 
taux de  la  Géométrie  projective.  (335-347). 

Démonstration  basée  sur  les  propriétés  des  triangles  homologiques  el  sur  la 
déGnition  suivante  :  «  Des  couples  de  points  situés  sur  une  droite  sont  eu  in- 
volution  lorsque,  par  trois  couples  arbitraires,  on  peut  faire  passer  les  couples 
de  côtés  opposés  d'un  quadrangle.  » 

Folie  (F.)  el  Lagrange  {Cit.).  —  Rapports  sut*  un  Mémoire  de 
M.  Ronkar,  intitulé  :  Sur  l'influence  du  flottement  el  des 
fictions  mutuelles  intérieures  dans  les  mouvements  pério- 
diques d'un  système.  Application  au  sphéroïde  terrestre.  (489- 
5oo). 

M.  Ronkar  a  levé  une  grande  difficulté  que  l'on  rencontre  dans  la  théorie 
de  la  nutation  diurne  de  M.  Folie,  au  moyen  du  théorème  suivant:  «  Dans  les 
mouvements  à  très  longue  période,  le  sphéroïde  terrestre  se  meut  sensiblement 
comme  si  la  croûte  et  le  noyau  ne  formaient  qu'une  seule  masse;  dans  les 
mouvements  à  très  courte  période,  au  contraire,  le  noyau  et  la  croûte  se 
meuvent  indépendamment  l'un  de  l'autre;  dans  les  mouvements  à  période 
moyenne,  on  peut  considérer  les  deux  parties  comme  s'entraînant  partiellement, 
et  il  y  a  en  outre,  généralement,  une  variation  de  phase  dans  l'action  des 
forces.  »  Ce  théorème  n'est  pas  toutefois  établi  avec  une  rigueur  absolue. 

Deruyts  («/.).  —  Sur  la  théorie  des  formes  algébriques  à  tin 
nombre  quelconque  de  variables.  (9.)  1-980). 

Le  Paige.  —  Rapport.  (93Ô-937). 

Mémoire  important,  mais  difficile  à  analyser  brièvement,  où  l'auteur  étend 
aux  formes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  la  théorie  des  semi-inva- 
riants et  des  semi-covariants  (étudiée  seulement  jusqu'à  présent  pour  les 
formes  binaires). 


Tome  XVI,  juillet  à  décembre  [§88. 

Catalan  (E.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  :  Sur  quelques  for 
mules  de  Calcul  intégral^  par  J.  Beaupain.  (10-19). 

Réduction  aux  fonctions  gamma  dus  intégrales  de  la  forme 

71  ÏC 

/      cosP x  cosqx  dx,        I      cosi'x  sinqx  dx, 

•  ,,  .11 

/      sin    vcosqxdx,         I      s'm'l  x  sin  q  x  dx, 

.   0 
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le  plus  souvent,  en  remplaçant  la   fonction   à   intégrer  par   an   développement 
suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  multiples  de  x. 

Goedseels  (E.).  —  De  la  longueur  d'une  ligne.  (86-g 
Mans  ion  (P.).  —  Rapport.  (20-24). 

L'auteur  établit  autrement  que  SCHEEFPER,  dont  la  démonstration  n'<  -t  pas 
générale  (Acta  malhematica,  t.  V,  p.  49~82 ;  1884 )  et  M.  Jordan  (Cours d'A- 
nalyse, t.  III,  Note,  n°  46-51)  le  théorème  suivant  :  «  Tous  les  polyg 
ri  a  blés,  à  côtés  indéfini  ment  décroissants,  inscrits  dans  une  courbe  continue,  onl 
leurs  périmètres  tendant  vers  une  limite  unique  Gnie  ou  infinie  ».  Voir  un 
commentaire  de  cette  petite  Note,  dans  Mathesis,  t.  VIII,  p.  262-264. 

Van  der  Mensbrugglie  (G.).  —  Sur  les  moyens  d'évaluer  el  «le 
combattre  l'influence  de  la  capillarité  dans  la  densimélrie.  (3i- 

42). 

De  Ile  en  (P-)-  —  Détermination  des  variations  que  le  coefficient 
de  frottement  des  solides  éprouve  avec   la  température.   I  ">-- 

6a). 

De  Ileen  {P.)-  —  Détermination  des  variations  que  le  froltemenl 
intérieur  de  l'air  pris  sous  diverses  pressions  éprouve  ave»  la 
température.  (195-206). 

Le  dernier  travail  de  M.  de  llccn   infirme  les  conclusions  de  Hun  contre  la 
théorie  cinétique  des  gaz. 

Deruyts  («/.).  —  Sur  la  différend  a  tion  mutuelle  des  fonctions  in- 
variantes. (207-21 5). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (1  {9-100). 

Conséquepces  de  la  remarque  suivante,  qui  esl   très  simple  1  1   néanmoins  ne 
paratl  pas  avoir  été  faite.  Soit  une  forme  invariantive  l  telle  que 

l(Q',Q",  ...)        •:    [(?',  q  ...    : 

ou  aura  nécessairemenl 

i(  r\  P",  .. .)      8>  \{  j> .  i>  . 

si  les  I'  s'expriment,  à  l'aide  des  /'  comme  les  Q  au   moyen  des  q.  L'ex|  1 
sion  l  <  /''.  />' .  . . .  )  sera  une  fonction  invariante  -1  les  quantités  comprises  dans 
les  />  s'expriment  en  fonction  entière  de  quantités  analogues  .1  celles  <|m  s"ui 
comprises  dans  les  7  ;  -o  de  plus  les  quantités  P  s'obtiennent,  à  pari  une  puis 
sance  de  8,  en  remplaçant ,  dans  les  />,  les  quantités  q  par  leurs  transformées  Q 
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Lagrange  (Ck.).  —  Noie  concernant  la  vérification  numérique 
d'une  formuJe  relative  à  la  force  élastique  des  gaz.  (171-193). 

('.clic  Note  intéressante  contient,  outre   la  vérification  expérimentale  dont  il 
cxi  parlé  dans  le  titre,  un  essai  de  démonstration  de  la  formule  suivante 

P        l -,  -  \: 

p- —  /•' 

/' e^i  une  constante  indépendante  du  gaz,  r  le  rayon  de  l'élément  gazeux,  p  la 
demi-distance  des  centres  élémentaires,  A  un  ternie  dépendant  de  l'attraction 
moléculaire,  T  la  température  absolue,  P  la  pression  du  gaz  par  unité  de  sur- 
face. L'auteur  esl  conduite  reconnaître  l'existence  d'une  force  d'attraction  uni- 
verselle  proportionnelle  aux  niasses,  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance, 
d'intensité  constante  et  se  transmettant  à  travers  la  matière;  puis  l'existence 
d'une  répulsion  universelle  proportionnelle  aux  surfaces,  en  raison  inverse  du 
cube  de  la  distance,  d'intensité  variable  Tel  interceptée  par  la  matière.  La  ré- 
pulsion et  aussi  l'attraction  d'un  atome  sur  un  autre  n'est  pas,  en  général, 
égale  à  celle  du  second  sur  le  premier. 

Catalan  (E.).  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  formule  du  binôme. 

(>94). 

Deruyts  («/.).  —  Sur  quelques  propriétés  des  transformations  li- 
néaires. (576-589). 

Généralisation   des  résultats    signalés  plus  haut  (p.  207-216)   du   même  Vo- 
lume). 

Catalan  (E.)  et  Mansion  (/'•).  —  Rapports  sur  le  Mémoire  de 
M.  J.  Beaupain  intitulé  :  Nouvelles  recherches  sur  quelques 
formules  de  Calcul  intégral.  (543-549). 

Analyse  de  ce  .Mémoire  où  l'auteur   indique  des  cas  nombreux  de  réduction 
aux  fonctions  gamma  des  intégrales  de  la  forme 

/     a7?'(i-f-  x)'i  dx, 

■        II 

rl                                                       r*(i-t-.ry(i  —  .r)<—  (i-hxyd-xY    . 
/     xF(i  —  as)i(i-+-a;ydx,      / — - -dx. 
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4NNALES  de  lv  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Douzième  année,  1887- 
1888.  Bruxelles,  F.  Huyez;  1888  (A.  première  Partie;  B,  seconde  Partie 

Wansion  (P.).  —  Sur  une  Table  du  papyrus  Rhind.  i  \.  ïi-î<>  • 

Le  papyrus  Kliind  contient  une  Table  de  décomposition  des  fractions  de  la 

forme  — - —  (de  p  =  2  à  p  =  /iq)  en  quantièmes.  Entre  toutes  les  décorapo- 

ip  -+- 1  Y  l  ^ 

sitions  possibles,  il  semble  cjuc  L'auteur  égyptien  a  choisi  celle  qui  conduit  1 
une  dernière  fraction  de  dénominateur  le  plus  petit,  sauf  dans  quelques  cas  spé- 
ciaux, où  il  a  préféré  un  dénominateur  un  peu  plus  grand,  mais  divisible  pai 

Maii&ioii  (P.).  —  Sur  la  définition  des  invariants  el  covariants. 

(A,  47-49). 

Si  une  fonction  F(i)  des  coefficients  et  des  variables  d'un  système  primitif 
de  formes  algébriques  est  toujours  nulle  en  même  temps  que  la  même  fonction 
F(2)  des  nouveaux  coefficients  et  des  nouvelles  variables  du  système  trans- 
formé de  ces  formes  algébriques,  on  a 

F(2)  =TF(i), 

T  étant  une  puissance  du  déterminant  de  la  transformation. 

Clasen  (/?.-«/.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  résolution  des 
équations  linéaires  et  sur  l'application   de  celle   méthode    au 

calcul  des  déterminants.  (15,  25 1 -281). 

Mansion  (/'•)•  —  Rapport.  (A,  5o-5oj). 

Des  deux  premières  équations  (i,),  (ia),  (1,),  (i4),  I  1 
(',)  a.x ■+-  bty -+- cLz      rf,«+e,f      /,. 

on  Lire  aisément,  en  posant  atb% — atb}      (36), 
(2J  (dl>  )  r      t  ac  1 5      (ad  )u       (ae)\  1/  , 

puis  de  fi,)  el  (  a  | 

(a,)  —  (ab)x  +  (bc)z      (bd)u  1  (be)v      l  b/). 

De  (a,),  (  -.),  (1    1.  pms  de  (3,)  et  (a,),  de  (3J  el     it),  on  déduil 

(3,)  1  abc)  z      1  abd  |  u      l  abe  \  v      I  abi  ■ 

(3J  1  abc)y      I  aed  1  u        ace  \  v 

1  '-,)  {abc)x      I  bed)  « 


I  '  )  Voir  Bulletin,  \\  .  p    1"  is 
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{abc)  désignant  le  déterminant  i  :albacs.  De  (i4),  (3,),(3a),  (3S),  on  élimine 
aisément  ./■,>,  r.  et  l'on  trouve,  en  posant  i  hatbacid4      (abcd) 

(i,)  ((tbc(l)u  -i-  {abce)v  =  (abcf), 

et  ain^i  de  suite.  Toutes  le<  éliminations  si;  font  par  addition  et  soustraction 
dans  la  recherche  des  équations  (23),  (3,),  (4«)i  cl1--  Elles  réussissent  parce 
que  les  coefficients  des  inconnues  à  éliminer  des  groupes  (2),  (3),  (\)  sont 
égaux.  L'élimination  qui  donne  les  équations  (a,),  (3t)  et  (3a),  (4,),  (4a)  et 
(4,)>  etc.  se  fait  aussi  par  addition  et  soustraction,  niais,  de  plus,  on  fait  dispa- 
raître, par  division,  un  facteur  inutile  qui  se  présente  dans  les  calculs.  Pour 
cela,  on  s'appuie  sur  le  théorème  suivant  : 

{abc.  ..gkl)  (abc. .  .gh)  =  (abc. .  .gk)(abc. .  .g/d)  —  (abc. .  .gl)(abc. .  .g  h/,). 

Dans  ce  mode  d'exposition  de  la  résolution  des  équations  linéaires,  tous  les 
calculs  sont  réversibles,  de  sorte  que  la  vérification  des  valeurs  finales  n'est  pas 
nécessaire  comme  dans  le  cas  où  l'on  emploie  les  déterminants;  la  discussion 
des  cas  d'incompatibilité  et  d'indétermination  se  fait  tout  naturellement;  au 
point  de  vue  pratique,  la  méthode  nouvelle  ou  méthode  des  coefficients  égaux 
est  plus  expéditive  que  la  méthode  habituelle.  Elle  fournit  d'ailleurs  le 
moyen  de  calculer  un  déterminant  quelconque,  plus  rapidement  que  par  dé- 
composition en  ses  mineurs.  M.  Clasen  expose  son  procédé  sans  recourir  aux 
déterminants,  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

De  Sparre.  —  Cours  sur  les  fonctions  elliptiques  professé  pen- 
dant L'année  188-  à  la  Faculté  catholique  des  Sciences  de  Lyon. 
(Troisième  Partie,  B.,  1-90). 

1.  Héduction  aux  fonctions  /;(  u)  des  intégrales  qui  dépendent  des  fonctions 
elliptiques,  lorsque  les  intégrales  ont  été  ramenées  au  préalable  à  la  forme 
canonique.  2.  Réduction  directe  des  intégrales  dépendant  des  fonctions  ellip- 
tiques aux  fonctions  p(u)  lorsque  les  racines  de  la  quantité,  sous  le  radical, 
ne  sont  pas  en  évidence.  .'5.  Théorème  d'addition  pour  p(u).  4.  Étude  dep(u) 
quand  le  discriminant  est  négatif.  5-6.  Calcul  du  module  k  et  du  multiplica- 
teur y  en  fonction  des  invariants  gt  et  gs.  7.  Calcul  direct  des  périodes  et  des 
autres  éléments,  en  fonction  de  y  et  de  k.  8.  Définition  des  fonctions  sigma. 
U.  Calcul  du  module  et  du  multiplicateur  lorsque  les  racines  de  la  quantité, 
>otis  le  radical,  sont  en  évidence.  10.  Applications.  iu  .Mouvement  du  pendule 
circulaire  dans  l'air,  lorsque  l'on  suppose  la  résistance  proportionnelle  au  carré 
de  la  vitesse.  3°  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  qui  tourne  avec 
une  vitesse  angulaire  constante  autour  d'un  axe  vertical  situé  dans  son  plan. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  les  relations  cuire  les  coefficients  calori- 
m étriqués  d'un  corps.  (15..  91-96). 

Quand  on  connaît  la  relation  entre  la  pression,  le  volume  et  la  température 
absolue   d'un   corps,   on    peut   déterminer   complètement  certains  coefficients 
calorimétriques,  d'autres  seulement  à  une  fonction  arbitraire  près  de  la  tem 
pérature  absolue.  L'auteur  retrouve,  d'une  manière  simple,  les  équations  aux 
dérivées  partielles  auxquelles  satisfont   les  deux  caloriques  spécifiques  et   en 
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tire  quelques  conséquences  dans  les  cas  où  ils  ne  dépendent  que  de  la  tempé- 
rature. 

Delsaux  (*/•)•  —  Sur  la  tension  électrique  suivant   les  lignes  de 
force  dans  les  milieux  diélectriques.  (B.,  97-104). 

Démonstration  du  théorème  de  Maxwell  : 

«  L'action  mécanique,  qu'un  système  élcclrisé  exerce  sur  l'un  des  corps  du 
système,  est  réductible  à  des  actions  élémentaires  qui  s'exerceraient  sur  les 
points  d'une  surface  fermée  quelconque  enveloppant  !<•  seul  corps  considéré  el 
liée  invariablement  avec  lui.  Four  que  ces  forces  élémentaires  soient  normales 
aux  éléments  de  la  surface  qu'ils  sollicitent,  il  faut  et  il  suflit  que  ces  éléments 
soient  normaux  aux  lignes  de  force  ou  tangents  à  celles-ci,  et  dans  l'un  et 
l'autre  cas,  elles  sont  égales  au  quotient  par  8it  du  carié  de  la  force  él< 
motrice.  » 

Delsaux  («/.).  —  Sur  la  théorie  cinétique  des  phénomènes  <.;i|>il- 
laires.  (B.,  ioj-i  20). 

L'auteur  établit   les  lois    fondamentales   de   la    capillarité,   dans    l'hypothèse 
cinétique,  en   s'appuyant   uniquement    sur   le   principe   de    l'équivalence   de   la 
force  vive  et  du  travail.   Il   montre  ensuite  que  les  constantes  capillaire 
Gauss  et  celles  de  Laplace  ne  diffèrent  que  par  la  forme. 

Mansion  (/"*.).  —  Sur  le  calcul  approché  d'une  intégrale  définie. 

(A.,  63-65). 

Les  intégrales 

Ir=  f  e~°  dt,        l;.       f    dx  f   dyi 

t/0  i/o  «-   0 

s'obtiennent  aisément,  d'une  manière  approximative,  en  observant  que  la  - 
•  onde  est  comprise  entre   le>    volumes  situés   cuire   la  surface   S       0     e    J  '  ,  les 
trois  plans  coordonnés  et  b-^  cylindres  ayant  pour  équations 

x1  -h  y3  =  r\         -{-■  \r>. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  les  différentes  manières  de  traiter  un  pro- 
blème de  Mécanique.  |  A.,  65-71 

«  Deux  points  mobiles,  sans  frottement  sur  deux  cercles  concentriques,  sont 
Bourais  à  leur  action  réciproque,  fonction  de  leur  distance.  Déterminer  leur 
mouvement  el  la  pression  qu'ils  exercent.  » 

L'auteur  traite  eciie  question  par  la  considération  des  composantes  tangen 
tielles  et  normale  de  la  force  motrice,  par  le  théorème  des  rives,  par 

celui  des  aires,  enfin  par  les  équations  de  Lagrange.   Les  diverses  m<  ih 
complètent  l'une  l'autre. 

Baule  {   / .  ».      •  Note  sur  le  gyroscope  collimateur  de  M.  le  capt 
laine  de  vaisseau  Fletiriais.  (B.,  121   176).    addition    1  --   1  s  1 
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Description  el  Lhéorie  de  cel  instrument.  Dans  l'addition,  l'auteur  prouve 
l'existence  d'une  influence  sensible  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  l'instrument, 
el  il  indique  comment  on  peul  en  tenir  compte  en  pratique. 

Ocagne  (&')•  —  Note  sur  les  systèmes  de  péninvariants  princi- 
paux (1rs  formes  binaires.  (!>.,   1 85-1 89). 

Complément  d'une  Note  publiée  dans  le  tome  précédent.  L'auteur  indique 
comment  un  peut,  dans  la  moitié  des  cas,  exprimer  les  mis  au  moyen  des 
autres,  certains  péninvariants  principaux  des  formes  binaires.  M.  Cesâro  a  ré- 
solu la  question  pour  les  antres  cas. 

Biervliet  (A.  van).  —  Contributions  à  l'étude  des  dilatations 
par  la  mesure  du  déplacement  des  franges  d'interférences.  (B., 
2 1  5-a  5o). 


MATHES1S,  recueil  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 

ÉTABLISSEMENTS  d' INSTRUCTION  MOYENNE,  publié  par  P.  Matision  et  J .  JScil- 

berg.  Paris,  Gaulhicr-Villars  cl  fils;  Gand,  Iloste  ( J). 

Tome  VIII;  1888. 

Longchamps  (G.  de).  —  Sur  une  trisectrice  remarquable.  (5- 

10;  70). 

Étude  de  la  transformée  par  polaires  réciproques  de  l'hypocycloïde  à  trois 
rebroussements.  Elle  a  pour  équation 

p  cos3o>  4-  l\  =  o; 

son   aire  s'obtient  par  les  fonctions  élémentaires,  sa   longueur    par   les    inté- 
grales elliptiques. 

Servais  (CL).  —  Applications  de  la  quasi-inversion  linéaire  aux 
courbes  osculatrices.  (28-35). 

Applications  nombreuses  de  la  transformation  suivante  :  Etant  donnés  une 
conique  s  ci  un  point  fixe  A  de  cette  conique,  deux  points  sont  correspondants, 
-ils  -ont  en  ligne  droite  avec  A  et  conjugués  par  rapport  à  S.  L'auteur  prend 
pour  s  un  cercle,  et  obtient  un  grand  nombre  de  théorèmes  élégants  sur  les 
coniques,  puis  aussi  quelques  propriétés  de  la  strophoïde. 

('<'S('ir<>  (E.).  —  Développantes  du  point.  (36-38). 


C)  Voir  But '/<■/ in .  \\  .  111").  o  Recueil  paratl  en  livraisons  mensuelles  de 
»4  pages,  parfois  avec  supplément.  Prix  :  7fr,5o  pour  la  Belgique;  p/'  pour  l'I  oion 
postale. 
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()a  peut  obtenir  l'équation  cartésienne  d'une  courbe  donnée  par  son  équation 
Intrinsèque  p  =  /(•?),  °11  *  cst  l'arc,  p  le  rayon  de  courbure,  en  se  servant  des 
relal  ions 

ds  —  p  d(),        dx  —  p  cos8  c?8,        rfy  =  p  sin8  <7r). 

0  étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  ./;.   En  appelant  p,  pf,  ...,  c.„  les 
dérivées  successives  de  p  par  rapport  à  8,  ou  les  rayons  <!<•  courbure  des  déve 
loppées  successives,  puis  faisant 

on  trouve,  quand  ces  séries  sont  déterminé* 

x  —  A  cos8  -h  IJ  sinO.         )-    -  A  sin8  —  li  cos8. 

La  courbe  définie  parées  relations  est  la  développante  d'ordre  infini  du  point 
limite  des  centres  de  courbure  des  développées  successives,  lequel  a  pour  coor 
données  A  et  l>. 

./((/net  (V.).  —  Essai  d'une  nouvelle  théorie  élémentaire  des  loga- 
rithmes. (4o-44  î  89-91). 

1.  Si  n  =  2P,  p  étant  entier,  et  si  a  est  plus  grand  que  l'unité,  l'expression 

««=  n(ya  —  \  ». 

décroît  en  même  temps  que  p  croit;  on  a  ensuite 

an  >  1  —  -  ; 

par  suite,  a    a  une  limite  finie  supérieure  à  1  —     •  Par  définition 

a 

lim  an       In-  a . 

2.  Ou  prouve  aisément,  sans  recourir  au  binôme  de  Newton,  que  l'on  j 

a   >  loga      a„         -a;,. 

15.  Les  logarithmes  ainsi  définis  jouissent  des  propriétés  suivantes 

1  "  ln^  (<d>)       log c/    :    l<>u ft. 
log  /        c,  logo  o. 

.'{"  lo-^/  e>i  une  Fonction  continue  de  <7. 

1"  Si  log ./•  1 .  <>n  a 

(■   S)"- 

pour  //       / . 


./•        hm 


Sylvester  (J,-J.).  —  Sur  les  nombres  parfaits. 

Reproduction  annotée  (Je  l'article  publié  dans  les  Comptes  rend   - 
df  r  Icadémie  des  Sciences,  t.  C\  I,  p.   j 
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Ocagne  I  M.  <l  Note  sur  les  points  complémentaires.  (62-63). 

Bergmans  \  (  '.  ».    —  Théorèmes  sur  la  parabole.  (63-68). 

Jercibek,  Neubcrg,  Fuhrmann.  —  Sur  l'hyperbole  inverso  de 
[a  droite  d'Euler.  (8i-8g  ;  1  1 5). 

Étude  approfondie  «l'une  hyperbole  équilatère  passant  par  les  sommets  d'un 
triangle,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  poinl  de  Lemoioe,  l'orthocentre. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  nombres  parfaits.  (92-93;  i35). 

S'il  existe  un  nombre  parfait  contenanl  n  facteurs  premiers,  le  j > I ti s  petit  de 
ces  facteurs  ne  dépasse  pas  n.  Il  n'existe  pas  de  nombres  parfaits  ne  contenant 
que  trois  facteurs  premiers. 

Servais  (CL).  —  Sur  la  théorie  des  transformations.  (iof)-ioc)). 

1.  Sur  diverses  transformations  planes.  2.  Génération  des  courbes  ayant  un 
point  multiple  à  l'infini.  3.  Transformation  arguésienne  de  M.  Saltel. 

Longchamps  (G.  de).  —  Sur  les  normales  aux  coniques.  (110- 
Mansion  (P.).  —  Méthode  des  infiniment  petits.  (149-107). 

Sens  evact  du  principe  de  substitution  des  infiniment  petits. 

Neuberg  (J.).  —  Sur  les  transformations  quadriques  involutives. 
(177-83). 

Étude  de  la  transformation  suivante  :  Deux  faisceaux  involutifs  ont  leurs 
centres  en  deux  points  fixes  A,  15:  si  deux  rayons  AM,  lïM  se  coupent  en  M. 
les  rayons  conjugués  AM',  BM'  se  coupent  en  un  point  M';  M  et  M'  se  corres- 
pondent réciproquement. 

Cesâro  (E.).  —   Moment  d'inertie  du  triangle  et  du   tétraèdre. 
(i83-i86). 

Lemoine  (E .).  —  Mesure  de  la  simplicité  dans  les  constructions 
mathématiques.  (217-222;  241-244)- 

La  simplicité  est  mesurée  par  le  nombre  d'opérations  élémentaires  (faire 
passer  une  règle  eo  ////  point,  mettre  la  pointe  d'un  compas  en  \\\\  point: 
mener  une  droite;  tracer  une  circonférence).  En  ce  sens,  la  solution  de  Viète, 
pour  la  construction  <\<^  huit  circonférences  tangentes  à  trois  circonférences 
données,  comporte  135  opérations;  la  solution  il<'  Bobilier  et  Gergonne,  par 
inversion,  5i  0  opérations;  elle  est  donc  moins  simple. 
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Gilbert  (Ph.).  —  Détermination  en  grandeur  et  en  direction  des 
axes  d'une  section  diamétrale  de  L'ellipsoïde.  (247-249). 

Mansion  (P.)-  —  Sur  la  longueur  d'une  ligne  courb<  -264). 

Les  démonstrations  de  Jordan  et  de  Goedseels  sonl  complétées  par  le  lemme 
suivant  :  La  distance  entre  deux  points  choisis  arbitrairement  sur  tout  arc  de 
courbe  sous-tendu  par  un  côté  «l'un  polygone  à  côtés  suffisamment  petits  est 
inférieure   à  une   quantité  d   donnée   d'avance.    La    courbe  est   supposée   non 

fermée,  sans  boucle,  et  continue. 


Suppléments. 

I.   Gelin  (E '.).  — ■  La  monnaie.  (1-16). 

lï.  Le  Paige  (C.)  et  Deruyts  (Pr.).  —  Sur  les  théorèmes  fon- 
damentaux de  la  Géométrie  projective.  (i-i5). 

Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  .'!•'  série,  XV,  335 

III.   Gelin  {E.).  —  Calcul  des  lignes  trigonométriques  des  arcs 
du  premier  quadrant,  de  trois  en  trois  degrés.  (1-7   . 

I\  .   Gelin  (E .).  —  Questions  diverses  de  Trigonométrie.  (i-i5). 

V.   Goedseels  (E.).  —  De  la  longueur  (rime  ligne,  (i-ia    . 
Voir  Bulletin  de  l'Académie  de  Belgique,  ">"  série,  XV,  Jo-a4l  s,i  9  '• 


MÉMOIRES  de   la  Société   royale  des  Sciences   de  Liège.   —   -±r  série, 
I5i  uxelles,  Hayez. 

Tome  XIV.  1888. 

Deruyts  ('./.).  — ■  Sur  une  classe  de  polynômes  analogues   aui 
fonctions  de  Legendre.  (i-i5). 

btude  des  polynômes  r„  définis  par  l'égalité 

/        •/'\'  '"/         x  \'    '   '<       1  ',  I 

p«   (/-„)  (■   s)  j,  \i   â)     y  [ 

où  a  el  b  sonl  réels  et  non  nuls,  p  et  7  positifs. 
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Deruyts  («/•)-    -   Sur  certains  systèmes  de  polynômes  associés, 
<  1-16). 

Généralisation  d'un  travail  antérieur  :  Sur  une  classe  de  polynômes  conju- 
gués, publiés  tome  X.LVI  des  Mémoires  couronnés  i/i-\"  de  l'Académie  de 
Belgique. 

Deruyts  (Fr.).  —  Génération  dune  surface  du  troisième  ordre, 
(i-ia). 

Deruyts  (Fr.).     -   Sur  quelques  transformations  géométriques. 

(i-i4). 

application  ou  extension  de  recherches  do  M.  Le  Paige,  sur  les  surfaces  ou 
les  transformations  cubiques. 

Studnicka  (F.-J.).  —  Sur  l'analogue  hyperbolique  du  nombre  7:. 
(i-ia). 

Le  nombre  II  =  aArg  sli  -+-  —  2  log(i  -4-  y/2  ),  et  non  la  valeur  double,  a  des  pro- 
priétés analogues  à  -. 

Tome  XV,  novembre  1888. 

Catalan    (F.).    —    Mélanges  mathématiques.   Tome    troisième. 
(1-276). 

Héunion  de  8/j  Notes,  plus  ou  moins  étendues,  plus  ou  moins  importantes  sur 
presque  toutes  les  parties  des  Mathématiques. 

Piretti  (P.).  —  Sur  le  calcul  du  résultat  d'un  système  d'observa- 
tions directes.  (1-02). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (33-36). 

La  fonction  o(x^  x^  . . . ,  xn  )  de  n  valeurs  observées  d'une  grandeur,  qui 
représente  le  mieux  la  valeur  de  cette  grandeur,  doit  être  symétrique  par  rap- 
port   à   xx xn,  devenir  r-f,  quand   a?,,  ...,xn  deviennent   cxt,  ...,cxn, 

9  +  /, ,  quand  xt,  ...,  xn  croissent  de  /, ,  être  égale  à  xt,  si  x^  ...,  xn  sont 
1  gaux  à  xr  Tels  sont  les  axiomes  que  l'auteur  indique  explicitement  comme 
base  de  sa  1  héorie. 

Deruyts   »./.  1.   —   Sur    les    semi-invariants   de   formes    binaires. 
(Première  Noie  11  pages;  deuxième  Note,  «^  pages). 

<  Complément  de  1  r,i\  aux  antérieurs. 


I 
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Le  Paige  (C).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  von  Slaudt. 

(8  pages). 

De  trois  éléments  donnés  d'une  ponctuelle,  on  pont  déduire,  j»ar  d< -s  construc- 
tions répétées  de  groupes  harmoniques,  tous  les  points  de  l;i  ponctuelle. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  ih:s  séances  i>k  l'Académie  des  St  iencbs. 

Tome  QX;  1890. 

ÀppelL  —  Sur  les  fonctions  elliptiques,  \  3  1  -34  »• 

L'auteur  présente  des  considérations  qui  justifient  a  priori  la  représentation 
des  fonctions  elliptiques  par  le  quotient  de  deux  fonctions  <->.  <  les  considérations 
paraissent  pouvoir  être  étendues  aux  fonctions  de  deux  variables  avec  quatre 
groupes  de  périodes,  si  l'on  s'appuie  sur  ce  théorème  de  M.  Poincaré  (Acta 
mathematica,  t.  II)  : 

Une  fonction  de  deux  variables  qui  se  comporte  à  distance  finie  comme  une 
fraction  rationnelle  peut  être  mise  sous  la  forme  du  quotient  de  deux  fonctions 
entières  ne  s'annulant  simultanément  qu'aux  points  où  la  fonction  est  indéter- 
minée. 

Painlevê.   —   Sur  les   intégrales  rationnelles   «les  équations    de 
premier  ordre.  (34-36). 

É tant  donnée  une  équation  différent  ici  le  d'ordre  quelconque,  on  peut  toujours 
trouver  les  polynômes  qui  vérifient  cciic  équation,  en  déterminant  une  limite 
supérieure  de  leur  degré.  Mais  on  ne  sait  que  dans  des  cas  fort  rares  déterminer 
les  intégrales  ayant  la  forme  de  fractions  rationnelles. 

M.  Painlevê  signale  un  cas  où  l'on  pourra  sûrement  rés Ire  cette  question  : 

c'est  celui  où  l'équation  différentielle  a  la  forme 

,       !'(.)../ 

P  et  Q  étant  dc<  polynômes. 

s<>it  .r,,  r„  un  point  commun  aux  deux  courbes  P  o,  (  t  .1;  .ni  >.iit  recon- 
naître si  l'équation  différentielle  admet  des  intégrales  iiolomorphes  prenant 
pour  ./•,,  la  valeur  y0  et  déterminer  l'ordre  de   1       y   par  rapport  à  x 

<  .oinme  la  courbe  cherchée 

y     R(x) 

l;  étant  une  fraction  rationnelle)  ne  peut  rencontrer  la  courbe  Q  0  qu'aux 
points  qui  lui  sont  communs  avec  r  0,  on  déduit  immédiat*  nient  de  la  l'ordre 
maximum  de   multiplicité  du   point  I  2  .  )    |  considéré  comme  point  de  ren 

contre    de    V=   l\  (  ./' )  et    de    Q(d?,    i    |  In    faisant    C«   Calcul    pour    tons   les 

points  i  ./•  ,  )    »,  on  obtient  une  limite  supérieure  u>  du  nombre  des  points  d'in- 
tersection de  ces  deux  dernières  courbes.  Soient  ///  le  degré  de  Q,  n  celui  des 

/»'////.  des  Sciences  mat  hem. }  »•  série,  t.  XVI.  (Mai  189a  )  M 
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lieux  ternir-,  de  H;  la  courbe  y  =  H(j?)  étant  de  degré  n   i  1,  on  a 

|iSm(»+'i), 

d'où   l'on  déduit  une  limite  de/?.  Les  intégrales  B(x)  se  calculent  dès  lors 
algébriquement. 

M.  Painlevé  indique  quelques  types  d'équations  différentielles  plus  compli- 
quées, dont  les  intégrales  rationnelles  peuvent  être  calculées  d'une  manière 
analogue. 


Picard.    —    Sur    l'emploi    des    approximations  successives  dans 
l'étude  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles.  (61-67). 

Étant  donnée  l'équation  du  second  ordre  aux  dérivées  partielles 


\ 


d'u 

dr7 


„    d3u         _  ô>  u       „  /      du    au 

2  B  - — ; 1-  C  - —  —h  lu,—,—,  x,  y 

Ox  oy  Oy1  \     Ox    Oy 


où  A,  B,  C  sont  des  fonctions  connues  des  variables  indépendantes  x  cl  y,  on 
pourra  l'intégrer  de  la  manière  suivante. 

On  mettra  dans  le  second  membre  une  fonction  quelconque  ui  de  x  et  y,  et 
on  cherchera  l'intégrale  u2  de  cette  équation,  en  se  donnant  les  conditions  aux 
limites  qui  achèvent  de  la  déterminer.  Mettant  ensuite  u2  dans  le  second 
membre,  on  cherchera  l'intégrale  u,  qui  satisfait  aux  mêmes  conditions  aux 
limites,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

Une  distinction  capitale  est  à  faire  suivant  le  signe  de  B2 —  AC. 

Si  BJ —  AG  est  positif,  les  approximations  successives  conduiront  à  une  inté- 
grale de  l'équation  (1)  prenant  des  valeurs  données  sur  le  contour.  Toutefois 
on  ne  peut  pas  affirmer  que  cette  intégrale  soit  unique. 

Si   B1 — AC  est   négatif,  on  prendra  dans  le  plan  Ox,  Oy  un  arc  de  courbe 

quelconque  C;  la  méthode  conduira,  dans  une  aire  suffisamment  petite,  à  une 

. .  •    .      au     ()u  .,         _ 

intégrale  u,  dont  les  dérivées  — >  — - -  prennent  sur  lare  L  une  succession  cou- 
da;   oy 

tinue  de  valeurs  assignées  à   l'avance,   u   prenant    une  valeur   donnée   en   un 

point  de  C.  On  doit  remarquer  que  u,   -     >         (à   l'inverse  de  ce  qui  a  lieu 

1  ().r     Oy 

quand  les  caractéristiques  sont  imaginaires)  restent  continues  quand  on  tra- 
verse l'arc  C. 

Il  est  intéressant  de  trouver  les  équations  où  une  intégrale  supposée  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  partielles  est  toujours  déterminée  par  ses  valeurs  sur  un 
contour  fermé  de  dimensions  quelconques.  Telle  est  l'équation 

d'u       d*u       _,  , 

]{u,x,y), 
ôxi       oy 


F  étant  une  fonction  positive  et  croissant   toujours  en  mémo  temps  que  //. 

L'application  des  théorèmes  précédents,  unie  à  l'emploi  du  procédé  alterné 
de  M.  Schwarz,  montre  qu'il  y  a  une  intégrale  unique  prenant  sur  le  contour 
une  succession  de  valeurs  données. 

Parmi  les  équations  rentrant  dans  !<•  type  précédent,  M.  Picard  signale  en  j 
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insistant  l'équation  de  Liouville 

02  u  ^_  <)■  u 
Ox- 

où  /«"  désigne  une  eonstante  positive. 

Laissant  de  côté  les  intégrales  holomorphes  à  l'intérieur  du  contour,  il  étudie 
celles  qui  ont  des  points  logarithmiques  (a,  6),  où  l'intégrale  devient   infinie 

comme 

m  logfta;  —  x)1      ii    -  by\. 

Ces  intégrales  (lorsqu'on  se  donne  les  coefficients  m)  dépendent  seulement 
d'une  constante  arbitraire;  une  pareille  intégrale  est  donc  déterminée  quand 
on  donne  sa  valeur  en  un  point  du  plan  distinct  des  point-  singuliers. 

Cette  conclusion  est  applicable  non  seulement  au  plan  simple,  mais  encore 
au  plan  multiple,  c'est-à-dire  au  plan  recouvert  d'un  certain  nombre  de  feuillets 
formant  une  surface  de  Riemann. 

Jonquu'res  [de).  —  Note  sur  un  poinl  fondamental  de  la  théorie 
des  polyèdres,  (i  io-i  i  5). 

La  célèbre  relation  trouvée  par  Euler  (i^Sa)  entre  le  nombre  des  faces,  celui 
des  angles  et  celui  des  arêtes  d'un  polyèdre  ne  fut  pendant  longtemps 
comme   certaine  que  pour  les  polyèdres  convexes  bien    que  l'auteur  en    eût 
affirmé  la  parfaite  généralité,  par  induction  il  est  vrai,  et   sans  en   donner  de 
démonstration. 

En  1811,  Caucby  donna  de  cette  relation  une  démonstration  complète, dans 
laquelle  il  prétend  «  être  parvenu  à  un  théorème  plus  général  que  celui  d'Euler 

Toutefois  M.  de  Jonquières  signale  une  restriction  que  l'on  doit  apporter  .1 
l'énoncé  de  cette  proposition.  11  faut  que  le  polyèdre,  agrégat  d'autant  de 
tétraèdres  ou  de  polyèdres  qu'on  voudra,  ne  se  compose  que  de  tétraèdres  ou 
polyèdres  soudés  l'un  à  l'autre  par  une  de  leurs  faces  <  partielle  ou  total 
non  pas  seulement  par  une  de  leurs  arêtes  ou  un  de  leurs  sommets,  comme 
serait  le  polyèdre  formé  par  deux  pyramides  symétriqu 

Hamy.  —  Sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes.  (1  >  \-\  ■' 
On  doit  à  M.  Poincaré  ce  théorème  : 

Si  une  masse  hétérogène,  en  équilibre  relatif,  est  composée  :  1  d'un  noyau 
solide  dont  la  constitution  physique  et  la  forme  sont  inconnues;  d<  dcui 
couches  fluides  superposées  au  noyau  et  limitée-  par  des  ellipsoïdes,  ces  ellip- 
soïdes sont  homofocaux. 

Voici,  suivant  M.  Hamy,  quelques  conditions  auxquelles  la  constitution  du 
noyau  doit  être  soumise  lorsque  les  ellipsoïdes  sont  de  l'évolution,  aplatis  el 
tournent  autour  de  leur  axe  de  figure  : 

1"  Le  centre  de  gravité  de  la  masse  M,,  formée  par  le  noyau  et  par  la  premi<  re 
couche  fluide,  en  contact  avec  le  noyau,  doit  1  oïncider  .i\>  c  le  1  entre  de 
île  l'ellipsoïde  E.  qui  limite  cette  couche;  el   l'ellipsoïde  d'inertie  rclatil 
point  doit  être  de  révolution  autour  de  l'axe  de  rotation 
1  »u  doit  avoir  l'inégalité 

\  M 


6o 
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C,  et  A,  étant  les  moments  principaux  d'inertie  de  E,  par  rapport  à  la  ligne  des 
pôles  el  à  m»  diamètre  équatorial,  ic  la  distance  des  foyers  de  l'ellipse  méri- 
dienne 

Ces  conditions  nécessaires  ne  sont  pas  suffisantes.  L'inégalité  qui  précède 
permet  d'affirmer  que  le  système  planétaire  ne  présente  pas  d'exemple  des 
lignées  imaginées  par  .M.  Poincaré. 

L'auteur  indique  quelques  propriétés  îles  fonctions  de  Lamé  et  de  Liouville 
qu'il  a  trouvées  chemin  faisant. 

Guichard.  —  Détermination  des  congruences  telles  que  les  lignes 
asympto tiques  se  correspondent  sur  les  deux  nappes  de  la  sur- 
face foeale.  (126-12-). 

M.  Lelieuvre  a  montré  que,  si  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y,  z  d'un 
point  M  d'une  surface  V  sont  exprimées  en  fonction  des  paramètres  //,  v  des 
lignes  asymptotiques,  on  a 

dl        „     r, 


dû 
dx 
dv 


du 


du 

Or 


dv         dv 


et  les  deux  autres  couples  d'équations  analogues  pour  y  et  c:  \,  r,,  ^  désignent 
trois  solutions  linéairement  indépendantes  d'une  équation  de  la  forme 


Ou  Ov 


M 


0  étant  une  autre  solution  de  cette  dernière,  M.  Guichard  s'en  sert  pour 
faire  la  transformation  due  à  M.  Moutard.  Soient  lt,  Tjf,  ^,  les  transformées 
de  :.   r,.  !;  si  l'on  détermine  un  point  .M,  ayant  pour  coordonnées 


on  aura 


#,= 

X 

JL-  f    L  L  T 

'l,  T            -s,   'u 

yt  = 

y 

-1  -■           --\  -• 

■"i 

z 

5,*i  —  •*& 

<)ry 

d%t        y  &rtl 

du 

udû        ^  du' 

Ox. 

à%i    .   v  àt\t 

dv 

f"  dv       "'  dv  ' 

Ces  formules  montrent  :  i°  que  la  surface  I",  lieu  du  point  M,  est  normale  en 
ce  point  à  la  droite  dont  les  composantes  sont  \0  •<-,,,  Ç,;  20  que  les  courbes  de 
paramètre  //,  v  sont  les  asymptotiques  de  F,. 

Enfin  les  expressions  de  xr  yr  s,  font  voir  que  la  droite  MM,  esl  tangente 
aux  deux  surfaces  F  et  1',.  Cette  droite  engendre  une  congruence  telle  que  les 
lignes  asymptotiques  se  correspondent  sur  les  deux  surfaces  focales. 

Zaremba.  —  Sur  l'intégration  d'une  équation  au*  dérivées  par- 
tielles. (1  27-1  29  l. 
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1-a  détermination   de  l'intégrale  générale   d'une  équation  aux   dérivées  pai 
tielles  de  la  forme 


s2  ,  .  (ôz         <)z 


+  ?il(^-+-r)5  =  °» 


ax  ôy  \(Àr        c|y/ 

'f ,  et  sa  étant  deux  fonctions  quelconques  de  x  -•:-  t.  peut  être  ramenée,  comme 
le  montre  M.  Zaremba,  à  l'intégration  d'une  équation  différentielle  linéaire  du 
second  ordre  et  à  des  quadratures. 

La  solution  présentée  par  l'auteur  avait  été  donnée  antérieurement  pal 
Kicrnann,  mais  sans  démonstration  et  sans  égard  aux  limites  de  la  région  où 
demeure  valable  une  certaine  intégrale  qui  y  figure. 

Une  fois  en  possession  de  cette  solution,  M.  Zaremba  est  presque  immédia 
tement  en  état  de  résoudre  ce  problème  posé  par  M.  Darboux  : 

Réduire  l'élément  linéaire  tracé  sur  une  surface  développable  à  la  forme 

ds*=  a  du2-\ —  dv*. 

a 

a  étant  une  fonction  de  u  et  de  v. 

Cette  forme  de  l'élément  linéaire  permet  de  réaliser  une  représentation  de 
la  développable  telle  qu'aux  rectangles  du  plan,  dont  les  côtés  sont  parallèles 
à  deux  droites  fixes,  correspondent  sur  la  surface  des  rectangles  de  même  aire. 

Jonquières  {de).  —  Sur  le  théorème  d'Euler  dans  la  théorie  des 
polyèdres.  (1^9-1  73). 

(  Hyley.  —  Sur  les  racines  d'une  équation  algébrique.  1171-1  76  I. 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  fondamental  de  la  théorie  des  équa- 
tions algébriques.  Cette  démonstration,  autre  dans  la  forme  que  celles  de  Gauss 

et  de  Cauchy,  repose  au  fond  sur  les  mêmes  princi| 

Appell.  —  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  à  plusieurs  paires 

de  périodes.  (i8i-i83). 

L'auteur  étend  aux  fonctions  périodiques  de  deux  variables  les  considérations 
qu'il  a  présentées  dans  sa  Noir  précédente  sur  les  fonctions  elliptiques. 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  simplement  rationnelles  des 
surfaces  algébriques.  (  1  S  \- 1 86). 

Cette  Note  a  pour  objet  d'étendre  aux  transformations  simplement  ration- 
nelles la  méthode  de  M.  Picard,  relative  bus  transformations  birationnelles 
des  surfaces. 

Il  convient  de  distinguer  les  surfaces  algébriques  S  en  trois  class 

Soit  s  mie  surface  algébrique;  p  le  nombre  (supérieur à  1  |  des  polynômes  1 
linéairement  distincts,  p.  le  genre  de  la  courbe  d'intersection  de  s  avec  la  sur 
face  1  (où  L      0). 

La  première  classe  1  la  plus  générale  |  comprend  les  surfa       S       ir  lesquelles 
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toute  surface  -  qui  passe  par  un  point  de  S  ne  passe  pas  par  d'autres  points 
correspondants  (en  dehors  des  points  singuliers). 

La  deuxième  classe  (où  M.  Painlevé  range  les  surfaces  de  genre  />  =  .'>)  com- 
prend lr-<  surfaces   pour  lesquelles  toute  surface  -  passant  par  un  point  de  S 

passe  par  (/*  —  i)  autres  points  correspondants  In  1  -  )•  Toute  surface  2 


P  -3, 
tangente  à  S  en  un  point  est  tangente  aux  points  correspondants. 

La  troisième  classe  comprend  les  surfaces  S  (en  particulier  les  surfaces  de 
genres  p  a  )  pour  lesquelles  deux  surfaces  -  qui  ont  un  point  commun  avec  S 
ont  une  ligne  commune  avec  cette  surface. 

Cela  posé,  M.  painlevé  peut  aborder  l'étude  des  transformations  rationnelles 
des  surfaces  algébriques. 

Soient  S  et  S'  deux  pareilles  surfaces  et 


(0 


x  =  h(x',  y,  s'),        y  =  k(x',  y\  z'), 


l(x',  y,  z') 


une  substitution  rationnelle  qui  transforme  S  en  S'. 

Jamais  cette  transformation  ne  peut  dépendre  de  deux  paramètres  ou  d'un 
plus  grand  nombre,  et  dans  tous  les  cas  on  a 

PâP'>        PiiP'i- 

Si  S  est  de  première  classe,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  (i) 
et  on  les  détermine  algébriquement.  C'est  aussi  par  des  opérations  purement 
algébriques  qu'on  peut  déterminer  toutes  les  surfaces  S  distinctes  de  la  pre- 
mière classe,  c'est-à-dire  qui  correspondent  rationnellement  à  S',  mais  non  bira- 
tionnellement.  Ces  surfaces  S,  qu'on  peut  toujours  supposer  d'un  degré  au 
plus  égal  à  p\ —  p' -h  3,  sont  en  nombre  fini. 

Quand  la  surface  appartient  à  la  seconde  classe,  on  peut  encore  déterminer 
algébriquement  toutes  les  substitutions  (i)  et,  par  suite,  il  n'en  existe  qu'un 
nombre  limité.  Toutes  les  surfaces  S  distinctes  de  deuxième  classe  qui  corres- 
pondent rationnellement  à  S  peuvent  aussi  être  trouvées  par  des  calculs  algé- 
briques. 

Enfin,  lorsque  S  appartient  à  la  troisième  classe  (ce  qui  a  toujours  lieu  si  S' 
appartient  aussi  à  cette  classe),  la  transformation  (i)  peut  présenter  deux  types 
bien  différents  :  ou  bien  elle  dépend  d'un  paramètre  et  de  plusieurs  entiers 
arbitraires;  ou  bien  elle  ne  dépend  que  d'entiers  arbitraires. 

Cayley.  —  Sur  les  racines  d'une  équation  algébrique.  (2i5-2i8). 

Mannheim*  —  Sur  tin   mode  de   transformation  en   Géométrie 
cinématique.  (  220-223). 

M.  M  ci  m  ii  h  (-  i  ii  i  indique  un  procédé  de  transformation  qui  permet  de  passer 
des  propriétés  relatives  aux  déplacements  des  points  d'une  droite  à  celles  qui 
concernenl  des  faisceaux  de  plans  de  grandeur  invariable. 

Ce  procédé  consiste  à  substituer  à  l'étude  des  déplacements  de  points  en  ligne 
droite  celle  des  déplacements  d'une  file  de  sphères  invariables  dont  les  centres 
sont  >n r  une  même  droite.  Une  pareille  figure  conduit  aux  points  en  ligne 
droite  lorsque  les  sphères  mobiles  ont  leur  rayon  nul,  et  aux  plans  parallèles  à 
une  droite  lorsque  les  rayons  de  ces  sphères  sonl  infinis. 
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C'est  ainsi  que  l'auteur  passe  de  ce  théorème  :  «  Si  une  droite  D  se  déplace 
de  façon  que  trois  de  ses  points  restent  respectivement  sur  de.-,  sphères 
dont  les  centres  appartiennent  à  une  droite  D',  les  autres  points  de  I> 
se  déplacent  aussi  sur  des  sphères  dont  les  centres  sont  sur  D'  »,  au  suivant  : 
«  Lorsqu'un  faisceau  de  plans  de  grandeur  invariable  se  déplace  de  façon  qne 
trois  de  ses  plans  restent  respectivement  tangents  à  des  sphères  fixes  dont  l<> 
centres  appartiennent  à  une  droite  I)',  un  plan  quelconque  du  faisceau  mobile 
reste  tangent  à  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  D' »  ;  et  de  ce  théorème  :  Les 
centres  de  courbure  principaux  des  surfaces  trajectoires  des  points  d'une  droite 
mobile  sont  sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  »,  à  celui-ci  :  «  Les  surfaces 
auxquelles  les  plans  d'un  faisceau  de  grandeur  invariable  restent  tangents  pen- 
dant les  déplacements  de  ce  faisceau  ont  leurs  centres  de  courbure  principaux 
sur  une  courbe  gauche  du  sixième  ordre  ». 

liaffy.  —  Détermination  des  surfaces  harmoniques  régl<  '.->- 

226). 

Les  seules  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  soil  réductible  à  la  forme 
harmonique  (forme  de  Liouville)  sont  applicables  ou   bien   sur    les   surfaces 

de  révolution  ou  bien  sur  les  quadriques. 

Painlevé.  —  Sur  les  transformations  simpleme  ni  rationnel  les  des 
surfaces   et   sur  une   classe  d'équations   différentielles,   (a 

229). 

Le  problème  de  la  transformation  rationnelle  des  surfaces  trouve  une  appli 
cation  dans  la  théorie  des  équations  différentielles  du  second  ordre.  Soil 

(1)  V\y\  y\  y,  (./■)]  =  o 

une  équation  dont  le  premier  membre  est  un  polynôme,  irréductible,  en  j  . 
y',  y.  Si  l'on  suppose  que  l'intégrale  générale  dépende  algébriquement  des 
constantes,  on  peut  la  mettre  d'une  inûnité  de  manières  sous  la  Forme 

ot=  R  [y",  j  .  y,  {x  |], 
P  =  H,[J    -.'  ■.'•     *)L 

r  =  ,{,l.r  ■ .'  •  .•  •  1 

H,  Rt,  \\i  désignant  des  fractions  rationnelles  de  1  .  i  '.  \  ,  ci  choisir  ces  inti  - 
grales  premières  de  telle  façon  que  toute  intégrale  de  même  forme 

S  =  R,[j    .  ..   ..1  .     .r',| 

s'exprime  rationnellement  en  a.  'y  y.  Les  quantités  2.  :.  7  sont  liées  par  une 

relation  algébrique 

ip(a,  y  ;  I 

que  M.  Painlevé  .1  appelée  relation  fondamentale» 
Le  problème  que  l'auteur  se  pose  est  le  suivant  : 

■  Reconnaître  si  l'intégrale  de  in  dépend  algébriquement  de*  constantes,  l« 
relation  fondamentale  correspondante  étant  de  genre  plu-  grand  que 
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On  reconnaît  par  des  calculs  purement  algébriques  s'il  en  est  ainsi,  cl  alors 
l'équation  s'intègre  algébriquement:  ou  bien  l'on  ramène  l'équation  aux  équa- 
tions linéaires. 

Jonquières  (de).  —  Note  sur  un  Mémoire  de  Descartes  longtemps 
médit  el  sur  les  litres  de  son  auteur  à  la  priorité  d'une  décou- 
verte  dans  la  théorie  des  polyèdres.  (2(n). 

Dans  un  Mémoire  de  Descartes  intitulé  De  solidorum  elementis,  longtemps 
inédit  et  encore  peu  connu,  se  trouvent  énoncés  de  la  manière  la  plus  explicite 
deux  théorèmes  relatifs  aux  polyèdres  convexes  que  Ton  peut  traduire  par  les 
formules 

s  =  4(S-2), 

X  -+■  i  F 

-jrit_=2A        ou        S  =  4(A-F), 

I  désignant  la  somme  des  angles  de  toutes  les  faces,  S  le  nombre  des  sommets, 
F  celui  des  faces  et  A  celui  des  arêtes. 

Ces  deux  relations,  rapprochées  l'une  de  l'autre,  donnent  immédiatement  et 
sans  calcul  la  formule  d'Euler 

S  -h  F  =  A  -h  2. 

On  ne  saurait  donc  nier  que  Descaries  ne  connût  cette  dernière  formule. 

Stieltjes.  —  Sur  la  fonction  exponentielle.  (26--270). 

Démonstration  de  l'impossibilité,  pour  le  nombre  e,  de  satisfaire  à  une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  entiers 

(0  N  +  e*N1+e,'N2  +  ...H-e'»Nw=o. 

Cette  démonstration  fort  simple,  dont  nous  indiquerons  brièvement  le  prin- 
cipe, repose  sur  les  formules 


—    /      e  'V(z)  dz  =  e*P  —  P,, 
f*'  >-  0 


(2)  (     pn      rl> 


—{   f   e~*F{z)dz  =  e"P-  Pa, 


où   P,  P,,  P,,   ...,  sont  des  entiers  et  F  (  z  )  le  polynôme 

l\z)    =   Sl*(£  —  «  )!*+*!  (Z  —  b  f  h  .  .  .(  Z  —  /l  )!*+*/., 

do  degré  |  n      1  )  \s.  4-  /.,-     ka     ...      /.„. 
Les  formules     1)  rapprochées  de  la  relation  (1)  montrent  que   l'expression 

\](e"V-\\,      \  (e''P-Pj      ...      Xn(e"P  -  P,) 

doit  être  un  entier  el  que  cet  entier  doit  être  <r.éro  dès  que  |J  dépasse  une  cer- 
taine limite.  On  doil  donc  pouvoir  satisfaire,   si   l'on  remplace   les  différences 
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g*p_p<    ...   par  leurs  valeurs  (2), à  l'équation 

h 


f 


(z)e  *F{z)dz  =0, 


la  fonction  (z)  étant  déterminée  ainsi  : 


tp  (Z)  =  N1efl+  N, e* -;- . . .  -+-  \'„ e7*,        o  <  «  <  a, 
ç(5)  =  N1e''4-...H-N„e\  a    :  «  <  6, 


9(*)  =  N.flfcJ  #<-</<. 

Celte  fonction  ç (5),  constante  par  intervalles,  ne  peut  changer  de  signe  que 

pour 

z  =  «,        2  =  6,         ....         5  =  g\ 

Dès  lors,  on  voit  aisément  qu'en  attribuantaux  entiers  arbitraires  /.',,  /. /■  „ 

soit  la  valeur  0,  soit  la  valeur  1,  on  peut  faire  en  sorte  que  l'élément  diffé- 
rentiel y(z)e~zF(z)  ait  un  signe  constant  clans  tout  l'intervalle  (o,  h). 

Mannheini.  —  Sur  un  mode  de  transformation  en  Géométrie  ciné- 
matique. (270-273). 

Dans  une  Note  précédente,  l'auteur  a  montré  comment  on  peut  transformer 
les  propriétés  relatives  aux  déplacements  d'une  droite  en  propriétés  relatives 
aux  déplacements  d'un  faisceau  de  plans. 

Il  n'avait  étudié  que  le  cas  où  les  points  de  la  droite;  mobile  décrivent  des 
surfaces  trajectoires.  Il  examine  maintenant  le  cas  où  les  points  de  la  droite 
décrivent  des  lignes  trajectoires. 

La  marche  à  suivre  est  toujours  la  même.  On  remplace  d'abord  la  droite 
mobile  par  une  file  de  sphères,  puis  on  suppose  que  la  droite  des  centre! 
rejetée  à  l'infini,  afin  de  transformer  les  sphères  en  plans. 

Entre  autres  applications  de  cette  méthode,  nous  citerons  la  suivante.  Par- 
tant de  ce  théorème  bien  connu  :  «  Les  plans  normaux  aux  trajectoires  des 
points  d'une  droite  se  coupent  suivant  une  droite  »,  et  remplaçant  la  droite  par 

une  tile  de  sphères,  on  voit  que  les  plans  des  caractéristiques  suivant  lesquelles 
tes  sphères  d'une  file  de  sphères  mobiles  touchent  les  surfaces  canaux  qui  sont 
leurs  enveloppes,  passent,  par  une  même  droite,  et  si  l'on  rejette  la  droite  des 
centres  à  l'infini,  les  plans  normaux  aux  plana  d'un  faisceau  mobile  de  gran 
deur  invariable  menés  pour  une  position  du  faisceau,  respectivement  par  les 
caractéristiques  de  ces  plans,  se  coupent  suivant  une  droite. 

Perrin.    -  Sur  une  généralisation  du  théorème  d'Euler  relalil  aux 

polyèdres.  (  278-275). 
L'auteur  appelle  indice  d'une   surface  ouverte   OU    fermée   l'excès   (positif,  nul 

ou  négatif)  du  nombre  n  des  parties,  toutes  simplement  connexes,  entre 
lesquelles  on  peut  diviser  la  surface  par  un  système  arbitraire  de  sections,  tant 
rentrantes  que   tran  s  verses,  sur  le  nombre  v  des  sections  Irans  le  ce 

système    l  el  excès  I      n      v  esl  indépendant  de  la  disposition  d< 


(*.(■> 
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dépend  uniquement  de  la  nature  de  la  surface.  Il  est  égal  à   i  pour  une  aire  à 
contour  simple,  à  a  pour  une  sphère,  à  o  pour  un  tore,  etc. 

Si,  sur  une  aire  à  contour  simple  ou  sur  une  surface  simplement  connexe  on 
trace  un  système  arbitraire  de  S  lignes  joignant  entre  eux  ou  à  des  points 
quelconques  du  contour  //  points  ou  sommets  pris  à  volonté,  et  si  d  est  le 
nombre  îles  points  de  croisement  de  ces  lignes  autres  que  les  n :  sommets,  on  a, 
entre  l'indice  1  de  l.i  surface  et  les  indices  i  de  diverses  régions,  la  relation 
(indiquée  par  M.  Perrin  dès  1882) 

£i=  I-hS-t-d  —  n. 

Appliquée  à  un  polyèdre  dont  toutes  les  faces  sont  simplement  connexes  et 
ont  par  suite  pour  indice  l'unité,  cette  relation  donne  la  formule 


F-f-S 


I, 


qui  se  réduit  à  celle  d'Eulcr  lorsque  le  polyèdre  est  sphéroïdal,  I  —  2. 

Plus  généralement,  pour  tout  solide  limité  par  des  surfaces  fermées  distinctes, 
d'indices  respectifs  I,,  I,,  ...,  et  découpées  elles-mêmes  en  faces  planes  ou 
courbes  d'indices  ilt  it,  ...,  par  un  système  de  A  lignes  reliant  deux  à  deux  S 
points  disposés  d'une  manière  quelconque,  on  a 

Si +S  =  A  -l    SI. 

Tisserand .  —  Sur  les  mouvements  des  planètes  en  supposant 
l'attraction  représentée  par  l'une  des  lois  électrodvnamiques  de 
Gauss  ou  de  Weber.  (3 1 3-3 1  5). 

Qu'arriverait-il  si  le  système  planétaire,  au  lieu  d'être  régi  par  la  loi  de 
Newton,  l'était  par  l'une  des  lois  proposées  en  électrodynamique  par  Gauss  et 
par  Weber  : 

f  mm'  V  i  (  dr'Y 

R     =    I  H-   -j-  2  IÛ r—  , 

s  r1      l        II1  \  de  /  J 

f  mm'  \  i    /      d'r        dr 


R 


mm'  j  i    /       d'r 

r2      l   _!"  111  \   '  cU1  ~~  ~dt- 


C'est  à  cette  question  que  M.  Tisserand  essayait  de  répondre  dès  1872. 

11  a  montré  que  la  substitution  de  la  loi  de  Weber  à  celle  de  Newton,  quand 
on  donne  à  la  constante  k  une  valeur  égale  (ou  comparable)  à  la  vitesse  de 
la  lumière,  ne  produit  dans  les  éléments  elliptiques  des  planètes  que  des  iné- 
galités périodiques  insensibles.  La  longitude  du  périhélie  fait  exception;  elle 
contient  un  terme  séculaire  dont  l'expression  est 


alv       V         2  ' 


et  dont  l<i  valeur,  pour  Mercure,  est  de  -4- 1 4 " » 4  cn  un  siècle. 

M.  Tisserand  vient  de.  refaire  pour  la  formule  de  Gauss  les  calculs  qu'il  avait 
faits  antérieurement  pour  celle  de  Weber.  et  il  a  trouvé 


'  f'} 
ah- 


•)• 


ttliVUJK   DKS   PUBLICATIONS.  67 

Le  déplacement  du  périhélie  esl  sensiblement  le  double  de  ce  qu'il  était  avec 
la  loi  de  Weber;  [tour  .Mercure,  on  a  5ir             - ',  2  en  un  siècle. 

Le  Verrier  a   trouvé  que    l'attraction    newtonienne  des   planètes  doit   faire 

tourner  dans  le  sens  direct  le  périhélie  de  Mercure  de  ~n-"  en  cent  ans;  mais 

la  discussion  des  observations  lui  a  montré  que  le  mouvement  réel  est  certai- 
nement plus  grand  de  38".  La  loi  de  Gauss  expliquerait  les  trois  quarts  de  cet 
excédent. 

Jonquiè réside).  — Ecrit  posthume  de  Descaries  sur  les  polyèdres. 

(3.5-3,7). 

Nouvelle  preuve  à  l'appui  de  la  priorité  effective  de  Descartes  dans  la  décou- 
verte de  la  relation 

F  +  S^  A  -+-  2. 

Seydler.  —  Sur  le  problème  de  Saint-Pétersbourg.  (3 26-828  . 

Solution  du  problème  de  Saint-Pétersbourg,  modifié  par  la  condition  nouvelle 
qu'on  doit  jeter  la  monnaies  fois,  ni  plus  ni  moins  (la  partie  recommençant 
au  besoin  jusqu'à  ce  que  le  nombre  n  soit  atteint). 

Demartres.  —  Sur  les  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  esl 
réductible  à  la  forme  de  LiouviJle.  (  •>  >.<)->.>o). 

Les  surfaces  réglées  dont  l'élément  linéaire  est  réductible  à  la  Forme  de 
Liouville  sont  définies,  suivant  M.  Demartres,  par  les  conditions  suivant 

i°  Le  paramètre  de  distribution  des  normales  esl  une  Ponction  elliptique  de 
l'are  de  la  ligne  de  striction; 

20  La  tangente  de  l'angle  que  fait  la  ligne  de  striction  .née  la  génératrice 
est  proportionnelle  à  ce  paramètre  de  distribution. 

D'ailleurs,  les  seules  surfaces  réglées  applicables  sur  une  surface  <le  révolu- 
tion  sont  celles  qu'a   trouvées   M.    Bioche   {Comptes  rendus  des    sca/u 
l'Académie  des  Sciences,  mars  1888). 

M.  Demartres  indique  brièvement  une  généralisation  de  la  méthode  qui  lui 
a  fourni  ces  résultats  :  elle  s'applique  à  tonte  classe  de  surfaces  admettant 

comme  génératrices  une  suite  de  courbes  universales. 

L  auteur  annonce  que  cette  méthode  lui  a  permis  d'obtenir  un  asses  grand 
nombre  de  surfaces  cerclées  admettant  des  systèmes  de  Liouville. 

/'<'/<>/.  —  Sur  les  surfaces  donl  l'éJémenl  linéaire  esl  réductible 

à  la  forme  ds2  =  F(U    (-  V)(dll2  +  dv2).  (33o    13  1    , 

Pour  que  l'élément  linéaire  d'une  surface  s  soil  réductible  .1  la  forme 

ds       [«'(  l        V)i   I,,       rfp'), 

où  V  esl   une  fonction  arbitraire  de  u  el  \   de  e.  il  faut   cl   il  suffi!   que  l'on 
puisse  mener  par  eli.iqne  point  M  de  la  surface,  dans  des  plans  P,  el  P  respei 
tivcmenl  normaux  «1  des  courbes  formant  un  système  orthogonal  el  isotherme, 
deux  droites  l>,  el  D  engendrant  deux  eongruenecs  de  normales,  el  formant 
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avec  l.i  normale  à  l.i  surface  s  des  angles  f),  et  8,  qui  vérifient  en  chaque  point 

l,i  relation 

d    .     fl         d    .     . 
,     smJ0,        -   -  sinJQ  . 
dst  (/.s,  J 

.    .       ,.  .   .       d      d  .  .  ... 

on    lc>    dérivées  -y—t   -r-    sont    prises   respectivement    suivanl    des    directions 
«s,     t/st  ' 

respectivement  perpendiculaires  à  P,  et  P,. 

Le  cas  particulier  le  plus  intéressant  est  celui  où  l'élément  linéaire  est 
réductible  à  la  forme  de  Liouvillc  : 

Pour  que  l'élément  linéaire  soit  réductible  à  la  forme 

ds*—  (u  +  V)(du*-h  dv>), 

il  faut  et  il  suffit  qu'on  puisse  mener  par  chaque  point  de  la  surface,  dans  des 
plans  P,  et  P,  respectivement  normaux  à  des  courbes  formant  un  système 
orthogonal  et  isotherme,  deux  droites  D,  et  D2  engendrant  deux  congruences 
de  normales  et  formant  avec  la  normale  à  la  surlace  S  des  angles  qui,  en  chaque 
point  de  cette  surface,  sont  complémentaires  l'un  de  l'autre. 

Janet  {P.).  —  Extension  de  la  conservation  du  flux  de  force  et 
d'induction  magnétiques.  (336-33()). 

Le  flux  magnétique  se  conserve  dans  tout  l'espace,  y  compris  les  conduc- 
teurs, magnétiques  ou  non,  parcourus  par  des  courants  quelconques. 

Ce  théorème,  qui  fait  de  la  conservation  du  flux  d'induction  la  propriété  la 
plus  générale  de  l'électrodynamique,  est  démontré  par  M.  P.  Janet,  sans  aucune 
hypothèse  sur  le  coefficient  d'aimantation. 

Mannheim.  —  Transformations  en  Géométrie  cinématique.  ( 3 9 1 - 

M)- 

Dans  deux  Notes  précédentes,  M.  Mannheim  a  montré  comment  on  peut 
transformer  les  propriétés  des  trajectoires  des  points  d'une  droite.  La  méthode 
consiste  essentiellement  à  remplacer  les  points  de  la  droite  mobile  par  une  file 
de  sphères  dont  les  centres  sont  en  ligne  droite. 

L'auteur  présente  actuellement  comme  exemple  l'application  de  cette 
méthode  à  la  transformation  d'une  construction  et  à  celle  d'une  formule. 

Janet  (P.).  —  Sur  L'aimantation    transversale  des  conducteurs 
magnétiques.  (453-4-55). 

Lorsqu'un  conducteur  magnétique  est  parcouru  par  des  courants  électriques, 
il  prend  (sous  l'influence  de  forces  non  conservatives)  une  aimantation  trans- 
versale. 

Lorsque  le  coefficient  d'aimantation  /.  est  constant ,  le  magnétisme  transversal 
induit  est  purement  superficiel. 

Le  potentiel  magnétique  induit  est  défini  par  l'équation 


»  /   '  da  .      .  /  1  ..    , 

n      /.  /        -j-  ds      /.  /    -  I  „  ds, 
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l\t  désignant  la  composante  normale  de  la  force  non  conservative  en  un  point 

de  la  surface  S  du  conducteur. 

Si  l'on  remarque  que  la  fonction  V       —  kl    \Fnds  est  un  potentiel,  on  peu  l 

écrire 

,  '      /'  du  (  /      /•   du 

La    méthode   de   G.   Neumann  est  immédiatement  applicable   pour   trouver 
a  —  F. 

Dans  le  cas  d'un  cylindre  parcouru  par  un  courant  longitudinal,  l'équation 

de  l'aimantation  transversale  induite  se  simplifie  et  devient 


Q 


-  2  k  j    -j-  \o%rd&  --■•/.-  fFJog  rds, 


ds  étant  un  élément  d'arc  de   la  section  droite. 
Les  lignes  d'aimantation  ont  pour  équation 

Il       •.!/      const., 

Il  désignant  le  potentiel  vecteur  et -y  la  fonction  conjuguée  de  il  dan*-  le  plan 
xOy  de  la  section  droite. 

Dans  le  cas  où  le  cylindre  est  elliptique,  on  satisfait  à  l'équation  du  magné 
tisme  transversal  induit  en  posant 

12         v./T. 
v  étant  une  constante. 

De  là  résulte  que  le  cylindre  est  partagé  en  quatre  quadrants,  où  la  densité 
superficielle  du  magnétisme  libre  est  alternativement  positive  <>n  négative. 

Celte  dernière  conséquence,  vérifiée  par  l'expérience  sur  l'aimantation  trans- 
versale résiduelle  de  cylindres  elliptiques  en  acier,  fournil  le  premier  exemple 
d'une  aimantation  apparente  produite  par  un  champ  non  conservatif. 

Les  lignes  d'aimantation  sont  des  ellipses  semblables  moins  aplaties  que  le 
cylindre. 

L'auteur  est  également  parvenu  à  résoudre  explicitement  le  problème  de 
l'aimantation  transversale  induite  dans  un  tube  cylindrique  i  sections  ellip- 
tiques  homofocales. 

Rouché.  —  Sur  la  formule  <l<'  Stirling.  (5i 

Si  l'on    pose 

?(«)  — r» 

r    "n 

<>n  a  la  relal  ion 

r  (  "  ) 


■~(  /l      /'  I 


,•    ll/l      M      :      /'      , 


De  cciic  relation,  M.  Rouché  déduil  aisément   la  formule  de  Stirling   poui 
l'évaluation  du  produit  i.a.3.../i  lorsque/!  est  un  grand  nombre 

__ 
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Le  produit  en  question  est  donc  compris  entre  les  deux  limite 


\/  2  T.  n  ri"  r 


et      \  a  ~  n  n"  c   "  i-". 


Bioche.  —  Sur  les  surfaces  réglées  <|ui  passent  j);ir  une  courbe 
donnée.  (5  1 5-5  i(>). 

L'auteur  étudie  les  surfaces  réglées  qui,  tout  le  long  de  la  courbe  considérée, 
ont  une  courbure  totale  dépendant  seulement  du  point  correspondant  de  la 

courbe. 

Soient  m  et  ~  les  courbures  de  la  courbe;  G2  la  courbure  totale  de  la  surface 
réglée;  0  l'angle  d'une  droite  avec  la  courbe;  ç  l'angle  que  le  plan  tangent  à 
la  surface  fait  avec  le  plan  oscillateur  à  la  courbe. 

(les  quantités,  considérées  comme  fonctions  de  l'axe  s  de  la  courbe,  sont  liées 
par  la  relation 

-.—  =  t.  -+■  (o  cot'J  sm  cp  —  G, 
ds 

de  sorte  que,  si   u,  -,  0,  G  sont  des  fonctions  données,    cp   est  déterminé  par 
une  équation  de  Riccati  en  tang  J  >  qui  s'intègre  immédiatement  si  8  =  900  ou 

si  G  —  t. 
A  propos  des  surfaces  réglées,  M.  Bioche  indique  ce  théorème  : 

Si  l'on  considère  les  surfaces  réglées  engendrées  par  des  droites  qui  font  des 
angles  constants  avec  la  tangente,  la  normale  et  la  binormale  d'une  courbe, 
les  points  centraux  des  génératrices  qui  passent  par  un  même  point  de  la  courbe 
sont  sur  un  cylindre  de  révolution. 

Lévy  (Maurice).  —  Sur  l'application  des  lois  électrodynamiques 
au  mouvement  des  planètes.  (545-55 1). 

La  loi  d'attraction  électrodynamique  duc  à  Gauss,  et  appliquée  récemment 
par  M.  Tisserand  au  mouvement  du  périhélie  de  Mercure,  est,  comme  on  sait, 
en  contradiction  avec  le  principe  de  l'énergie. 

Au  contraire,  Kiemann  a  donné  une  loi  qui,  comme  celle  de  Weber,  c^t 
d'accord  avec  ce  principe  aussi  bien  qu'avec  les  faits  constatés  en  électricité. 
Les  potentiels  de  Weber  et  de  Kiemann  ont  respectivement  pour  expressions 


et 


P  -  '  "' 


i     dr 
1?  dV 


■.-^-i"). 


/•  étant  à  l'instant  /  la  distance  des  deux  masses  attirantes,  V  leur  vitesse  rela* 

live,  f  le  coefficient  d'attraction  et  //  une  vitesse  que  l'on  suppose  voisine  de 

celle  de  la  lumière. 

Le  potentiel 

P  =  P,  I   *(Pa      P,) 


satisfera  au  principe  de  l'énergie  cl  reproduira  fidèlement  tous  le*,  phénomènes 
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électriques  observés  sur  les  courants  fermés*  quelle  que  soit  la  valeur  numé- 
rique de  la  constante  a. 
Aï.  M.  Lévy  se  propose  de  déterminer  a  de  façon  que  l'attraction  définie  par 

ce  même  potentiel  explique  aussi  lemouvemeni  béliocentrique  <lu  périhélie  de 
Mercure.  Alors  m  désignera  la  masse  de  la  planète  et  ;x  cette  masse  augmentée 
de  celle  du  Soleil. 
On  trouve  pour  valeur  de  ce  mouvement 

a  étant  la  moyenne  distance  et  n  le  moyen  mouvement  de  la   planète,  el  l'on 

5 
devra  prendre  ol  =  -  pour  que  la  valeur  Zr.  coïncide  avec  la  valeur  38",  fournie 

par  l'ensemble  des  observations. 

Revenant  au  point  de  vue  purement  électrique,  M.  M.  Lévy  donne  une  for 
mule  du  potentiel  plus  générale  que  la  formule  \\-    2(1'^       P,),  savoir 

J       '   !_/•        2  \hJr  '  dt*  | 

qui  contient  une  fonction  arbitraire  G  de  /•. 

Si  l'on  n'impose  pas  aux  actions  entre  les  deux  points  l'obligation  de  dériver 
d'un  potentiel,  mais  seulement  de  reproduire  les  actions  électrodynamiqui 
d'induction  connues  entre  courants  fermés,  ces  actions  comportent  deux 
fonctions  arbitraires  de  r,  G  et  K.  L'act  ion  exercée  par  ;j.  mu  m  peut  se  décom- 
poser en  trois  autres  :  l'une  Fr  dirigée  suivant  r  compté  de  \i  vers  m  :  la  deuxième 
l\,  suivant  la  vitesse  Y  dans  le  mouvement  de  m  autour  de  u.;  la  troisième  l 
suivant  l'accélération  J  dans  ce  même  mouvement,  et  l'on  a 

F_  /  KV        K'         ,.  ■       dr 

i    i . 


f  m  U.         \     :>.  i 

h'r  '  dt 


Wr*)  de 


a  \dar       /K1        .,  i 


/ni[x        \  h'r'}      dt 


F>-  =  G,. 


fmp 


Pour  que  la  force  dérive  d'un  potentiel,  il  suffit   d'établir  entre  les  deux 
fonct  ions  arbil  raires  la  relal  ion 

Wittag-Lefller.     -  Sur  une  transcendante  remarquable  dé<  ouverte 

par  M.  Fredholm.  Extrail   (l'une  lettre  à  M.   Poincaré.     <;  ,_ 

Les  fouet  ions  connues  jusqu'ici,  qui  n'existent  que  dans  une  certaii 
du    plan,   cessent    d'exister    parce  que   ces  fonctions   elles  mêmes   ou   leurs 
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dérivées  deviennent  diseontinues  sur  le  contour,  M.  Kredholm,  élève  de 
M.  Mittag-Leffler,  a  trouvé  une  fonction  qui  reste  continue,  ;iinsi  que  toutes 
ses  di  ri\  ées,  sur  la  fronl  ière  qui  limite  le  domaine  d'existence  de  cette  fonction, 

Si  l'on  écrit  la  fonction  (-)  sous  la  forme 


.=—  i 


(     o 


el  que  l'on  pose 


=  —  ao  v  =  —  »  v  - 

00 


la  fonction  tp(£,  r).  regardée  comme  fonction  de  /,  n'existe   plus  quand  t'est 
une  constante  dont  la  partie  réelle  n'est  négative  que  pour  le  domaine  /' <  o 
(en  posant  /     •  t'-h  if). 
En  posant 

e*  —  x,        ev  —  a.        \a\-     i , 


on  obtient  une  fonction  de  X 


2 


ci'  X". 


=  o 


qui  n'existe  que  pour  \x\  <  t,  et  qui  est  continue,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées, 
pour  \x\  =  i . 

Elliot.  —  Sur  les  invariants  d'une  classe  d'équations  du  premier 
ordre.  (629-682). 


L'équation  différentielle 


dy        l\ 
dx    "  P. 


où  P,  et  \\  désignent  des  polynômes  en  y,  dont  le  degré  est  marqué  par  les 
indices,  et  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  conserve 
la  même  forme  quand  on  effectue  le  changement  de  variable  et  de  fonction 


dx 

dx 


r       c,       y  =  ayA      b, 


ou  c/,  /y,   c  sont  trois  fonctions  quelconques  de  x. 
On  peut  profiter  des  fonctions  a  et  b  pour  ramener  l'équation  à   la  forme 

réduite 


(>) 


(1±  !i 

dx  Y  ' 


1  el  II  '-ont  des  invariants,  indépendants  des  fonctions  a  et  b  el  se  reproduisant 
multipliés  par      quand  on  effectue  le  changement  de  variable. 
Par  une  détermination  convenable  de  la  fonction  c.  on  ramène  cette  dernière 
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-3 


équation  à  la  forme 


d\ 


.1 


d\  +  '       ï 


où  .1  est  un  invariant  absolu. 

Un  cas  simple  d'intégrabilité   esl   celui   où   .1    esl    de   la   forme  /.  \.  h   élanl 

une  constante.  On    réalise   ce  cas   en   supposant   que  le   rapporl  (  -.-  )   :  I  es 

égal  à  k 
Le  cas  de 


.1 


-    '     __  [3(A       0       \ 

9      v  X  (» 


appartient  à  des  équations  de  Jacobi. 

Les  équations  dont,  l'intégrale  générale  esl  de  la  forme 

(y-A)*(y  —  B)?(y      C)t(y       H,'      const. 

renl  renl  dans  le  i  \  pe  (i)  si   l'on  a 

a  +  >        y        5        o,  a  \        p  lî        yC    ^-  -:  I» 

V,  l>,  C.  I>  étant  des  fonctions  de  x  et   -/.,  [3,  ■;.  3  < lt-~  constantes. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 

y    =  D       i  \       U  ir,, 

toutes  les  équations  différentielles  en  yi  se  déduisent  de  l'une  d'elles  par  un 
changement  de  la  variable  indépendante.  Il  esl  aisé  <!<•  former  celle  qui  admet 
quatre  solutions  particulières  linéaires. 

Jonquières  (de).  —  Note  sur  un  Mémoire  présenté  qui  contient, 
avec  le  h'\i<'  comptai  el  revu  <lc  I  écril  posthume  <!<•  Descartes, 
De  solidorum  elementis,  la  traduction  ri  le  commentaire  de 
cel  (  )u\  rage.  (677-680). 

Fontviolant  (de).         Sur  la  Statique  graphique  des  arcs  rlas- 

I  l(|U('S.    (  (')()-  -()()()  ). 

Dans  >Dii  Traité  <le  Statique   graphique,   M.   M.   Lévj  .1   donné    une  1I1 
Me-  ares  élastiques  fondée  sur  une  hypothèse  qui  consiste  .1  négliger  les  défor 
mations  de  la  tension  longitudinale  el  de  l'effort  tranchant  de>  ml     •  lli  s 
ralemenl   beaucoup  pins  importantes  qui  sont  dues  au  moment  llecliissanl. 

Cependant,  lorsqu'il  s'agit  d'arcs  surbaissés,  il  est  nécessaire  de  tenir  compte 
des  déformations  dues  à  la  tension  longitudinale. 

\ns-n   M.  de  l'un  1  \  ml, 1  ni   s'est   il   proposé  de  rechercher  -1   l'on  ne  pou  ri 
par  des  modifications   simples,  introduire  dans  les   théorèmes  de  M.   H.  I 
les  quantités  qu'il  a  négligées,  tout  en  conservant  .1  ces  Ihéoréni   -  Icui   form< 
d'ensemble  qui  se  prête  si  bien  aux  développements  graphiques. 

Il  établit   deux   règles  qui  constituent    la  solution   générale  -i   complète  do 
cette  question  :  la  première  relative  .1  l'introdui  lion  de  !  1  tension  longitudi- 
nale seule;  la  seconde  à  l'introduction  simultanée  de  la  tension  longilu  i 
cl  île  l'effort  1  rancha  nt . 

/.'////.  des  Sciences  mat  hem.,   •    série    t.  XVI.  !  Mai  lîi  H 
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Pellet.     -  Rectification  approximative  d'un  arc  de  courbe.  (  ~~^  j. 

«  Prenons  sur  la  tangente  en  un  poinl  A  à  une  courbe  des  longueurs  égales 
de  part  el  d'autre  du  point  A,  AI',  W  \  puis,  sur  la  normale  en  A  et  du  côté 
du  centre  de  courbure,  une  longueur  AC  éfjalc  à  trois  fois  le  rayon  de  cour- 
bure :  joignons  enfin  le  point  ('.  aux  points  P  el  P',  et  soient  M  et  M' les  points 
de  rencontre  des  lignes  GP,  Cl"  avec  la  courbe  :  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  MM'  esl  sensiblement  égale  à  la  ligne  PP'.  La  différence  des  deux  lon- 
gueurs ('si  inférieure  à 

bo  V  z  / 

lî  étant   le  plus  grand  des  rayons  de  courbure  correspondant   aux  différents 
points  de  l'axe  MM',  et  0  la  courbure  totale  de  cet  are. 
»  On  suppose  que  la  courbure  varie  d'une  manière  continue,  et  toujours  dans 

le  même  sens  lorsqu'on  parcourt  l'arc  MM'.  Pour  0  inférieur  à  -^  >  on  a  cl  <  — — , 

i  i5oo 

et  même  pour  le  cercle  d  <  •>  de  sorte  que,  si  R  estinférieur  à  im,  la  diffé- 

2000 

rence  entre   PP'  et  l'arc  MM'  est  négligeable  au  point  de  vue  du  dessin.  » 

Fouret.  —  Construction  du  rayon  de  courbure  dos  courbes  trinn- 
gulaires  symétriques,  des  courbes  planes  anharmoniques  cl  des 
lignes  asympto tiques  de  la  surface  de  Steiner.  (--8-781). 

L'auteur  donne  diverses  expressions  du  rayon  de  courbure  p  en  un  point  m 
d'une  conique  dont  on  connaît  en  outre  la  tangente  mt  en  m  et  trois  autres 
points  a,  b,  c  : 

1  sinamt  sin  bmt  sinemt  /    1  \ 

-  =  2 


p  sinamc  sinbmc         \mc        nul 

sinamt sinbmt sinemt  fsinbmc       $incma        sin  amb 


p  sin bmc  sin  cma  sin amb  \     ma  mb  me 

1  ,   sinamt  sinbmt  sinemt        \x-abc 
p  sin  bmc  si  11  cma  sin  amb  nia  mb  me 

R  sinamt  sin  bmt  sinemt      bccaab 


»' 


0       sin  bmc  sin  cma  sin  amb  ma  mb  me 

Dans  ces  formules,  a  désigne  le  point  de  rencontre  îles  droites  ab  et  me,  et 
]{  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  abc. 

De  la  première  de  ces  formules,  on  déduit  le  centre  de  courbure  [i  relatif 
au  point  m  «le  la  conique  : 

1  )n  décrit  une  circonférence  tangente  en  ///  à  ml  et  passant  par  l'un  de- 
points  a,  b,  c,  par  le  point  a,  par  exemple.  Soient  0  son  centre,  e  et  f  les  points 
où  elle  rencontre  respectivement  les  droite-  mh  et  nu-,  g  c\  h  les  points  d'in- 
tersection de  ef  avec  6c  et  avec  ma.  Par  «■/  on  mène  une  parallèle  à  e/-;  k  étant 
le  poinl  où  cette  parallèle  coupe  br,  on  mené  par  g  une  parallèle  à  Ara  jusqu'à 
la  rencontre  de  ma  en  /.  Le  point  u.où  la  parallèle  à  ho  issue  du  point  /coupe 
la  normale  en  m  à  la  conique  esl  le  centre  de  courbure  cherché. 

Les  formules   qui   précèdent   peuvent  servir  à  déterminer  le  rayon  de  cour- 
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bure  p'  en  un  point  d'un*;  courbe  triangulaire  symétrique 


0"   (f)    (?)"- 


(rapportée  y   un   triangle  a6c  convenablement  choisi).  Il  suffi l  de  remplacer 

dans  ces  formules  -  par • 

p  i  —  n  p 

Poincaré.  —  Sur  la  loi  électrodynamique  de  \\  eber. 

M.    Poincaré  signale  de   graves   erreurs    commises   par    Maxwell    dans  son 
étude  sur  la  loi  électrodynamique  de  \\  eber  ctdans  sa  tentative  pour  en  tirer 

1rs  lois  connues  de  l'induction. 
Si  l'on  pose 

J  J     ds   ds    r 

,/,/  \/-  ds  ot  ds'       r  ds'  dt  ds  J 

on  trouve  pour  valeur  de  la  force  électromotrice  totale  d'induction  déduite  de 
la  loi  de  Weber 

~_M«  +  J«, 

et  non,  comme  le  croit  Maxwell,  —     -  Mi.  Le  terme  .1  n'csl   nul  que  dan-»  le 

cas  des  courants  fermes. 

Il  faut  conclure  de  là  que  le  principe  de  l'énergie  <"si   insuffisanl   pour  faire 
prévoir  les  lois  de  l'induction.  C'esl  d'ailleurs  ce  que  savent  déjà  ceux  qui  <'in 
lu  les  judicieuses  critiques  de  M.  Bertrand  (  Théorie  mathématique  de  II 
tricité). 

Si  l'on  admet  a  priori,  avec  M.  Poinearé,  que  la  force  électromotrice,  *\\\<' 
a  l'induction  du  premier  circuit  sur  le  second, ail  une  expression  de  la  forme 

.1  la  forci-  électromotrice,  due  à  l'induction  du  second  circuil  sur  le  premier, 
une  expression  de  la  forme 

dt 

voici  <■<"  que  donne  le  principe  de  la  conservation  de  l'énergie 

,/\i       ,/r. 
B.B-,        C      C        m 


•  i    principe  ne  peut   donc  à    lui   seul  déterminer  les  quatre  coefficients  d< 
'induction. 

D'autre  pari .  la  l"i  de  \\  eber  donne 

B  B       II,        ,         a        I.        I 
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valeurs  conformes  aux  équations  déduites  du  principe  de  l'énergie,  mais  qui 
ne  coïncident  avec  celles  que  trouve  Maxwell, 

i;      B      m.       C  =  C      -7'- 

que  -i  l'on  fait  encore  cette  hypothèse  que  le  déplacemenl  d'un  couranl  con- 
stant i  produit  les  mêmes  effets  d'induction  que  la  disparition  d'un  courant 
d'intensité  i  au  point  de  départ  et  la  naissance  d'un  couranl  d'intensité  i  au 
point  d'arrivée. 

Painlevé.  —  Sur  une  transformation  des  équations  différentielles 
du  premier  ordre.  (84o-843). 


Soil 


Q(y,x) 


une  équation  différentielle  du  premier  ordre  où  P  et  Q  représentent  deux  po- 
lynômes en  y  de  degré  i  et  /.  Si  h  désigne  le  plus  grand  des  deux  nombres  i 
et  ./    -  2,  la  subsl  itution 

b 


(2) 


c/  r 


c  r,  +  c/ 


X  =  <p<  .r,  ). 


<mi  r/.  6,  c,  '/  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  transforme  l'équation  (i) 
en  une  équation  analogue  <>ù  le  numérateur  est  de  degré  //,  le  dénominateur 
de  degré  ( //  —  2)  en  y.  On  peut  toujours  supposer  l'équation  (1)  écrite  sous 
cette  forme,  en  introduisant  au  besoin  des  coefficients  unis. 

Pour  qu'on  puisse  passer  de  l'équation  (2)  à  une  équation  analogue  (V)  par 
une  substitution  (2),  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  2/1  —  5  invariants  dis- 
tincts  de  chaque  équation  soient  égaux  respectivement. 

On  peut  ramener  l'équation  générale  (1)  à  une  forme  réduite  où  ne  figurent 
que  2ii  -5  coefficients  des  termes  en  y,  coefficients  qui  sont  précisément  les 
• //    -5  invariants  distincts  de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  cherche  les  équations  (i)  dont  l'intégrale  générale  ne  prend  que  deux 
valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  on  trouve  que  ces  équations  sont 
de  la  forme 

aya      by"      cy       d 


oll 

(4) 


y  = 


y 


ay*      by       cj  ■      dy  -f-  e 


by1 


■y 


h 


(  )n  les  ramène  d'abord  aux  formes  réduites 

x'-   y       I. 


K4  +  A/  +  I!  , 

y  )  on  r  __     !•        \  i  I. 

y  -    c 


suivant  'iip    les  racines  du   dénominateur  son!    distinctes  ou  confondues);  et 
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l'on  détermine  aisément  les  conditions  invariantes  auxquelles  ces  équations 
doivent  satisfaire.  On  forme  môme  explicitement  toutes  ces  équations  comme 
nussi  toutes  les  équations  (3)  dont  l'intégrale  ne  prend  que  trois  valeurs  autour 
de  points  critiques  mobiles. 

On  peut  chercher  à  reconnaître  si  une  équation  (1)  se  ramène  par  une  sub- 
stitution (2)  à  une  équation  (1')  numériquement  donnée.  La  substitution 
quand  elle  existe,  s'obtient  algébriquement,  à  moins  que  l'équation  considérée 
n'admette  un  groupe  continu  de  transformations  (2).  Tel  est  le  cas  de  l'équa- 
tion de  Riccati.  Toutes  les  autres  équations  (2)  qui  restent  invariantes  pour 
un  tel  groupe  se  ramènent  immédiatement  à  la  forme 

où  le  second  membre  est  homogène  et  de  degré  zéro  .-  l'équation  s'intègre  pat 
quadratures. 
Tons  ces  résultats  s'étendenl  aux  équations  algébriques  <!<■  degré  quelconque 

en  y'  et  y. 

Vouvet.  — ■  Construction  du  rayon  de  courbure  de  certaines 
classes  de  courbes,  notamment  des  courbes  dr  Lamé  el  des 
paraboles  et  hyperboles  de  divers  ord  res.  i  8  J3-8  (6). 

Picard.  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  donl  l'inté- 
grale générale  est  uniforme.  (877-880  1. 

M.  Picard  revient  sur  les  équations  différentielles 

(1)  f(y*y>y* ■  •••.>■ m) >    "• 

où  ne  ligure  pas  la  variable  indépendante  x  el  où   f  représente  un  polynôme, 
dans   le  cas  où  l'intégrale  générale  est   une  fonction   uniforme   de  x  avi 
seul  point  singulier  essentiel  à  l'infini. 

Soit  y  nue  intégrale  quelconque;  si  l'on  désigne  par  1  •,,  1    1        les  \  .1 

leurs  que  prennent  cette  fonction  el  ses  dérivées  quand  on  remplace  x  pai 
x      h .  Ii  étant  arbil faire,  on  aura 

.>-,      i'V<..>-.>  •  ■•  -.' 


.!■,'"  I\„l    //.   .1    •    .)      


les    V  itani   des   fonctions  uniformes   du    poinl   analytique^',  )   . 

d'ailleurs  arbitraire  sur  la  surface  /.  el    la   transformation   ainsi   obtenue   1  -! 

é>  idemmenl  réversible. 

h. mis  le  cas  où  cette  transformation  bi uniforme  esl  en  même  U  rops  biralion 
nelle,  on  peut  s,-  rendre  compte  de  la  nature  des   intégrales  de  l'équation 

Le  cas  de  m      1  a  été  traite  complètement  dans  le  grand  M<  moire  de  M    P 
card  sur  les  fondions  algébriques  de  deux  variables.   Vbordanl  maintenant  le 
•  as  -'lier, il  où  m  esl  quelconque,  l'auteur  fail  voir  que  l'intégrale  de  l'équation 
(1)  pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  a  hé  tiennes  ou   de  leurs  di 
■ ■-. 
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Voici  une  conséquence  intéressa  nie  de  ce  Lhéorème  : 
Étant  donnée  h  ne  équation 

./•(.r, y. y, .... .)-("*))  =o, 

iloni  l'intégrale  générale  V  peut  s'exprimer  à  l'aide  d'une  intégrale  particulière 
quelconque  y  par  I « •  formule 

V=  u(.r,.i  ' .v"  ,  a„  a„  ...,  am), 

H  dépendant  rationnellement  des   r  et  les  ///  Iciires  a  représentant  des  con 
stantes  arbitraires,  cette  intégrale  générale  sera   nécessairement  uniforme,  cl 
elle  pourra  s'exprimer  à  l'aide  des  fonctions  abéliennes  ou  de  leurs  dégénéres- 
cences. 

Beltrami.  —  Quelques  remarques  au  sujet  des  fonctions  sphé- 
riques.  (932-93  \  ). 

L'auteur  s'attache  à  montrer  l'avantage  qu'il  y  a,  dans  nombre  de  questions, 
à  remplacer  l'équation  du  second  ordre 

à  laquelle  satisfont  les  deux  fonctions  sphériques  d'ordre  nn  de  première  et  de 
seconde  espèce,  par  les  deux  équations  du  premier  ordre 

— >—  =    x  —^    —  n  Rrt, 
dx  dx 

eu;  dx 

dont  elle  est  une  conséquence  nécessaire. 

Païnlevé.  —  Sur  les  intégrales  algébriques  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre.  (940-948). 

I  ne  équation  du  premier  ordre  cl  du  premier  degré 

P(.\\x) 


(1)  y  = 


Q(y,x) 


peut  avoir  son  intégrale  générale  algébrique.  Chaque  intégrale  définit  alort 
une  courbe  C  de  degré  m  :  et  par  chaque  point  du  plan  passe  une  courbe  C  et 
une  seule  à  moins  que  ce  point  ne  soil  commun  aux  deux  courbes  I*  =  o, 
O  -  o. 

<)n  peut  toujours  supposer  que  ces  points  singuliers  sont  à  distance  finie j 
parmi  eux  il  yen  a  au  moins  un  par  on  passenl  toutes  les  courbes  C. 

si  l'on  se  borne  a  considérer  les  points  1  ./•  .  1  .  i  de  celte  nature,  on  parvienl 
.ni\  résultats  suivants  ! 

Les  intégrale!]  v{x)  qui  prennent   la  valeur  1     pour  x  =  r   se  diviscnl  en  un 
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certain  nombre  v  de  classes;  une  intégrale  de  chaque  classe  est  de  la  Forme 


y  —  aKix'l  -+-  a^x'l 

f/  ,  at,  ...  dépendant  d'une  constante,  et  />  ci  ,/  élanl  desentiers,  l  ne  branche 
au  moins  de  chaque  espèce  fait  partie  d'une  quelconque  'le-  courbes  t.,  et  l'on 
a  ainsi  une  limite  inférieure  de  l'ordre  de  multiplicité  du  point  ./•_,  y.  d< ■- 
courbes  C,  mais  \  branches  de  la  même  espèce  peuvent  appartenir  ;i  la  même 
courbe  C.  Si  donc  ;x  désigne  l'ordre  de  multiplicité  d'une  seule  branche,  la 
somme  EXp.,  étendue  aux  v  classes,  donne  l'ordre  de  multiplicité  du  point 
i  ./■,,  r';)  des  courbes  C  Ou  peut,  en  outre,  calculer  en  fonction  des  nombres  > 
(qu'on  ne  peut  en  général  calcule!-  a  priori)  l'ordre  de  multiplicité  2  de  l'in 
lerseclion  de  deux  courbes  C  en  (ûc^y-);  on  doit  avoir 

.-*,    '  m  . 

dette  relation  permet  de  résoudre  la  question  suivante  : 

Reconnaître  si  l'intégrale  d'une  équation  (1)  est  une  combe  algébrique  dont 
les  points  multiples  n'admettent  pas  plus  de  /.  branches  distinctes  |  /.  est 
donné  ). 

D'autre  part,  M.  Painlevé,  en  niellant  à  profil  les  trois  formules  de  Plûcker, 
réussit  à  calculer  la  classe  des  courbes  C  en   fonction  des  nombres  X.  Il   pai 
vient  même,  dans  certains  cas,  à  déterminer  une  limite  d>^  nombres  m  et  X  et 
par  suile  à  trouver  les  intégrales  algébriques  de  (1).  Mais  alors  le   genre  des 
intégrales  ne  peut  dépasser  l'unité. 

Enfin  l'auteur  indique  une  méthode  qui  permet  de  trouver  toutes  les  inté- 
grales algébriques  de  genre  donné  qui  vérifient  l'équation  donnée. 

Çuichard.  —  Sur  les  surfaces  <jtii  possèdenl  un  réseau  de  géodé- 

>i(|ti<'s  conjuguées.  (9<p-<)97  '• 

Si,  sur  une  surface  1,  on  considère  un  réseau  de  géodésiques  v'  consl,  et 
leurs  trajectoires  conjuguées  //  consi.,  \,-<  cosinus  directeurs  de  la  normale 
*ji  ?i>  Ti  s°"i  solutions  d'une  équation  de  la  form 

à1*        de 

du  àv         av 

Pour  que  les  courbes  //  const.  soient  aussi  des  géodésiques,  il  faut  et  •! 
su  Dit  que  Q  soit  nulle.  Mors  l'équation  1 1  (,  quand  on  choisit  coiivcnabh  m<  ni 
les  variables,  peul  se  mettre  ^nb  la  forme 

''  f)  u 

')  cos 


Ou  Ov 
.    cl  .m  l    sollll  ion    de  l'cq  11, il  ion 


<hi  ih- 


qm  intervient  dans  la  recherche  des  surfaces  .1  courbure  conslan  1 

M.  Cîuichard  rattache  aux  considérations  précédentes  !<•  théori  me  qui   voii  1 


8o 


skcon  ni:  r.\  un  i<;. 


Si  les  développablcs  d'une  congrucncc  touchent  les  deux  surfaces  focales 
suivant  leurs  lignes  de  courbure,  l'une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  de 
courbure  de  chaque  surface  focale  admel  un  réseau  conjugué  forint''  de  géodé- 
siques;  le»  courbes  de  ce  réseau  correspondent  aux  lignes  de  courbure  de  lu 
surface  focale,  el  réciproquement.  « 

Slieltjes.  —  Sur  la  valeur  asymptotique  <lrs  polynômes  de  Le- 
gendre.  (  1 026  l. 

Soient 

0      0    .  -. 


%  =  e 

•1 


2.4.6. . .2  n 


On   ;i 


h  1      <  : 


'!>>(    // 


8 


-  3.5.7..  .(2/1       ') 

CMS  (    //  0 

1.1  \ 


-  + 


■+- 


\   !  sin8  i(2/i  +  3)        s  |  ,  sinO)3 

cos(/i8  -h  :  -  ) 


•  i<  '"     -  3)(2/î  4-  ."))        N  (.,  sinO 


): 


1 .0.0.1  .  >.  > 


//0 


2.4.6(2  «   +3)(2/î  +5)  (2/1  +  7)  v    (.,   s,||(Jj: 


La  série  est  convergente  tant  que  0  csi  compris  entre    .  el  5  -  • 

i)  () 

Mais,  que  la  série  converge  ou  non,  si  l'on  en  prend  les  /,    premiers   termes, 
l'erreur  commise   est   inférieure  en    valeur   absolue  au    double  <lu   (/       m 
terme  dans  lequel  on  aurait,  remplacé  par  l'unité  le  cosinus  qui  ligure  au  nu- 
mérateur. 

i ///te//.  —  Sur  La  théorie  de  la  chaleur.  (io6i-io63  I. 

Un   grand  nombre  de   problèmes  relatifs  à  la  propagation  de   la   chaleur  se 
ramènent  à  l'intégration  de  l'équation 


(0 


du  à  a 

ai      h  te»  ' 


où  //  désigne  la  température  fonction  du  Leni|>-  /  el  de  la  coordonnée  a?,  el  /. 
n  ne  constante  positive. 

L'état  initial  donné  peut-il  être  considéré  comme  provenant  d'un  étal  ralo 
rifique  antérieur?  Tel  est  le  problème  que  se  pose  M.    Vppell. 

Dans  le  cas  simple  de  la  propagation  de  la  chaleur  dans  une  armille,  la  leni 
pérature  à  l'instant  initial  /..  étant 

/"(./■  )       h  ■■-  a,  -m  ./■//,  ros./-  -■-.. .      ans\nnx  H   bncosnx      .... 
la  température,  à  tout  instant  t       t ,.  sera  donnée  par  la  série  convergente 

u       h       r  -  '   '  i|  a.  -in  ./-—/>,  «■(»-../•  i     ...     e  '" ' '■  '  '    \<in<\\\n.i-     bltcosnx 
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Mais  la  distribution  initiale  f{x)  ne  peut  provenir  d'un  élat  antérieur  qne  -i 
/(x)  est  une  fonction  transcendante  entière  de  x;  si  l'état  antérieur  existe,  il 
est  unique  et  se  trouve  déterminé  par  la  série  même  de  Fourier. 

Ecrivant  l'équation  (i)  sous  la  forme  plus  simple 

<)'  u.        du 

M.  Appell  trouve  que  toute  solution  de  cette  équation,  entière  en  x  el  en  y, 
est  composée  linéairement  avec  les  polynômes  Vv(x,  y)  définis  par  l'identité 

v  =  » 
ea»  '  "'y  =    V   — - —  Y  (  .r,  r  ) . 

polynômes  qui  s'expriment  d'une  manière  simple  à  l'aide  de  ceux  que  M     W<  r 
mite  a  obtenus  par  la  différentiation  de  l'exponentielle  e~**. 
Ces  polynômes,  ainsi  que  les  fonctions 

Vr  '   .''         3 

jouent,  dans  la  théorie  de  l'équation  (i),  le  même  rôle  que   les  fonctions  har- 
moniques de  Thomson  et  Tait  dans  la  tbéorie  du  potentiel. 

Il  faut  encore  signaler,  dans  le  même  ordre  d'idée,  un  théorème  général 
analogue  au  théorème  de  Grcen  et  qu'exprime  la  formule 

r  r  ((Vu     du ,  /•    Ov        du  r 

J  J      xdx1       <>y  '  •       .'  x     dx         dx      ■        J 

Cesaro.  —  Sur  la  courbe  représentative  des  phénomènes  de  dif- 
fraction, (i  1 19-1 1  22). 

La  courbe  employée  par  M.  Cornu  dans  sa  méthode  pour  la  discussion  des 
problèmes  de  diffraction  a  été  l'objel  de  nombreux  travaux,  parmi  lesquels  il 
faul  citer  ceux  de  M.  Poincaré  dans  sou  Cours  sur  lu  théorie  mathématique 

de  lu   lu  m  ivre. 

M.  Cesaro  montre  que  certaines  transformations  effectuées  par  M,  Poin 
peuvent  être  obtenues  par  d'autres  considérations,  qui   fournissenl  un  pr< 
généra]  pour  traiter  toutes  les  questions  du  même  genre. 

Resal.  - —  Sur  le  mouvemenl  d'un  prisme  reposant  sur  deux 
appuis  soumis  à  l'action  d'une  force  variable  suivant  une  loi 
particulière  appliquée  en  \\\\  poinl  déterminé  tic  la  fibre  moyenne. 
1  1  iS^-i  160). 

Boussinesq,  —  Théorie  «lu  régime  pcrmanenl  graduellement 
varié  (|ui  se  produit  près  <lr  1  entrée  évasée  »l  un  lubc   fin,  où 

liu.ll.  des  Sciences  mathém.,    i*  série,  t.  \\  I.  (Juin  1"  l'>  s 


8'j  SECONDE  PARTIE. 

les  filels  <l  un  liquide  qui  s'\  écoule  n'oni  pas  encore  acquis 
leurs  inégalités  normales  de  vitesse,  (i  160-1  i(J(i). 

lU'  Saint- Germain.   —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvemenl 

d'un  point  dans  un  milieu  résistant,  (i  184-1  ,(^7)- 

Les  formules  qui  permettent  d<-  déterminer  les  perturbations  apportées  dans 
le  mouvement  d'une  planète  par  la  résistance  d'un  milieu  très  rare  deviennent 
illusoires  quand  on  suppose  nulle  l'excentricité  de  l'orbite  non  troublée.  L'é- 
tude directe  de  ce  cas  particulier  conduit  à  un  résultat  simple  et  général. 

S'il  n'y  avait  pas  de  milieu  résistant,  la  trajectoire  étant  un  cercle,  il  faudrait 
que  la  vitesse  initiale  au  fût  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  et  que  l'on  eût 

a'w2  =  |jl, 

•j.  désignant  le  coefficient  d'attraction. 

Or,  si  l'on  néglige  le  carré  de   la  densité  du  milieu   résistant,  au  bout  d'un 

•>  — 
temps  égal   à  t  =  -  -  la   vitesse  «,10,  redevient  perpendiculaire  au  rayon  vec- 

teur  et  l'on  a  toujours 

c'est-à-dire  que  le  mobile  se  retrouve  dans  les  mêmes  conditions  qu'à  l'origine 
du  temps. 

Lévy  {Maurice).  —  Sur  le  nivellement  général  de  la  France. 
(i233-i238). 

Boussinesq.  —  Théorie  du  mouvement  permanent  qui  se  produit 
près  de  l'entrée  évasée  d'un  tube  fin  :  application  à  la  deuxième 
série  d'expériences  de  Poiseuille.  (1 238-1242). 

Boussinesq.  —  Calcul  des  températures  successives  d'un  milieu 
homogène  et  athermane  indéfini  que  sillonne  une  source  de 
chaleur.  (  1  242-1  244)* 

Une  source  calorifique  mobile,  concentrée  en  un  point,  ayant  à  divers*  - 
époques  t  des  coordonnées  (£,  t,,  Ç)  fonctions  connues  de  t,  déverse  par  unité 
de  temps  dans  le  milieu  homogène  et  athermane  une  quantité  de  chaleur  va- 
riable et  connue  F(x). 

Mors  la  température  eu  tout  point  (x,  y,  z)  du  milieu  sera  donnée  à  tout 
instant  t  par  la  formule 


"  --  7—  ■— ;  / 


où 
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SITZUNCjSBEHICHTE  der   Koniglich  preussischen  àkadeiiib  deb  Wisskn- 
s(  haften  zu  berlin. 

ier  semestre  1888. 

Nœther  {M.).  —  Nombre   de  modules  d'une  classe  de  surfaces 

algébriques.  (123-127). 

L'ensemble  de  toutes  les  courbes  algébriques  que  l'on  peut  obtenir  en  trans- 
formant, par  des  substitutions  rationnelles  et  univoquemenl  réversibles,  une 
courbe  algébrique  déterminée,  forme  unec/assede  courbes  algébriques.  Hiemann 
a  montré  que,  si  p  est  le  genre  d'une  classe  de  courbes,  cette  classe  dépend  de 
?>  p  —  3  paramètres,  les  modules  de  la  classe. 

MM.    Nœther   et    Brill    ont    donné    dans    le    tome    \II    des    Mathematùche 
Annalcn  diverses  définitions  et  méthodes  de  détermination  des  modules  d'une 
classe.  Rappelons  ici  celle  qui  a  lieu  à  l'aide  des  courbes  dites  normales  dans 
lesquelles  on  peut  transformer  une  courbe  donnée  quelconque  de   la   1 
par  un  réseau  linéaire  de  courbes  adjointes  à  la  courbe  donnée. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Nœther  s'est  proposé  de  résoudre  la  même 
question  pour  des  surfaces  algébriques  en  suivant  une  marche  analogue.  Il 
esl  également  parvenu  à  un  résultat  simple  en  introduisant  des  surfaces  dites 
normales  et  en  transformant  sur  ces  surfaces  les  surfaces  donni 

Soient/  une  surface  de  la  classe;  n  l'ordre  de  cet  t  <•  surface;  p  le  nombre 
de  surfaces  cp  passant  par  la  courbe  double  de/  (et  que  nous  nommerons  sur 
faces  adjointes  de  /)   d'ordre  n  —  l\  et  linéairement   indépendantes;  enfin  />, 
le  nombre  des  points  d'intersection  mobiles  de  /  avec  deux  des  surfaces  -  con 
sidéi 

Mois  la  classe  (générale  )  de  surfaces  dépend  de 

'<>(/'       0        'P- 
paramètres. 

Tel  est  l'énoncé  du  théorème  que  M.  Nœther  démontre  en  s'appuyanl  sm 

des  relations  qu'il  a  étublies  dans  le  tome  \lll  des  Mal hcmutischc  Annalcn. 
dans  les  Innali  di  Matem.,  2*  série,  t.  V,  et,  d'autre  part,  dan-  son  Mémoire 
inséré  dans  les  Abhandlungen  de  l'Académie  de  Berlin  en  18 

II   termine  en  donnant  divers  exemple-  se  rapportant   au  cas  OÙ    le  nombl 

est  égal  à  \  ou  à  ."). 

Ktonecker  (/>.).  Sur  les  propositions  d'Arithmétique  déve- 
loppées par  Lejeune-Dirichlel  lors  de  sa  Domination  comme 
I  no  fesse  nr  ù  II  fniversité  de  Breslau  (Habilitationsschrift).  (4*5 

Soient   z  une  indéterminée,  n  un   entier   positif  quelconque,  6  un    ei 
positif  ou  négatif  autre  qu'un  carré  parfait;  en  développant 

l 
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on peut  mettre  cette  expression  sous  la  forme 

I  \  sjh. 

Lejeune-Dirichlel  détermine  les  diviseurs  premiers  des  formes  l  et  V.  Afin  de 
ne  pas  présenter  un  Mémoire  trop  étendu,  il  se  borne  pour  Y  au  <-;is  où  //  est 
un  nombre  premier,  et  pour  U  au  cas  où  //  est  une  puissance  de  2.  La  méthode 
qu'il  donne  est  toutefois  applicable  à  tout  entier  positif//. 

M.  Kronecker  a  été  amené  à  résoudre  le  même  problème  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  développé  dans  sa  Festschrift  et  en  introduisant  des  systèmes  de 
modules.  L'extrême  simplicité  de  la  démonstration, pour  tout  entier  positif /i, 
des  propositions  de  Lejeune-Dirichlet,  est  une  nouvelle  preuve  de  l'importance 
de  cette  généralisation  de  la  notion  de  divisibilité. 

La  forme 


a  autant  de  facteurs  entiers  à  coefficients  entiers  que  n  a  de  diviseurs.  Un  di- 
res facteurs  est  caractérisé  par  le  fait  de  n'être  pas  facteur  d'une  forme  z'"  —  1 
où  m  est  un  entier  positif  plus  petit  que  n;  c'est  le  facteur  primitif  de  z"—  1 
et  nous  le  désignerons  par  Fn(z). 

Nous  entendrons  par  e/rt  l'unité  lorsque  m  =  i,  ( — i)v  lorsque  m  n'admel 
que  îles  diviseurs  premiers  différents  et  que  v  est  le  nombre  de  ces  diviseurs 
premiers,  zéro   lorsque  w  contient  plus  d'une   fois   un   ou   plusieurs  diviseurs 


premiers. 

( >n  a  alors 


F„(*)  = 


ni 


id} 


chaque  produit  étant  étendu  à  tous  les  diviseurs  d  de  n. 

En  posant 

x  -h  y 

x  —  "   , 

x  — y 

x  cl  y  étant  deux   variables  indéterminées,  el 

n  n 

(x  +  r  V  —  (  x  —  y  )■' 


y 


/,(./•..»•'). 


puis,  remarquant  que  la  somme 


1" 

[d 


étendue  à  tous  les  diviseurs  d  de  n  est  nulle,  tandis  que  la  somme 

V"  - 

ïàd*A 

rfl 

esl  égale  au  nombre  »(n)  d'entiers  inférieurs  a  n  el  premiers  relatifs  à  />.  ob 
a  donc 


[  |  //•'■•  .'"■'' 
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L'expression 


est  manifestement  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  x  el  d< 
d'après  la  relation  précédente,  cotte  fonction  entière  à  coefficients  entiers  ne 

contient  que  les  puissances  paires  de  y;  nous  la  désignerons  par 

Gn(x,y>). 

Nous  allons,  dans  ce  qui   suit,  envisager  la   fonction   entière,  à  coefficients 

entiers,  de  x  et  de  5 

Gn(x}  *); 

elle  est,  comme  Fn(x),  de  degré  »(w).  Nous  chercherons  les  diviseurs  premiers 9, 

non  contenus  dans  n,  de  cette  fonction,  pour  tles  valeurs  entières  quelc |u<  g 

positives  ou  négatives  données  à  s. 

M.    Kronecker   démontre   d'abord   que,   si    r\,  rs r.  n    esl    un    système 

complet  de  nombres  incongrus  entre  eux  modulo  n,  el   premiers  relatifs  .1  //. 
on  a  la  congruence 

l'Jx)    =  (x  —  zri)(x  -*»•.)...(«  --  z-.  ■■  1        [modd.F.(«)]. 

On  en  déduit  immédiatement  cette  autre   congruence.  suivant    le   système  de 
modules  [y3 —  s,  Fn(z)\, 

A-  =  ft/i) 

Gn(x,  s)  m    I        [(x -¥■  y)  —  {x  —  y-)srk]        [modd.^1      i,  l  t(z    . 

k  =  1 

il  cette  congruence  nous  montre  que  les  diviseurs  7  que  nous  cherchons  son! 

déterminés  par  la  condition  de  vérifier  la  congruence 

A'rr  cl//) 

[{x-hy)~  (x—  y)srk]     0      [modd.q,y*-  »,  K.(*)]. 

Or,  pour  que  cette  congruence  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

£[(/j      y)      ,/,      y)z'k]      «»        [raodd.y,  y      »,l      1  i|. 

/  /i       '  > .   1 '/        I 

U  l,    •• ?(/!)/ 

OU,  Ce  f|iii  est    la    même  chose. 

||v'/(c;   :    1)1-   y{zrk       i)(sr»       r)1    ']       0         |  mod>l 7.  .1         *,   1 

Mais 

(  c'a      1  !■'      3rn      1        '  modd.  7 1 

n.  en  désignant  par  »  le  symbole  de  Legcndre  I 

7     ' 
1      '      x    1  1  mo  ld 
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On  peul  donc  aussi  écrire  la  congruence  précédente 

f[(*nk<7+1       r)(i  —  <r)+zrk(zrk(l   '    -i)(n-<r)        o         [modd.gr,  F„(-c)]. 

[A] 

Selon  que  ~    -  ■  : -  i  ou  < j u r  y  —  —  i ,  il  faut  donc  que  l'on  ail 
I  [  3rfc(7-*>  —  i]      o        |  modd.gr,  F„(s)], 

(A) 

ou 

I  |  -vi+'i  —  ij     :  o         |  modd.gr,  |.'(((  -  ,  . 

Il  faut  donc  que  l'on  ail 

[J[rt(i-<r)_,]so        [modd.gr,  F. (-s)]. 

Ai" 

Cette  congruence  nous  montre  que  le  produit  étendu  à  À"  =  i,  2,  .  ..,cp(/i  . 
des  systèmes  tic  diviseurs 

[7,  F.(*y,  *p*^-^-i], 

doit  contenir  le  système  de  diviseurs 

[g,  *.(*)]. 

Or,  si  0  est  le  plus  grand  des  diviseurs  de  //  contenus  dans  q  —  y,  chacun  dr^ 
systèmes  de  diviseurs 

[g,  Fa(z),  -A(7--)-,j, 
est  équivalent  à 

[q,  l\,(z),  s*-i]; 

et  d'autre  part,  M.  Kroneckcr  montre  que  si  ô  est  plus  petit  que/?,  le  système 
de  diviseurs 

[gr,   F„(*)i  **->] 

est  équivalent    à   r.  Il   faut  donc  que  0  soit  égal    à  n.  sans  quoi   le  produit  de 

systèmes  équivalant  chacun  à  l'unité  contiendrait  le  système  [q,  F„(~)]  rr  (Il" 

n'est  pas. 

Ainsi  l'on  a 

q  —  y       0         (  modd.  //  ). 

Réciproquement,  si  cette  congruence  a  lieu,  chaque  facteur  du  produit 

-    dii  isible  par  Fn  (  z  ). 
Donc  les  diviseurs  premiers  ,p  de  la  forme  Qn(x,  s),  qui  ne  sont  pas  con- 
tenu* darn  n  si  ait   tous  eu  rarferises  par   la  continence 

q       y        (  modd./i), 
■  n  t  désigné  Je  symbole  de  Legendre  (  —  )• 
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Il  en  résulte  immédiatement  que  ces  diviseurs  premiers  q  SOOl 
par  une  suite  de  formes  linéaires 

ht  -f-  p',        kt  . ... 

où  p',  p",   ...  désignent  des  restes  du  plus  petit  multiple  commua  /  des  deux 
nombres  n  et  4*,  ce  qui  coïncide  avec  le  résultat  obtenu  par  Lejeune-Dirichlet. 

On  peut  encore  observer  que,  dans  le  cas  particulier  où  //  est  divisible  ; 
et  où  s  est  impair,  il  peut  y  avoir  des  diviseurs  premiers  q  congrus  .1  la  fois 
,1  1  modulo  n  et  à  1  modulo  4,  mais  que  l'on  ne  peul  avoir  a  la  l"i> 

7      — 1     (modd.//).        7      -- 1     (modd. 4) 

que  pour  les  nombres  s  dont  la  valeur  absolue  est  de  la  forme  i/.  -  1 
De  même  on  ne  peut  avoir  à  la  fois 

7       H- 1     (modd.w),         7       —  i      (modd. 4) 

que  pour  les  nombres  .v       1   |  modd.  \  ). 
Enfin  ou  ne  peut  avoir  à  la  lois 

7      —  1     (  modd. n),        7  1     (  modd.  i 

que  pour  .v    .0. 

Dans  le  cas  où  l'on  a  à  la  fois 

S    ^  o,         .v       —  1      (  modd.  '|  1.         //       ..       modd. 

on  déduit  du  Tableau  précédent  que  les  diviseurs  premiers  7  sont  carat  ter  i  ses 
par  ce  fait  que  la  congruence 

a  lieu  modulo  n  et  modulo '(. 
Si  donc  n  est  impair,  on  a  aussi 


7       |      )  (  modd.  \  n  ), 


résultat  contenu  dans  le  Mémoire  de  Lejeune-Dirichlel  dans  l<    cas  où  //  est 

premier  et  où,  par  suite,  //  est  égal  a  la   valeur  al.-. .lu.'  de  S. 

Kronecker  (L.).  —  Sur  la  théorie  <l«'s  nombres  complexes  eu 
général,  cl  sur  les  >\  sternes  de  diviseurs.  I  i-^i-  i  i 

(tu    peul    se.   proposer  de    trouver  la   forme  la  plus   générale  des  nombres 

■  omplexes 

a       ,/  /,....      "  /'.. 

pour  lesquels  les  règles  ordinaires  du  calcul  soient  conservées.  MM.  Weierstrass, 
Dedekind,  ci  tout  récemment  M.  Petersen  "ni   .ilw.nl.-  .1   résolu  ce  problème, 
«•M  faisant   toutefois  certaines  hypothèses   qui   eu   restreignent    la    généralité 
M.   Kronecker  se   propose  de  montrer   comment   ce  problème,  envi* 
restriction  aucune,  peut  être  rattaché  a  la  théorie  des  systèmes  de  dii 
rang  égal  au  nombre  de  \ ariables. 

Rappelons  d'abord  quelques  définitions  et   propositions  fou  lam  I  M 

cèbre. 
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La  congrueoce  suivant  un  système  démodules  (M',  M",  M'",  ...)- 
G      o        (modd.  M',  M",  M",  . . .), 

où  G,  M  .  M  .  M '",  ...  sont  des  fonctions  entières  de  variables  indéterminées 

x}  ./• /•„,  indique  qu'il  existe  des   fonctions  entières  P',  P",  P'",  ...  des 

mêmes  variables  ./•,,  .r,,  . ..,  xn,  telles  que  l'on  ;iit 

c;  =  M'P'+  M"P"h-  m "V"  t  .... 

Nous  supposerons  d'abord  dans  ce  qui  suit  que  les  coefficients  des  fonctions 
entières  considérées  sont  tout  à  fait  arbitraires,  mais  naturellement  ne  dépendent 
pas  de  a?„  a?a,  . ..,  xn. 
Le  rang  (%)\e  plus  élevé  que  peut  avoir  le  système  de  diviseurs,  ou  système 

de  modules,  considéré 

(M\  M",  M",  ...) 

i !Sl  alors  égal  a  //.  Si  n  est  effectivement  le  rang  de  ce  système  de  diviseurs, 
on  peut  déterminer  un  système 

('./„/„,  ■..»/,) 

formé  par  le  nombre  le  plus  petit  possible  (v  -h  i)  de  fonctions  entières  /',, 
de  a?,,  x2l  . ..,  xn,  tel  que  toute  fonction  entière  /'  de  xx,  xr  ....  xn  puisse 
être  mise  sous  la  forme 

/=c0+c)/1+...+  cï/v        (modd.  M',  M",  ...). 

où  c„,  c,,  ....  cv  sont  des  quantités  déterminées  et  indépendantes  de  .*,,  x.À 

x  .  On  nomme  le  système 

système  fondamental  du  système  de  diviseurs 

(M',  M",  ...). 

Le  nombre  (v  -+-i)  est  Y  ordre  de  ce  système  de  diviseurs. 

On  a  en  particulier,  en   choisissant  pour  fonction/  une  fonction  entière  F 
des  éléments  /,,  /,,  . . .,  /.,  du  système  fondamental 

(i)  F    -  Cu  +C./.  +  ...+  C,f,        (  modd.  M',  M",  . . .  ) . 

donc  aussi,  //  et  /,•  désignant  chacun  un  quelconque  des  indices   i.  •> /v. 

(2)        /,,/»       rj'-^       r^''/l  +  ...      '•//,/,'/v         (modd.  M',  M",  ...). 

V  (  V  -4-  I  ) 


Kn  désignant  par  Y,  Y.  .  .  .   les 


fonctions  des  v  variables  r, rv 


où  les  c  sonl  ceux  de  l'équation  (.>).  il  résulte  facilement  des  équations  (i)  et 


i  '  i  \  nir    \<  i"  mathematica,  L.  \  I.  p.  126. 
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(  2  )  que  l'on  a 

FfjK, rv)        C„4-  Ctyt      ...       C.j\         (modd.V.  \   .  . 

où  les  G  sont  ceux  de  l'équation  (r).  On  peut  en  conclure  que  1<-  système 

K  r, yy) 

est  un  système  fondamental  du  système  de  diviseurs  (N',  N",  ...).  Comme  le 
système  (M',  M",  ...),  ce  système  (N',  N",  ...)  est  d'ordre  (v  son  rang 

est  v,  c'est-à-dire  égal  au  nombre  des  variables  js  qui  y  paraissent;  ces  deux 
propositions  se  démontrent  sans  difficulté. 

Ceci  posé,  revenons  au  problème  dont  la  solution  fait  l'objet  de  ce  Mémoire. 

Il  est  tout  d'abord  manifeste  que  ce  problème  serait  résolu  si   l'on   savait 

V  f  V 

exprimer  univoquement,  de  toutes  les  manières  possible-,  chacun  des  

produits  ihik  par  une  fonction  linéaire  de  £,,  i /,  dont  les  coefficients  soient 

des  nombres  réels. 

Le  problème  posé  se  ramène  donc  immédiatement  à  celui-ci  : 

Trouver  tous  les  systèmes  de  coefficients 

c<h,h)m    c(h,k) C(M  ,  h     h-  h.  h       ,.  , 

tels  que,  si  l'on  forme  le  système  de  modules  donl  les fonctions  entières 

des  v  variables  indéterminées  it,  i..  ...  /'., 

j    ;   r..//,A) r/t,/>    ;    _        '/'./.    / 

i        V  (  V  +  I  )     , ,  .  ,-  •  •  i  •     i  i  •         ■ 

sont  1rs  cléments,  toute  fonction  entière  des   variables  / ..   i  .        .   ' 

soii  congrue,  suivant  ce  système  de  modules.  ;i  une  fonction  linéaire  de  f,,  i  , 
i./,  ou,  en  d'autres  termes  : 

Former  pour  v  variables  ir  i i  .  de  la   manière   la   plus  générale,   le 

système  précédent  de  modules  pour  lequel  (i,  i, /', )  soit  un  système  fon- 
damental. 

Mais  en  rapprochant  cet  énoncé  des  considérations  générales  qui  précèdent 
ei  qui  se  rapportaient  à  toul  système  de  modules,  on  voit  que  chaque 
de  diviseurs  de  rang  égal  au  nombre  des  variables  dont  les  élt  ment*  du 
système  de  diviseurs  sont  fonctions  entières,  donne  une  solution  du  problême 
propose';  l'ordre  v-+-i  du  système  de  diviseurs  détermine  le  nombre  v  </<• 
variables  /,.  /.,  ...,  iv,  qui  paraissent  dons  la  solution  correspondante. 

Il  n'y  ,i  d'ailleurs  pas  d'autre  solution  du  problème,  comme  on  le  reconnaît 
immédiatement. 

Du  théorème  que  le  rang  du  système  de  diviseurs  (N*,  N",  .       ne  i  eut 

plus  petit  que  v,  on  déduit  une  seconde  méthode  | r  trouvei  tous  les  systèmes  < 

convenant   à  la  question.  Dans  cette  seconde  méthode  on  forme,  i  l'aide  des 

clenicnl- 

,      ,v_  ,•<„''.'■'        r/>-'>\i  •i_. .._,•/'■  ■         I 

i  fonctions  linéaires  et  homogènes   i  coefficients  ind<  il 
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"ii  élimine,  entre  ces  v   :  - 1  fonctions,  le-*  v  variables  y.,  yt y\  en  formant 

le  résultant  el  en  l'égalant  à  zéro.  En  ordonnant  ce  résultant  par  rapport  aux 
produits  de  puissances  <!<•>  indéterminées  U,  il  faut  que  chacun  des  coefficients 
soit  nul  ;  mi  obtient  donc  ainsi  un  système  d'équations  qui  définit  entièrement 
les  quantités  c  satisfaisant  à  la  question.  Par  cette  méthode,  les  quantités  < 
sont  déterminées  algébriquement;  elles  peuvent  donc  être  envisagées  comme 

des  grandeurs  d'un  domaine  de  rationalité  dans  lequel   tous    les  (déments   sont 

des  variables  indéterminées,  sauf  un  seul  qui  est  fonction  algébrique  des  autres. 

Comme  le  théorème  que  le  système  de  diviseurs  (Y,  N",  ...)  ne  peut  être 
de  rang  plus  pet  it  ([ne  v  joue  ainsi  un  rôle  considérable  et  qu'il  n'a  été  démontré 
que  parmi  raisonnement  indirect,  M.  Kronecker  en  donne  une  seconde  démon- 
strat  ion,  directe  celle  fois. 

Précisons  maintenant  davantage  le  problème,  en  fixant  à  V  avance  le  domaine 
de  rationalit  é 

(ir,  ir,  ...), 

ce  qui  est  le  cas  le  plus  général  que  l'on  puisse  concevoir  cl  qui  comprend 
ton-,  [es  cas  particuliers.  Supposons  que  les  éléments  de  ce  domaine  soient  Liés 
par  un  nombre  déterminé  de  relations 

«l»'(R\  I!  .  ..  .  ,       ...         <I>"(K\  R",  ...)       o 

<>n    peut   manifestement  remplacer  les  éléments  IV,  R",  ...de  ce  domaine  de 

rationalité  par  des  variables   indépendantes   c,,  z.2,  ...   à   condition  d'adjoindre 

au  domaine  de  rationalité   les   fonctions  <P' (zv   z.2,    ...),&" (zv  za,  ...) 

Comme  alors   M',  M",  ...    sont  des  fonctions  entières  de  xv  x.^ vn  dont 

les  coefficients  dépendent  de  zt,  z2,  ...,  les  quantités  G,  M',  M",  ...  sont  des 

grandeurs  entières  du  domaine  naturel  de  rationalité  (xt,  ..-,  a?„,  zt,  za,  ...) 

tandis  que  les  quantités  O',  «1»",  ...  sont  clés  grandeur-,  entières  du  domaine 

(zt1  zt,  ...).Si  <I>  désigne  aussi    une  grandeur  entière  de  ce  dernier  domaine, 

la  congruence 

<;      o        (modd.M',  M",  . ..), 

([ue  nous  avons  considérée,  doit  être  remplacée  par  la  congruence 
<I»G       o        (modd.  M',  M",  .. .,  «I»'  «l>",   . ..). 

La  démonstration,  très  facile  d'ailleurs,  de  cette  proposition  termine  la  pre- 
mière Partie  du  Mémoire  de  M.  Kronecker. 

Kronecker  (L.).  —   Remarques  sur  les  derniers  travaux  de  Le- 
jeune-Dirichlet.  (4.Î9-4  \:i). 

\prés  avoir  reproduit  une  partie  du  Discours  de  M.  Kummer  sur  Lejeune- 
Dirichlet  qui  est  inséré  dans  les  ibhandlungen  de  l'Académie  de  Berlin, 
1860,  M.  Kronecker  cite,  d'autre  part,  l'énonce  du  problème  posé  dans  le 
Tome  VU  des  Acta  mathematica,  problème  qui  a,  comme  on  sait,  amené 
M.  Poincaré  à  écrire  son   Mémoire  couronné  sur   la   stabilité  du  système  do 

monde. 

M.  Kronecker  explique  que  !<■  problème  posé  par  le-  Acta  mathematica  lui 
semble  donner  aux  paroles  prononcées  par  Lejeune-Dirichlel  une  portée  très 
différente  de  celle  qu'elle-,  «.ni  eue  effectivement. 
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Il  y  a  eu,  en  réalité,  deux  communications  verbales  faites  par  Lejeune- 
Dirichlet  à  M.  Kronecker.  La  première  concerne  la  stabilité  du  système  du 
monde;  la  seconde  concerne  une  nouvelle  méthode  générale  pour  résoudre  les 
problèmes  de  la  Mécanique. 

Lejeune-Dirichlet  a  dit  un  jour  qu'il  possédait  une  démonstration  delà  stabi- 
lité  du  système  du  monde;  il  l'a  dit,  en  quelque  sorte,  sans  aucun  apparat,  t •  > 1 1 1 
en  mettant  bien  en  évidence  l'importance  de  la  chose.  M.  Kronecker  ;■  eu  l'im- 
pression que  la  démonstration  de  Lejeune-Dirichlet  devait  être  de  forme  très 
simple,  comme,  par  exemple,  sa  démonstration,  aujourd'hui  classique,  de  ce 
qu'un  système  auquel  on  peut  appliquer  l'intégrale  des  forces  vives,  esl  en 
équilibre  stable  lorsque  la  fonction  des  forces  est  maximum. 

Un  autre  jour,  au  cours  d'une  promenade,  Lejeune-Dirichlel  dil  à  M.  Kro 
necker,  d'un  ton  presque  solennel,  et  après  lui  avoir  recommandé  de  n'en  parlei 
encore  à  personne,  qu'il  possédait  une  nouvelle  méthode  générale  pour  résoudre 
les  problèmes  de  la  Mécanique.  Elle  ne  donne  pas  un  résultat  i i ■  i i .  - •  > î t  a  l'aide 
de  quadratures,  soit  à  l'aide  de  développements  en  séries;  elle  consiste  en  un 
procédé  à  l'aide  duquel  on  obtient  des  approximations  successives  de  la  solu- 
tion du  problème.  Il  est  probable  que  Lejeune-Dirichlel    prévoyait   e re  de 

longs  calculs  à  elfectuer   avant  de  pouvoir  publier  cette   découverte.  M.  Kr< 
necker  a   eu   l'impression  que  cette  nouvelle  méthode  pouvait  avoir  quelque 
rapport  avec  les  recherches  de  Lejeune-Dirichlel  sur  la  théorie  du  potentiel  don I 
Lejeune-Dirichlet  lui  avait  parlé  immédiatement  auparavant. 

Kronecker   (L.).  —  Sur  la   théorie  des  nombres   complexes  en 
généra]  et  sur  les  systèmes  de  diviseurs  i  suite),  i  i  \~-  (6 

Ce  n'est  qu'après  avoir  fixé  y\n  domaine  de  rationalité  il;,  R",  ...)  que  l'on 

peut  distinguer,  parmi  les  systèmes  de  dh  iseurs    \  .  \ les  sysl<  mes  pre 

miers  de  ceux  qui  ne  le  sont  pas. 

On  voit  sans  peine  que  dans  l'étude  de  ce  système  de  diviseurs  i  \  .  N  . 
on  peut  remplacer  les  éléments  R',  R",   ...  du  domaine  de  rationalité  par  des 

variables  indépendantes  z„  za,  . . . ,  en  leur  adjoignant  le-  éléments  'i>  .  •!• 

en  adjoignant  également  ces  éléments  aux  modules  de  toute  congruence,  en  lin 
en  remplaçant  toute  égalité  par  une  congruence  modulis  «&,,  * 

Hors,  lorsqu'une  fonction  entière  <'■  de  yt >  ,  dont  le-  coefficients  appar 

tiennent  au  domaine  de  rationalité  (  P.  ,  i;  .  ...)  contient  un  système  de  divi 
seurs  formé  également  par  des  fonctions  entières  F',  l    ....  dej  donl 

le-  coefficients  appartiennent  au  domaine  de  rationalité  (R',  R",  n  a 

«l>c.      o        i  modd.  I   .  I    .    .   .  «i»  .  '\'  .  . 

ou  <;,  i  .  i  .  ...  sont  de-  fonctions  eutières  de-  variables  '  et  z,  tandis  que 
<i\  <i>  ,  <i>  .  ...  -ont  des  fonctions  entières  des  variables  :.  Les  propriétés  qui 
caractérisent  comme  système  premier   un  système  de  fonctions  entière-   de 

i    rv.  dont   les  coefficients  font    partie  du  domaine  (  i;  .  i;  .  -     t<  ■  ii- 1 •  nt 

donc  immédiatement  au  système  que  l'on  obtient  en  remplaçant  R',  1»  par  des 
variables  indépendantes  s,,  s„  ...  el  en  adjoignant,  aux  élément-  du  système 

de  diviseurs,  les  fonctions  «l» .  4> Si  donc,  dan-  les  recherches  qui  suivent, 

on   introduit   des  fonctions  akeliii.iui--.ee-t  simplement  pour  évitei  de*  Ion 
gueurs;  on  pourrait  rester  dan-  un  domaine  naturel  de  rational 
marque  est  de  quelque  importance  au  point  de  vue  de  la  in<  lliodc  »uivie. 
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Si  le  système  il*-  diviseurs  (Y.  N",  .  ..)>  de  rang  v,  est  premier  dans  le  do 
m, une  (  v x,  r..  .  . .,  li',  R",  . . .  »,  nous  partagerons  les  Fonctions  entières  de    r,. 

r r. .  ilnni  les  coefficients  font  partie  du  domaine  (R',  R",  ...),  en  deux 

groupes,  celui  des  fonctions  entières  qui  contiennent  le  système  premier 

(N',  N\  ...), 

el  celui  des  fonctions  entières  qui  ne  le  contiennent  pas".  A  chaque  fonction  du 
second  groupe  G  (r,,  . .  •  ,/>'.,),  correspond  alors  (comparez  Crelle,l.  99,  p.  •"•  ■">- ■ 
une  /onction  réciproque  modulis  Y,  N",  ...  du  même  groupe,  c'est-à-dire  une 
(onction  <!,(,>',,  ....).)  du  groupe,  telle  que  l'on  ait 

<■(.)', rvM',0', .>'J        «         (modd.Y,Y...), 

tandis  que  pour  les  fonctions  F  (y ,rv)  du  premier  groupe,  on  a 

I'O', v.,)      a       (modN',N", ...), 

et  il  n'existe  pas  de  fonction  réciproque  modulis  N',  N",  .... 

Un  produit  de  fonctions  entières  fait  et  ne  fait  donc  partie  du  second  groupe 
que  lorsque  tous  ses  facteurs  en  font  partie.  Ainsi  lorsqu'un  produit  de  plu- 
sieurs facteurs  contient  le  système  premier  (Y,  N",  ...),  il  faut  que  l'un  au 
moins  des  facteurs  contienne  ce  système  premier. 

C'est  un  corollaire  immédiat  de  cette  dernière  proposition  que  le  théorème 
fondamental  de  la  théorie  des  nombres  complexes  qui  nous  apprend,  d'une 
part,  qu'à  chacun  des  nombres  complexes  pour  lesquels  les  systèmes  de  coeffi- 
cients correspondants 

Ci*'*1,      C\'hk)       ...,      c[à.k)  (&<£;  h,k  =  \,  1 v) 

sont  déterminés  par  un  système  de  diviseurs  premiers  (N',  N",  ...),  il  existe 
un  nombre  complexe  réciproque,  et,  d'autre  part,  qu'un  produit  de  ces  nombres 
complexes  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  au  moins  de  ses  facteurs  est  nul. 

On  montre  de  même  que,  parmi  les  nombres  complexes  qui  sont  déterminés 
par  des  systèmes  de  modules  (N'}  N",  ...)  non  premiers,  il  y  en  a  dont  la  va- 
leur réciproque  n'est  pas  un  tel  nombre  complexe. 

.Mais  allons  plus  loin  dans  la  théorie   des  systèmes  de  diviseurs  et  formons 

v  (  v  -J-  i  ) 
maintenant  v  fonctions  linéaires  et  homogènes  des éléments  du  sys- 
tème (N',  N",  ...)  avec  des  coefficients  indéterminés  U',  ...;  considérons  aussi 

la  (v  -r-  i  )"'"'n  fonction 

où  w,,  //, uysonl  des  indéterminées;  et  formons  le  résultant  de  ces  (v-m) 

fonctions  en  éliminant  r,,  . .  .,.vv. 
Puisque  (N',  V,  ...)  est  de  rangv,  ce  résultant  contient  un  facteur 

R„    (.'•,-    K, 'O 

indépendant   des  indétermines  U',  ....  Et  l'on  peut   démontrer  que  !<•  système 
N',  N  .  ...i  esl  premier  ou  non  suivant  que  la  fonction  R0est  irréductible  ou 
non  dans  le  domaine  de  rationalité  (r  .  R',  R",  ...).   Le  discriminant  du  sys- 
tème (  \  .  V.   ...)   n'est   nul  que  quand  le  discriminant  de  la  fonction  R0  [y  ) 
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est  nul.  Cela  résulte  de  théorèmes  sur  les  discriminants  el  formes  de  disi  rirai 
nauts  qui  sont  dans  un  rapport  intime  avec  ceux  du  §  9  de  la  Festschri/t  de 
M.  Kronecker. 

On  en  conclut  que,  pour  les  systèmes  de  modules  (V.   Y.    ...  ,  dont   l«-  dis 

criminant  est  nul,  il  existe  des  fonctions  entières  de  yt,  y y   qui  ne  sonl 

pas  congrues  à  zéro,   mais  dont  une  certaine  puissance   est   congrue   à    i 
Tandis  que,  pour  les  systèmes  de  modules  (V.  N  .  ...),  dont  le  discriminant 
n'est  pas  nul,  il  n'existe  pas  de  fonction  entière  de   y0  y  .  ...,   y    non  COUfi 
à  zéro  et  dont  une  certaine  puissance  serait  congrue  à  zéro. 

Mais  que  le  discriminant  d'un  système  (N',  \",  . ..)  soit  nul  ou  non,  lors 
le  système  (N',  N",  ...)  n'est  pas  premier,  il  existe  des  fonctions  entières  de  y 
dont  le  produit  contient  le  système  (  N',  N ".  .  . .  )  sans  qu'aucun  des  facteurs  ne 
le  contienne.  Ces  facteurs  ne  peuvent,  d'après  ce  qui  précède,  être  égaux  que 
-i  le  discriminant  du  système  (N',  N",  ...)  est  nul. 

Au  dernier  théorème  concernant  les. nombres  complexes  on  peut  donc  ajouter 
celui-ci  : 

«  Parmi  les  nombres  complexes  qui  sont  déterminés  pai  des  systèmes  de 
modules  (N',  N",  ...)  non  premiers,  il  y  en  a  certainement  dont  le  produit 
est  nul  sans  qu'aucun  des  facteurs  ne  M>it  nul.  Si  la  forme  discriminante  du 
système  (ÎST',  N",  . . .)  est  en  outre  nulle,  il  existe  même  des  nombres  complexes 
différents  de  zéro  dont  une  puissance  déterminée  est  nulle 

On  peut  maintenant  démontrer  que  les  nombres  complexes  d<-  la  forme 

nous  donnent  tous  les  nombres  complexes  déterminés  par  des  systèmes  de  dh  i 
seurs  à  discriminants  différents  de  zéro,  si  l'on  fixe  les  règles  de  calcul  .i\<'<-  t 
par  une  équation  de  degré  v  -+- 1 

R(î 

choisie  arbitrairement,  de  manière  toutefois  que  le  discriminant  de  cette  équa 
lion  ne  soit  pas  nul. 

<)u  remarquera  que  si  l'on  considérai!  une  équation  U(*  discriminant 

nul,  on  obtiendrait  des  nombres  complexes  de  la  forme 

//       blia      bt i,,-;  ■  ■  ■      ■'■ 

déterminés  par  des  systèmes  de  diviseurs  à  discriminant  nul  ;  mai-  on  n'oblien 
drait  pas  par  ci-  procédé  tous  les  nombres  complexes  à  discriminant  nul. 

Soient  s0,  s,,  ....  sv  des  variables  indéterminées.  En  envisageant,  modulis 
i  N'.  N",  . . .),  des  fonctions  entières  de  l'argument 

sj  .        ... 

on  parvient,  en  différentianl  et  tenant  compte  des  relations  établies  antérieure 

ment,  à  des  systèmes  de  fonctions  de  s0,  s, -\  liées  par  certaines  équations 

aux  dérivées  partielles,  linéaires,  homogènes  «•!  <lu  premier  ordre,  tandis  «j u«- 
chacune  de  ces  fonctions  vériGe  certaines  équations  aux  dérivées  partielles, 
linéaires,  homogènes  et  du  second  ordre. 

Dans  le  .-as  où  le  discriminant   du   systi  me  (N\  N",  n'est  pas  nul, 

peut,  par  des  transformations  linéaires,  ramener   les   syslèim 
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fonctions  entières  de  -,  z\ sv  à  des  systèmes  linéaires  de  fonctions  qui, 

chacune,  ne  dépendent  que  d'une  variable;  les  équations  aux  dérivées  partielles 
transformées  sont  ainsi  vérifiées  d'elles  mêmes.  Dans  le  cas  où  le  discriminant 
du  système  I  V,  N",  ...)  est  nul,  on  peut  également,  par  des  transformations 
linéaires,  réduire  les  équations  aux  dérivées  partielles;  mais  M.  Kronecker  ne 
peut  encore  les  réduire  de  manière  à  obtenir  la  solution  complète  de  ces 
équat  ions  l  ransformées. 

Kronecker"  {L.).     -  Sur  La   théorie  dos   nombres  complexes  en 
général,  et  sur  les  systèmes  de  modules.  (."):*)-- 5-8). 

\u  lieu  de  chercher  tous  les  nombres  eomplcxes  de  la  forme 

" ,  -  ~  "s  i,      •••-!-  o.J ,• 

qui  comprennent  les  nombres  réels  a0  et  vérifient  les  règles  ordinaires  du 
calcul,  on  peut  chercher  tous  les  nombres  de  la  forme  linéaire  et  liomogèrie 

qui  vérifient  les  règles  ordinaires  du  calcul.  On  peut  envisager  ce  problème 
comme  un  cas  particulier  des  rechercbes  précédentes;  il  est  alors  caractérisé 
par  ce  que  les  quantités 

c<",*>        (h^k;  h,k  =  x,2,  ...,  v) 

sont  nulles.  II  peut  aussi  être  caractérisé  par  ce  que  chacun  des  systèmes  de 
diviseurs 

(N'„  n;,  ...), 

qui  correspondent  aux  nombres  complexes  «,  t',4-. . .+  «v*v,  contient  le  système 
(X,j  y*  ■••!  rv))  rc  <Iue  l'00  Peut  écrire 

(N'„,  N;,   ...)    =0         (modd.r,,^,  ...,  j'v)- 

On  observera  toutefois  que  si  Ton  se  borne  à  considérer  le  cas  où  le  déter- 
minant 


h  --  ! 


(i,  À-  =1,  2,   .....  V  I, 


dans  lequel    //,,  // wv  sont  des   indéterminées,  est  différent   de  zéro,   les 

systèmes  de  diviseurs  (N'0,  N„,  ...)  perdent  leur  caractère  particulier;  car  le> 
recherches  qui  les  concernent  deviennent  alors  identiques  à  celles  du  système 
général  (N',  N",  . ..)  dans  lequel  le  discriminant  est  différent  de  zéro. 

(  l'est  pour  cette  raison  que  les  nombres  complexes  obtenus  par  M.  Weierst  i 
qui  considère  a  priori  le  cas  où  les  quantités 


c  h.  /.  i 
sont  nulle-,  el  "H  l'on  .i 


(hîk;   h.  L      :,,   2, 


V  „,.,■,"•'■ 


v) 
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coïncident  avec  les  nombres  complexes  obtenus  par  M.  Kronecker  dans  le 
où  les  quantités  ciA»*J  ne  sont  pas  nulles  et  où  les  discriminants  des  systèmes 
de  diviseurs  qui  correspondent  aux  nombres  complexes  ne  sonl  pas  nuls. 

La  méthode  de  M.  Kronecker  nous  donne  ainsi,  outre  les  nombres  compl< 
déjà  obtenus  parla  méthode  de  M.  Weierstrass,  d'autres  nombres  complexi  -. 
ceux  qui  correspondent  aux  systèmes  de  diviseurs  à  discriminants  nuls. 

Sans  doute,  lorsque  le  module  est  simplement  une  fonction  entière  d'une 
variable  x,  ce  seul  cas  de  discriminant  nul,  exclu  pai  la  méthode  de  M .  \\  eier- 
strass,  se  trouve  être  un  cas  singulier  où  le  nombre  des  coefficients  indéter- 
minés est,  pour  un  degré  déterminé,  réduit  d'une  unité.  Mais  il  n'est  pas  évi- 
dent qu'il  ne  convienne  pas,  dans  d'autres  recherches,  de  considérer  les  nombres 
complexes  correspondant  précisément  à  des  systèmes  de  modules  à  discrimi- 
nant nul;  dès  lors  il  vaut  mieux,  au  lieu  de  les  exclure  u  priori,  se  con 
tenter  de  les  distinguer  des  autres,  comme  le  fait  M.  Kronecker. 

Avant  d'aller  plus  loin  fixons,  nettement  la  notion  -j  importante  de  classe 
de  systèmes  de  diviseurs. 

Soient  deux,  systèmes  de  diviseurs  de  ran^  // 

(M',  M",  .  .  .)     et     (m',  tu 

où  chaque  élément  M  est  une  fonction  entière  des  variables  ./•..  x rn  donl 

les  coefficients  font  partie  du  domaine  de  rationalité  I  R',  I!  .  .  .  .  i  el  où  chaque 

élément  m  est  une  fonction  entière  des  variables  :,.  ; ««donl  les  coefficients 

font   partie   du   même  domaine   de    rationalité  (R',    If.    ...).   S'il  existe  «h - 
substitutions  entières 

dont  les  coefficients  fassent    partie    du    domaine   (R',  Il ".   . ..)   el    telles    que, 
après  avoir  effectué  ces  substitutions  respectives,  le  système  [M  .  M  . 
tienne  \e  système  (m',  m",  ...)  et  réciproquement    le   système  [m',  m  , 
contienne  le  système  (M',  M",  . ..  ),  on  dira  que  les  (leur  \  font  partit 

de  la  même  classe.  En  d'autres  termes,  (M',  M  .  ...)el  (m',  ///  .  ...j   font 
partie  de  la  même  classe  lorsque  l'on  a  à  la  fojs  les  deux  congruences 

(  M',  M",  .  . .)      n        (  modd.  m\  m r,      4>, 4» 

(///.',  m",  ... )      o        (modd. M',  M '  .  . 

<>n  peut,  dans  chaque  cas  particulier,  reconnaître,  à  l'aide  d'un  nombre  fini 
d'opérations,  si  deux  systèmes  de  diviseurs  fonl  ou  ne  fonl  p.is  partie  de  la 

même  classe. 

Quand  une  seule  d.^  den\  congruences  précédentes  .1  lieu,  par  exemple  la 
première,  <>n  dit  que  la  classe  représentée  par  (m',  m  .  .  'itenue  dans 

la  classe  représentée  par  (M',  M'.  ...)• 

Lorsque,  dans  les  congruences  précédentes,  non  seulement   les  coefficients 
fonl  chaque  fois  partie  «In  domaine  de  rationalité  1  R  .  R  .  .  ..)•  mais  sonl  t.  m -s 
•  les  fonctions  entières  «les  éléments  de  ce  domaine,  on  dit  que  les  systèmes 
(  M  ,  M  .  . . .  )  ei  (m',  m",  . . .)  fonl  partie  de  la  même 
</u  mot. 

1  n  exemple  fera  bien  saisir  la  différence.  Soicnl 

M         X  "I 
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comme  on  a  identiquement 

./•'    |-3  ,(  ;'         :  I  {X  !  ;     I     I  II  X  \\ 

on  ;i  les  deux  congruences 

M  (./•  I         (i  |  lllodd.  m  i  ;  ),   X —  ).\  —  I  |. 


m  (  ;  )       ') 


iiKidd.  M  (  ./•).  \  —      (X        i  i 


Ainsi  AI(.r)  et  m  {\)  font  partie  de  la  même  classe;  mais  M(x)  et  //<(;; 
ne  l'ont  pas  partie  de  la  même  classe  au  sens  restreint  du  mot;  dans  le  sens 
restreint  du  mol  M(.r)  contient  m('ç). 

M.  Kronecker  démontre  les  trois  théorèmes  suivants  : 

«  i°  Les  systèmes  (M',  M",  ...)  el  (V,  N",  ..^correspondants  de  la  théorie 
des  nombres  complexes  font  partie  de  la  même  classe.  » 

«  2°  Chaque  classe  peut  être  caractérisée  par  un  système  (N',  N",  ...)  pour 
lequel  les  variables  elles-mêmes  ;>',,  ...,  rv  auxquelles  on  a  adjoint  l'unité 
forment  un  système  fondamental  (modulisIV,  N",  ...)  de  sorte  que  chaque 
fonction  entière  des  variables  yx ,  ...,j>\,  est  congrue  modulis(N',  N",  ...)  à 
une  fonction  linéaire  de  ces  variables.  On  nomme  ce  système  (N',  N",  ...), 
système  normal  de  la  classe.  » 

«  3°  Si  le  discriminant  est  différent  de  zéro,  la  classe  peut  être  représentée 
par  une  fonction  d'une  seule  variable.  » 

Remarquons  qu'au  point  de  vue  de  M.  Kronecker  ce  dernier  théorème  n'im- 
plique pas  du  tout  qu'il  convient  de  ne  considérer  que  le  cas  où  le  discrimi- 
nant n'est  pas  nul.  Une  suite  de  publications  de  M.  Kronecker  tend  en  effet  à 
montrer  qu'il  est  tout  aussi  simple  de  considérer,  au  lieu  d'une  fonction  d'une 
variable,  un  système  de  «fonctions  de  n  variables.  Ce  n'est  pas  le  théorème  3°, 
c'est  le  théorème  2°  qui  est  fondamental. 

Il  y  a  d'ailleurs  un  rapport  intime  entre  la  classe  d'un  système  de  fonctions 
et  le  genre  de  fonctions  algébriques  d'une  part,  et  la  classe  dans  le  sens  restreint 
du  mot  d'un  système  de  fonctions  et  l'espèce  de  fonctions  algébriques  d'autre 
part,  le  genre  et  l'espèce  étant  définis  comme  dans  la  Festschrift  de  M.  Kro- 
necker. Cela  apparaît  déjà  sur  l'exemple  précédent,  où  l'espèce  de  nombres 
algébriques  entiers  définis  par  l'équation  m  ( <•  )  =  o  contient  l'espèce  de  nombres 
algébriques  entiers  définis  par  l'équation  M(.r)  =  o;  M.  Kronecker  en  donne 
plusieurs  autres  exemples  importants  et  montre  en  somme  avec  plus  de  détails 
que  dans  sa  Festschrift  que,  en  particulier,  les  théorèmes  concernant  les 
nombres  algébriques  entiers  peuvent  être  obtenus  simplement  par  la  théorie 
des  systèmes  de  diviseurs,  ainsi  sans  symboles  autres  que  ceux  de  l'Arithmé 
tique. 

La  considération  des  fonctions  entières,  à  coefficients  entiers,  des  n  variables 
xt,  ...,  xn,  envisagées  suivant  le  système  de  modules  (M',  M",  ...)  premier 
el   de  rang  n,  dont  chaque    élément  M',  M",   ...   est  une  fonction  entière  a 
coefficients  entiers  de  xx,  ...  ,xn,  contient  lu  théorie  des  nombres  conipl 
dont  le  genre  est  défini  ]><ir  les  équations 

M'=  o,         M":     o 

Plus   généralement,   envisageons  les  fonctions  entières  de  x rfl  d""' 


ri  Pft/r- 
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les  coefficients  font  partie  d'un  domaine  de  ration  al  i  lé  (  R  .  R  .  . . .  )  fixe  arbi- 
trairement. Parmi  ces  fonctions  on  peut  distinguer,  modulis  M  .  M celles 

qui  font  partie  de  la  mèmeespèce.  Chacune  de  ces  espèces esl  carat  térisée  par 
une  des  classes  de  systèmes  de  diviseurs  dans  lesquelles  la  classe  (M',  ...  ;  esl 

contenue;  en  effet,  si 

1  I      ?i  (  x\t    '  •  •  i  Xn)i       '  •  •  1      rp(  x,>    •  '  •»  &n) 

est    un    système   fondamental,   modulis    .M\    M" de    l'espèce    consid 

M.  Kronecker  montre  que  l'on  peut  déterminer  un  système  de  diviseurs 
(S',  S",  . . .)  où  chaque  S  est  fonction  de  p.  variables  ;,.  . . .,  L,  lel  que  l'on  ait 

(S',  S",  ...)      o        (modd.M',  M",  ...,  l-^: i_k-  , 

Parmi  toutes  les  fonctions  entières  de  n  variables  r, r,  dont  les  i 

ments   font   partie   du   domaine  de  rationalité  (R',   15.  ...).  <>n   peut   encore 

caractériser   un   autre   groupe.  Soient    M,',.   M„ M,'-,  p  de  ces  fonctions; 

groupons  toutes  les  fonctions  M0  qui  contiennent  le  système 

(M'„  M: Mjft  M'.  M  .  ...): 

elles  forment  un  groupe,  car  toute  forci  ion  linéaire  el  homogène  d'éléments 
du  groupe  est  de  nouveau  un  élément  <\\i  groupe.  Parmi  tous  ces  éléments  M  . 

considérons  seulement  les  fonctions  entières  qui,  modulisM',  M sont  des 

fonctions  linéaires  de  M'0,  ...,  M'J?)  dont  les  coefficients  appartiennent  à  une 
espèce  déterminée  S.  Soit  (i,  'ç^}),  ...,  'f',0')  un  système  fondamental  de  cette 
espèce;  alors  toutes  les  fonctions  du  groupe  partiel  considéré  sont  des  fonctions 
linéaires  et  homogènes  desp(;x  +  i)  éléments 

M'  M  :-'    !D<0)  M'  o(0   M  "    M  '  M 

et  l'on  obtient  un  système  fondamental  <l>, <l>,   du  groupe  partiel,  tel  que 

chaque  fonction  de  ce  groupe  [misse  être  représentée,  modulis  m  .  m par 

une  fonction  linéaire  et  homogème  de  m «i>A.  dont  les  coefficients  font 

partie  du  domaine  de  rationalité  (R',  11",  ...)• 

si  l'on  envisage  l'ensemble  des  fonctions  obtenues  en  ajoutant  ou  multipliant 
entre  elles  et  avec  des  grandeurs  du  domaine  de  rationalité  (R*,  R",  . ..),  un 
nombre  quelconque  ?  de  fonctions  entières  arbitrairement  choisi 

+..-+. 

il  est  facile  de  voir  que  l'on  obtient  précisément  un  groupe  partiel  comme 
celui  que  nous  venons  de  caractériser. 

Kronecker  (  L.).        Sur  les  nombres  complexes  en  gén<  rai  el  sur 
les  systèmes  <!<•  modules.  (5o,5-6i 

Soient  toujours  (M',  M  .  . . .)  un  système  de  modules  d<-  rang  n  dont  les  élé 
ments  VI',  M  ,  ...  sont  des  fonctions  entières  de  n  variables 
coefficients  faisant    partie   du    domaine  de   rationalité   (R',  R",     ..);  et 
(1,  /',,  .   ..  /'j  un  système  fondamental  de  ce  système  de dul<  s  (M',  M  . 

Hutl.  des  Sciences  mathem.,   •    série,  1    XVI.  (Juillet     n  R 
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Alors  t •  •  1 1 1  monôme 


.//„ 


(/',•     K K  =   °.     '•      '•      •      •) 


peul  être  représenté,  modulis  M',  M" par  une  fonction  entière  linéaire  de 

/',.    /'. ,/'.  donl    1rs   coefficients   font    partie    du    domaine   de    rationalité 

I  l!  .  i!  ,  ...).  Toutes  les  fonctions  entières 


x 


l'n 

II    1 


*  ///,.//,..  ../,„.r/'i.r/'-:  . 

Aj»/'î Ih, 

.//,,  ha,  ...,  />„  =  <>,  i,  2,  . 

donl   la  dimension  ne  dépasse  pas  le   nombre  fixé  arbitrairement  /-,  peuvent 
donc  être  mises,  modulis  AI',  M",  ...,  sous  la  forme 


'„+-,/,+ 


«•/*, 


où  s0,  zxi  .  ..,sv  sont  des  fonctions  linéaires  cl  homogènes  des  Z  à  coefficients 
faisant  partie  du  domaine  de  rationalité  (11',  11",  ...).  On  ramène  ainsi, 
modulis  M\  M",  ...,  tout  système  formé  par  les  coefficients  Z  à  un  système  de 
coefficients  (z0,  zl}  . ..,  zy)  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  (z). 

Convenons    d'appeler   système    composé  de   deux    systèmes  (z)   et  (z1)    le 
système  {z")  que  l'on  obtient  en  multipliant  les  deux  expressions 


et 


*J  +  *î /,-+-••• -H  *i/„i 


el  en  mettant  le  produit  sous  la  forme 

«:+*?/,+...+*:/,■ 

Murs   les  éléments  s„,  s",  ...,  c'  du   système  (s")  composé  des  deux  sys* 
i < -nies  (z)  et  (z')  sont  donnés  par  les  formules 


_':_  Vr1''-'1'1  -  -' 

h,k 


(h,  i,  k  =o,  x,  2,  .-.,  v) 


il  esL  facile  de  s'assurer  que  les  quantités  c1/'  '  '  qui  paraissent  dans  ces  foi- 
mules  sont  justement  celles  introduites  au  début  de  ces  recherches  sur  les 
nombres  complexes  et  qui  déterminent  ces  nombres  complexes.  La  détermi- 
nation de  tous  les  nombres  complexes  se  rattache  donc  à  la  théorie  delà  com- 
position des  sj  sternes. 

\  ce  nouveau  point  de  vue,  dégagé  de  i<»nt  symbole,  même  de  celui  de  l'indé- 
termination, le  principe  de  la  théorie  des  nombres  complexes  se  présente  sous 
un  jour  plus  net  encore.  Il  convient  donc  de  rattacher  à  ce  nouveau  point  de 
\iir  la  solution  des  questions  générales  qui  restent  encore  à  résoudre.  A  cet 
effet,  nous  commencerons  par  étudier  directement  les  règles  de  la  composition 

il.  -   SJ  StèmeS. 

Le  système  (z)  esl  dit  équivalent  au  système  (z')  et  l'on  écrit  (c)oo(-') 
lorsque   l'on  peul  déduire  {z')  de  (5)  par  un   procédé  déterminé  quelconque, 
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mais  tel  que  si  l'on  a  à  la  fois 

(S)GO(V),      (i)OO(z*), 

ou  ait  aussi 

(z')  oo  (z"). 

De  cette  restriction  on  déduit  immédiatement  en  prenant  pour  <  z')  le  sys- 
tème (z')  lui-même,  que  chaque  système  est  équivalent  à  lui-même;  et  en 
prenant  pour  (  z"  )  le  système  (-)  lui-même,  on  voit  de  même  que  si  l'on  a  i 

la  fois 

(z)^(z'),        (z)oo(z), 
on  a  aussi 

(z')^(z)- 

et  comme  nous  venons  de  voir  que  l'on  a  toujours  (z)  oo  {z)  on  déduit  donc, 
de  l'équivalence  (j)oo(c'),  cette  autre  équivalence  (s')  vo  (-s).  Ainsi  le  pro- 
cédé en  question  est  réversible. 

Soient  (z),  (z'),  {z"),  ...  des  systèmes  non  équivalents  et  représentons  par 
l'équivalence 

8[(«),  (*')]<•>  (*"), 

le  fait  que  l'on  a  déduit  des  deux  systèmes  (  s  )  et  (  a'  )  le  sj  m.  me  [z")  par  des 
règles  déterminées  quelconques,  mais  telles  que  l'ou  ait 

0|(c),  (c')]c/)0[(c'),  (*)], 

e|(*>,  e [(*'),  (<=")]|  <")&!(*'>>  Q[(5),  (s")]j. 

Le  système  (~")  est  dit  composé  des  deux  systèmes  (z)  et  («'). 

Si  l'on  suppose  enfin  que   pour  tout  couple  de  systèmes  I  s),  (z)  il  ex 
un  système  (z")  qui  composé  avec  {z')  donne  (a),  et  que  d'au  lie  pari  il  existe 
au  moins  un  système  (z1)  qui  reste  invariable  quand  on  le  compose  avec  un 
certain  système  (cn),  on  peut  démontrer  que  l'on  a  pour  tout  système 

B[(i")i  (*)]€/><*). 

'l'ouïes  les  restrictions  formulées  ont  lieu  si  l'on  donne  comme  règle  de  com- 
position 8,  la  suivante 

<=£&*> MhM'A  [h.,,   h         ,,    , v). 

Nous  allons  maintenant  montrer  comment  on  peut,  en  taisant  quelques  i 
tentions  t  rès  simples,  désigner  sans  a  m  h  mm  te  un  système  quelconque  (4»)  par 
un  système  d'indices  rationnels.  Posons 


8[(^')),  (  s  ■"'  )   c/5    - 
on  a  alors  pour  tout  entier  positif  ///  et  tout  entier  posil 

B[|  . 
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(  (  '"  )) 
désignons  ensuite  par  \z    '     J   un  système  qui,  composé  //  lois  avec   des 


I 


/\ 


systèmes  équivalents,  donne  (~-'"]).   Enfin  si  \zMJ  est  an   système  différent 

.    (   (%)}  •        ,  •  /  '»    m'\  i 

de  \  z        )  quels  que  soient  les  entiers  m  et  //,  soit  I  —  »  — r  )  le  système  com- 

/    (  1  \\        /    (  2L'  \\ 
posé  «les   deux    systèmes  \z       '  /   et  \z  ■       ) .   Alors,   en   désignant  par  ar 
a,,  ...  des  nombres  rationnels,  on  voit  facilement  que  toul  système  peut,  être 

mis  sous  la  forme 

(a,,  aa,  ...,  a,J. 

h  a  us  cette  notai  ion  le  système  composé  de  (a,,  y.,,  ...,  a  )  et  de  ({à,,  [32,  ...,  (L  ; 
est  (ct,+  -pt,  aa+  p„  ...,  a,AH-  [i,J. 

Comme  premier  exemple  prenons  pour  {z)  tous  les  nombres  entiers  positifs 
plus  petits  qu'un  nombre  fixé  INI,  et  prenons  pour  règle  de  composition  la  inul- 
tiplication  des  systèmes  composants,  qui  est  manifestement  une  composition 
dans  le  sens  que  nous  avons  donné  à  ce  mot.  Alors  si  px,  />.,,  .  ..,  /?,,  sont  tous 
les  nombres  premiers  inférieurs  à  M,  un  entier  quelconque  n  ■<  M  peut  être 
manifestement  mis  sons  la  forme 

n  =  /??*,  pf-,  ...,  p*', 

où  x,  a,  ...,  av  sont  l'un  des  nombres  o,  i,  i,  ....  Cet  entier  sera  représenté 
dans  la  notation  fixée  par  le  système 

(*,»  », *y). 

Comme  second  exemple  envisageons  tous  les  nombres  rationnels  i\,  r2,  i\,  ..., 
que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

I'  \  1 1' i  ■>  •  •  •  »  /'.,  ? 

où,  pour  a  =  i,  .),  . . . ,  v,  le  nombre  a-Â  est  un  quelconque  des  entiers  compris 
entre  l'entier  négatif  li\é  arbitrairement  m-A  et  l'entier  positif  également  li\é 
arbitrairement  n-K.  On  peut  représenter  un  quelconque  de  ces  nombres  par 
le  système  de  nombres  rationnels 

(a,,  X2,  .  .  .,  xv). 

Mais  on  peut  aussi  opérer  tout  autrement.  Soit  h  un  quelconque  des  nombres 
positifs  fixé  parmi  les  nombres  r,,  /■,,  /•., M.  Kronecker  démontre  qu'à  cha- 
cun des  oombres  rationnels  considérés  r,.(À'  =  i,2,  ...)  on  peut  faire  corres- 

I lire  un  nombre  rationnel  déterminé  sk  (qui  dépend  de  rh  et  de  b)  tel  que 

si  au  produit  r-  d'un  nombre  quelconque  des  rv  /■„,  ...  correspond  le  nombre 
rationnel  ff.,  ce  nombre  tr.  diffère  de  la  somme  des  nombres  rationnels*  qui 
correspon  lent  aux  facteurs  de  ce  produit  de  moins  que  la  moitié  de  la  plus 
petite  des  différences  entre  deux  quelconques  des  indices  s  correspondants  à  tous 
les  nombres  considérés  r.  lien  résulte  quel'on  peut  représenter  sans  ambiguïté 
chacun  des  nombres  considérés  rh{h  =i,  2,  ...)  par  le  nombre  rationnel 
correspondant sh  de  manière  que  la  somme  sa  Sa  corresponde  au  produit  r,tr.. 
Il  résulte  d'ailleurs  de  la  démonstration  de  M.  Kronecker  que,  au  lieu  du 
nombre  rai  ionnel  v  correspondant  à  rh  on  peut  prendre  le  logarithme  de  r,  pour 
la  bas»  b. 


iu<:vul:  des  publications.  km 


2e  semestre  i.x8h. 

Kronecker  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  nombres  complexes  en 
néral  et  sur  les  systèmes  de  modules  |  983-  roil 

Les  notions  d'équivalence  et  de  composition  fixées  dans  une  Communication 
précédente  {voir  plus  haut)  ne  sont  pas  seulement  applicables  aux  nombres 
et  systèmes  de  nombres;  elles  s'appliquent  aussi  à  d'autres  objets. 

Des  longueurs,  des   durées,  des  volumes,  des  poids,  etc.  peuveul   êtn 

posés  de  manière  que  les  deux  conditions 

Ô[(S),  («'jlooOKO,  (*)], 
BJ(*),    B[(*'),  (-s")]|c^8j(^),    8[(*),  l  :")1| 

soient  vérifiées;  et  chaque  objet  considéré  peul  être  ainsi  désigné  par  un  sys- 
tème d'indices  rationnels  de  manière  que  la  composition  des  objets  i  orresponde 
à  l'addition  des  indires.  On  n'a  nullement  besoin,  pour  obtenir  ces  systèmes 
d'indices,  de  connaître  les  règles  de  décompositi les  objets;  celles  de  compo- 
sition suffisent. 

Il   est   bon    d'observer   que   dans   son    Mémoire,    /^/u'iosophischi      l 
M.  Helmholtz  nomme  addition  ce  que  M.  Kronecker  nomme,  avec  Gauss,  com- 
position. 

\n  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons  ici,  la  notion  de  proportion  prêt 
celle  de  rapport.  En  effet  la  notion   de  proportion   se   ramène  directement    à 
celle  d'équivalence  ou  plutôt  elle  n'en  es!  qu'un  cas  particulier,  car  nous  pou- 
vons nommer  équivalents  tous  les  systèmes 

(ce,,  cza), 

que  l'on  obtient  en  donna  ni  à  c  une  valeur  quelconque;  les  conditions  imp 

à  toute  équivalence  dans  la  Communication  précédente  de  M.  Kronecker  sont 

alors  vérifiées;  l'équivalence 

(rzr  CZ%)tS){c'zv  C 

s'énonce  en  disant  que  les  quatre  nombres  cst,  <  sont  en  pn 

lion.  Inversement,  toul  système  équivalent  au  systèmi  est  de  la  i 

(c*„  cza). 

Lorsque  les  éléments  c,  et   zt  du  système  considén  sont  commensu 

râbles,  l'unique  invariant  de  cette  équivalence  particulière  est  le  quotient  du 
premier  élément  du  système  par  le  second,  ou  une  fonction  lim  aire  enti<  i 
fractionnaire  de  ce  quotient.  C'est  cet   invariant  que  l'on   nomme  ra| 
plutôt   râleur  <lu  rapport  des  den\  éléments  du   système;  on  I  par 

"i  • 

Mais  il  peui  arriver  que  les  deux  éléments  c,  et  -    du  système  cons 
soient   pas  commensurables  et  qu'ayant  établ :  équivalcn 

(a,  . 
(par  exemple  une  proportion),  on  puisse  déterminci   un 


10*2 
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que  l'on  veut,  invariant  pour  ions  les  systèmes  équivalents.  C'est  cet  intervalle- 
invariant  qui  n'est  plus  un  nombre  mais  que  l'on  peut  encore  représenter  par 
un  symbole  que  l'on  nomme  valeur  du  rapport  des  deux  éléments  a,  [î  cl  (pie 
Ton  désigne  par  a  :  |3. 
Envisageons,  par  exemple,  l'équivalence 

(a,  p)00(r,  8), 

où  a  désigne  la  longueur  d'une  circonférence,  p  son  diamètre,  y  la  surface  du 
cercle  limité  par  cette  circonférence,  8  le  carré  de  son  rayon.  On  montre  dans 
les  éléments  de  la  Géométrie  que  cette  équivalence  est  bien  une  proportion 
comme  nous  venons  de  la  définir.  Cette  équivalence  n'a  pas  de  nombre  invariant, 
maison  peut  déterminer  un  intervalle  aussi  petit  que  l'on  veut  que  l'on  peut  envi- 
sager comme  invariant  de  la  proportion;  on  peut  en  effet  déterminer  deux  frac- 
tions dont  la  différence  soit  aussi  petite  que  l'on  veut  et  entre  lesquelles,  s'il 
existait  un  nombre  invariant,  ce  nombre  invariant  serait  compris.  En  intro- 
duisant un  symbole  x  pour  Y  intervalle-invariant  de  l'équivalence  considérée, 
on  voit  donc  que  ir  n'est  pas  un  nombre  mais  peut  être  resserré  autant  qu'on  le 
veut  entre  deux  nombres.  On  dit  encore  que  tc  est  la  valeur  du  rapport  des 
deux  éléments  a  et  jj  ou  des  deux  éléments  y  et  8  et  l'on  écrit 


=  a:p  =  y:  S. 


Mais  on  peut  demander  davantage.  Ce  qui  précède  suppose  en  effet  que  l'on 
envisage  les  nombres  rationnels  en  même  temps  que  les  nombres  entiers,  et  l'on 
peut  demander  à  rattacher  les  notions  de  proportion  et  de  rapport  à  la  théorie 
générale  des  équivalences  et  de  leurs  invariants,  sans  quitter  le  domaine  des 
nombres  entiers. 

On  peut  conserver  la  même  définition  delà  proportion.  C'est  une  équivalence 

(es,,  cza)tsi(c'zti  c'za), 

où  c,  c'  sont  deux  entiers  quelconques.  Mais  cette  équivalence  n'a  plus  en  gé- 
néral d'invariant  même  lorsque  z%  et  zi  sont  commensurables.  Toutefois,  en 
désignant  par  u  et  u'  des  indéterminées,  on  a  une  congruence  suivant  un 
système  de  modules 

cztu  =  c' zxu'        (iriodd.es., m  —  i,  c' z2u' — i), 

et  par  suite  czyu  est  un  invariant  modulis  cz,u —  i,  c' z.,u' — i.  Au  lieu  d'un 
invariant  fractionnaire  on  a  donc,  en  restant  dans  le  domaine  des  nombres 
entiers,  un  invariant  sni\ant  un  système  de  modules. 

On  peut  aussi  faire  usage  de  la  notion  donnée  par  Gauss  de  l'équivalence  des 
formes  quadratiques  pour  bien  mettre  en  évidence  ce  qu'il  faut  entendre  par 
rapport  de  deux  grandeurs.  Nous  rangerons  à  cet  effet  dans  une  même  classe 
tous  les  systèmes  équivalents  de  deux  grandeurs  ou  de  deux  objets.  Ces  classes 
peuvent  alors  être  groupées  en  deux  catégories.  Dans  les  unes  le  représentant 
de  la  classe  est  un  système  de  deux  entiers  premiers  relatifs;  on  dit  alors  que 
les  deux  objets  sont  dans  un  rapport  commensurable.  Dans  les  autres  ce  n'est 
pas  le  cas;  on  dit  alors  que  les  deux  objets  sont  dans  un  rapport  incommensu 
rable. 

Envisageons,  par  exemple,  le  cas  où  les  systèmes  (-s'),  (s"),   ...  sont  des 
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hunes  v',  v"  . . .  et  où  nous  entendons  par  composition  une  juxtaposition  d 
volumes.  Nous  pouvons  alors  désigner  chaque  volume  composé  par  an  système 
d'indices  rationnels 

(a„  a,,   ...,   3tv), 

où  v  est  le  nombre  des  volumes  dont  les  mesures  sont  incommensurables.  Un  si 
lorsque  les  volumes  v',  v",  . . .  sont  des  cubes  commensurables  el  des  sphères  de 
rayons  commensurables,  on  n'a  besoin  que  de  systèmes  de  deux  indices  ra- 
tionnels (a,  [3)  pour  désigner  le  volume  composé  d'un  nombre  quelconqu< 

volumes  donnés. 

(-  ) 
Si  un  corps  dont  le  volume  est  v  \  »  /  est  situé  tout  enl  ier  à  l'intéru  ur  d'une 

sphère  qui  est  elle-même  située  tout  entière  à  L'intérieur  d'un  corps  dont  le 

(-) 
volume  est  vx  «'/,  on  montre  directement  que  l'on  a  entre  les  quatre  entiers 

m,  n,  m',  n',  l'inégalité  mn' <  m' n. 

Il  faut  ensuite  étendre  aux  volumes  des  corps  la  notion  d'équivalence  p.ir  ap- 
proximation en  opérant  sur  ces  volumes  exactement  de  la  même  manière  que 
sur  les  nombres  rationnels  dans  une  Communication  précédente  de  M.  Kron<  i 
Si,  quelque  petit  que  l'on  choisisse  un  nombre  rationnel  t,  on  peut  déterminer 
deux  nombres  rationnels  r'  et  r"  dont  la  différence  soit  plus  petite  que  -.  el 
tels  que  les  surfaces  limitant  deux  corps  donnés  K  et  K'  soient  toutes  deux 
situées  entre  les  surfaces  de  deux  corps  dont  les  volumes  ont  les  indices  ration- 
nels r'  et  ;•",  on  dira  que  les  deux  corps  K  et  Iv'  ont  des  volumes  équivalents. 
Four  fixer  la  notion  d'équivalence  il  importe  de  laisser  -  indéterminé  afin  de 
pouvoir  le  choisir  suivant  les  besoins  de  la  pratique  dans  chaque  cas  particulier. 
A  la  notion  d'égalité  des  volumes  commensurables,  vient  donc  s'ajouter  la  notion 
d'équivalence  des  volumes  incommensurables  avec  un  intervalle  d'équivalence 
qui   reste  indéterminé. 

\|iiès  avoir  ainsi  montré  comment,  au  point  de  vue  arithmétique,  il  faut 
définir  les  symboles  que  l'on  nomme  nombres  incommensurables,  nous  .ill<'ii- 
montrer  comment  on  peut  calculer  avec  ces  nombres  incommensurables. 

Soient  tp(Ar),  y(A)  deux  nombres  entiers  formés  parmi  procédé  arithmétique 
déterminé  à  l'aide  de  l'entier  k  et  supposons  qu'eu  formant  successivement  les 
systèmes  [9(1),  y(1)L  [?(2)>  v('-OL  •••  on  reconnaisse  qu'à  tout  nombre  ra- 
tionnel T,  choisi  aussi  petit  que  l'on  veut,  coin -ponde  un  entier  m  tel  que,  pour 
tout  n  >  m,  on  ait 

(0  |  ?('")  y(/0-  ?(")$('"  )l<-  l'y  ("')  vl" 

Nous  dirons  alors  que  les  nombre-  rationnels 

y(i)      y(a)  ?(^'> 

♦  (!)'     v7!')'  >M«   ' 

ou  //est  un  entier  arbitraire  plus  grand  que  m,  forment  une  série 
de  nombres  rai  ionnels. 

Si  t,,  - x     ,  désignenl  une  suite  de  nombres  rai  ionnels,  positifs  <<u 

gatifs,  chacun  plus  petit  que  le  suivant,  non-  dirons  que  les  nombres  rai 
nels  rqui  sont  situés  avec  t^dans  l'intervalle  (t     , 

Si.  en  formant  la  -crie  convergente  ;  '  •••  nous  trouvons  que  pour 


M), 
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p  (  k  ) 
/,    ///  tous  les  nombres  ,         sonl   équivalents,  nous  pourrons,  dans  le  sens  de 

,, .     .     ,                         .                       z(  m) 
I  équivalence,  nous  arrêter  au  terme  J, -  • 

V I  '»  ) 

l  ne  fois  t  choisi  el   m  déterminé   par  l'inégalité  de   convergence  (i),   nous 
fixerons  un  intervalle  d'équivalence  (ti/(  ......  f./, ,,)  de  manière  que  l'inégalité 


+  X  < 


2/1-1-1 


?  (  m  ) 
*('") 

soil  vérifiée;  alors  pour  tout  //      ///.  —, —  reste   bien  dans  l'intervalle  d'équi- 

<|*(n) 

valence  (- .,,  ,  ...  xa,J+1). 

Si.  dans  ce  qui  précède,  nous  remplaçons  ~  par  Sx  où  S  est  une  variable  vé- 
rifiant l'inégalité  0  ;o<i,  et  si  /n$.  désigne  le  plus  petit  entier  tel  que  l'on 
nii  pour  tout  n>  ///,j.  l'inégalité 

|  ip  (  m$x  )  y  (  //)  -  r  ( "  )  'y  (  mSz  )  |<  Sx  |  y  (  ra$T  )  y  (  "  )  !• 
il  peut  arriver  que  l'on  ait,  pour  S  =  1, 


suis  que  l'on  ait   aussi 


9  (  m.) 

1+  x  <  T7 -t 


Ca7i+U 


"2/1  1  1 


Il  faut  alors  nécessairement  que  l'on  ail  pour  l'un  des  deux  nombres  xlh  ,  oa 


tp  f  m.) 


t  : 


mais  alors  ou  bien  l'on  a  aussi,  pour  toute  fraction  S  plus  petite  que  l'unité, 
(2) 


cp(m$T) 


ou  bien  il  existe  au  moins  une  fraction  8C  plus  petite  que  l'unité  pour  laquelle 
on  ait 


(3) 


cp  (  />/,}  _  ) 


on  peut  (railleur^  reconnaître  au   mode  de  formation  des  entiers  r  ( /.  ),  y(/>) 

si   l'on  est  dans  le  premier  ou  dans  le  second  cas. 

Dans  le  premier  cas  on  dira  que  le  nombre  rationnel  -,u  ,  e>i  la  limite  de  la 

9  (  k  )                                     .  .     m  (  1  )     c;  (  2  ) 
tract  iou  -;  ■    -  ;  non  seulement   la  série    ; — r>   4 »  ■••    est  convergente,  mais 

y(/,)  y(i)       yi    >) 

elle  converge  vers  le  nombre  rationnel  qui  marque  la  limite  de  deux  intervalles 
d'équivalence. 

Dans  le  second  cas  (xa/l     . . .  t  (   , )  est    l'intervalle  d'équivalence  dan*  lequel 

sonl  situés  tous  les  nombres  '         poui   n       //'?.. 
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Si,  au  lieu  déconsidérer  une  division  déterminée  en  intervalles  d'équivalence, 
on  laisse  celle  division  indéterminée,  on  voit  donc  que  les  séries  convergentes 
de  nombres  rationnels  se  partagent  en  deux  catégories  :  les  séries  de  la  première 
catégorie  convergent  vers  un  nombre  rationnel  déterminé,  les  séries  de  la 
seconde  catégorie  ne  convergent  pas  vers  un  nombre  rationnel  mais  convergenl 
dans  un  intervalle  d'équivalence  quelle  que  soil  la  division  en  intervalles  d'équi- 
valences que  nous  avons  fixée.  Pour  ranger  une  série  convergente  «I  innée  dans 
l.i  première  ou  dans  la  seconde  catégorie  il  est  nécessaire  <!<•  pouvoir  reconnaître, 

d'après  la  formation  des  termes  successifs  -'         <\<-  cette  série  convergente,  si. 

y  (  k  ) 

pour  tout  nombre  rationnel  o  compris  entre  o  el   i,  nu  nombre  rationnel  quel 

conque  r  vérifie  la  condition 

\r^(m^)—  tp(  m$r)  ;     8t|v|h  m  h 
ou  si,  au  contraire,  pour  tout  nombre  rationnel  r,  l'inégalité 

I  r<K//i$0T)—  r< /",*,-)!     -:  -    -   - 

peut  être  vérifiée  par  un  choix  convenable  80  du  nombre  8.  C'esl  d'ailleurs» 
qui,  une  fois  déterminé,  permet,  dans  ce  second  cas,  de  fixer  l'intervalle  d'équi 
\  alence  de  la  série. 

\insi  les  séries  convergentes  de  la  seconde  catégorie  sont  caractérisées  par 
deux  inégalités  simultanées  que  nous  écrirons,  en  remplaçant  6    par  8, 

l?('>>*T) '|('0— ri"  >  v("'<ît)   <  ôt  |  4/(m^)  +(/i)  |,        n       m 
I  r<j/(m^)—  !p(m^T)|       Sx  ;  y(  m^ 

Li  première  esl    une  condition  de  convergence;  elle   montre  que  les  nombres 

'.  —.     conversent  les  uns  vers  les  autres  quand  l'entier  A  augmente.  La  seconde 

<!(/,■  ) 

esl  une  condition  <le  divergence  en  ce  sens  qu'elle  montre  que  l'on  peut,  quel 
que  soii  le  nombre  rationnel  rque  l'on  considère,  fixer  l'intervalle  d  équivali 

dans  li-tiuel  tous  les  nombres  r         tombenl  à  partir  d'une  certaine  valeur  i 

1  y  (  /.  ) 

tière  «le  /, ,  «le  manière  que  r  soil  hors  de  cel   intervalle. 

<>u  ne  sail  pas,  pour  toute  série  de  nombres  rationnels  convergents  les  uns 
vers  le^  autres,  déterminer  Sx  <!<•  manière  que  la  con  lition  de  dh  soil 

vérifiée.  Mais,  lorsqu'on  le  sait,  on  peut,  pour  toul  entier  v,  trouver  l'inli  rvallc 
d'équivalence 

...       —  (//       o,       .. 

V 


dans  lequel  les  nombres  r  '  '     conversent.  11  suffit  pour  cela  de  prendre  d'abord 

k  ) 

pour  -  un  nombre  quelconque  plus  pel  il  que      •  puis  de  déterminer  le  nom  lu 

par  l.i  condil ion  de  con> ergence 

m,  ><J,(w)      p(«)  «[»(»», ) 
el   enfin,  en  désignant    par  |"|  le  plus  cranri  cntiei   plus 


!()(> 
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rationnel  a.  d'envisager  le  nombre  entier 


vy(mx)  I 


VI ors,  ou  bien  -    -----    est  à  une  distance  plus  grande  une  x  de  chacune  dos  ex- 

i  ré  mi  lés  de  l'intervalle 


el  alors  cel  intervalle  est  l'intervalle  cherché;  ou  bien  T—        est  à  une  distance 

4/(mT) 

moindre  <|ue  t,  de  l'une  des  extrémités  de  cet  intervalle  el  alors  il  faut  déter- 
miner   8t    de    manière    que     la    condition    de    divergence    soit   vérifiée    pour 

cherché  est 


i  i  |"v  'o(  m.)'\ 

>   respectivement  pour  /•  =  — i —     -rV — V-    >  et  liniervall* 

v  L  Y(m_)  J 

i  i  I  v  r(m^)1  '        '  rvy(m^T)1 


si  ///,j.  esi  le  nombre  entier  correspondant  à  St  par  la  condition  de  convergence, 
comme  ///_  correspondait  à  t. 
En  posant  pour  abréger 

-  v  »  (  «  y 


X(v) 


on  voit  (|iie  le  nombre  entier  /(v)  ne  dépend  que  de  v  pourvu  que  n  soit  plus 
grand  que  m$_.  Les  termes  de  la  série  convergente 

convergent  d'ailleurs  dans  le  même  intervalle  d'équivalence  que  ceux  de  la  série 
proposée 


?(0        ?(a)       ?(3) 

4/(0'    ^(2)'    4,(3) 


?U) 
y(/0 


de  quelque  manière  que  l'on  ait  choisi  les  intervalles  d'équivalence.  Pour  celle 
>érie  de  nombres  qui,  dans  le  sens  de  l'équivalence,  remplace  entiëremenl 

la  série  proposée,  la  condition  de  convergence  est  simplement 

7. ( m  )        Z  (  '0 


1 
m 


pour 


n  >  ///. 


La  fonction  /  ( /.  )  de  /.  est   caractéristique  pour  la  série  des  nombres  -;  ,,    • 

y  (A) 

( î'esl  la  (li (Térence 

'/.  (  /.  J  —  X  (  A  —  «  )        (/■->,  2,  3,  ...) 

que   M.    Christoiïel   a   introduite   sous  le  nom  de   caractéristique  dans  ses  rc- 
cherches  sur  les  no  m  lues  irrationnel-,  publiées  dans  les  .  Vnnali  di  Matematica. 

Y  (  *  ) 

<  >n  peul  se  proposer  de  construire  toutes  les  séries  possibles  < le  nombres      . 
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IO" 


convergenles  dan-;  un   intervalle   d'équivalence.    Pour  en  former  tout   d'abord 

une  aussi  simple  que  possible,  désignons  par  u>v  le   plu-  petit  entier  divisible  à 

la  fois  par  1 ,  2,  3,  \,  . . . ,  v  cl  désignons  par  \  .  \ \  .  ...  des  enl  iera 

bitraircs  parmi  ceu\  qui  sans  èlre  tous  nuls  à  partir  d'un  indice  /  sans 

ôtre  non  plus  tous  donnés  par  l'égalité 

Ç     =    — I 

à  partir  d'un  indice  k  =  u,  vérifient,  pour  tout  indice  /, .  les  inégalités 

^  y.  bh 

wfc-l 
Prenons  alors  pour  y(tov)  le  nombre  entier  donné  par  la  relation 

/,  V 


ïteU^o+yi, 


*=2 

et,  lorsque  k  est  différent  de  wv,  prenons  pour  y{k)  le  nombre  entier 

r/=* 


•/(/.)  =  /./(.)-+- 


la  série  ainsi  formée 


Li 


i     ■> 


7(li     ■/.('■)      *(') 

x(0,     -   . 


ré] dra  à  la  question. 

On  obtiendra  toutes  les  autres,  en    remplaçant  i.  u  ,  w wà,  ..     par  les 

nombres  entiers  i,  12,,  £2, Î2fc,  ....  choisis  arbitrairemenl  parmi  ceux  qui 

forment  une  suite  où  chaque  terme  £2  esl  divisible  par  le  précédenl  et  où  tous 
les  nombres  entiers  soient  des  diviseurs  de  nombres  £2  de  la  suite.  s>  alors  /  . 
'/. X, ,  ...  sont  des  entiers  vérifiant  les  inégalités 


o     Zt<  --'  (A        ,,3, 


sans  que  à  partir  d'un   indice  u.  les  /,  soient    tous    nuls  ou  tous  égaux   .i  leui 
limites  supérieures  respectives 

£2, 


ci  m  l'on  pose 


cl 


n 


'. 


k  i 


12 


/M) 


/.(/.)  /./M)      , 


Y 


/,    /. 


"u   lu  - me  c>i  ,i  étendre  aux  indice-  i  ...  /. .  a  moins  que,  uoui  nw 

indice  j  avanl   /. .  ii    ne  -"il    divisible   par  k  •  auquel  cas   la   somiii)     m    » 
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jusqu  à  ccl   indice,  la  série 

X(i),       — »      ••>       ,    .    ••• 

répondra  à  la  quesl  ion. 

On  remarquera  qu'en  excluant,  comme  dans  ce  qui  précède,  les  détermina" 
tions  des  /.,  où  à  partir  d'un  indice  /.       p.  on  aurait,  pour  tous  les  indices, 


les  séries 


<> 

12 


7    -   — *-  —  i 


fr-i 


— ^  "t  \  Mfc-  I 

*J 

gui  sont  formées  par  un  nombre  fini  déterminée  de  ternies,  sont  les  seules 
à  l'aide  desquelles  on  puisse  représenter  un  nombre  rationnel. 

Minkowsky  I  //.  ).  —  Sur  le  mouvemenl  d'un  corps  solide  dans  un 
fluide  (  i  <>»)■)- 1  i  10). 

G.  Kirchhoff  et  \V.  Thomson  ont  établi  par  des  considérations  différentes  les 
équations  différentielles  du  mouvement  d'un  solide  invariable  dans  un  fluide 
homogène,  incompressible,  sans  frottement,  remplissant  tout  l'espace,  on  repos 
à  l'infini  cl  tel  qu'en  chacun  de  ses  points  il  existe  un  potentiel  univoque  des 
vitesses. 

M.  Minkowsky  a  remarqué  que,  quel  que  soit  le  solide  invariable  considère, 
dans  le  cas  particulier  où  il  n'y  a  pas  de  foi-ces  extérieures,  et  dans  le  cas  par- 
ticulier où,  le  solide  ayant  un  point  fixe,  la  seule  force  extérieure  est  la  pesan- 
teur, la  résolution  de  ces  équations  différentielles  peut  être  ramenée,  par  des 
transformations  convenables,  à  un  problème  qui  a  quelque  analogie  avec  celui 
des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde.  On  peut  alors  taire  usage  des  méthodes 
données  par  Jacobi  dans  la  XIXe  Leçon  de  ses  Vorlesungen  pour  résoudre  les 
problèmes  de  Mécanique  qui   ne  dépendent  que  de  deux,  inconnues. 

Dans  le  Mémoire  actuel,  M.  Minkowsky  n'envisage  que  le  premier  de  ces 
deux  cas  particuliers. 

Il  commence  par  caractériser  l'état  des  vitesses  d'un  solide  invariable  dans 
un  fluide,  coin  me  ceux  que  nous  avons  définis,  par  deux  segments,  tout  comme 
on  caractérise  en  Cinématique  l'état  des  vitesses  d'un  solide  invariable  dans  le 
vide  par  deux  segments  :  la  vitesse  d'un  point  arbitrairement  choisi  et  II 
vitesse  angulaire  de  rotation  autour  d'un  axe  passant  par  ce  point.  Ici  le  pre- 
mier segment  S,  est  une  vitesse  de  translation,  le  second  S,  est  l'axe  d'un  couple 
de  percussion. 

La  force  vive  totale  du  système  formé  par  le  solide  invariable  et  le  fluide 
considéré  peut  d'ailleurs, après  une  substitution  convenable,  être  mise  sous  la 
tonne  d'une  somme  de  diux  formes  quadratiques  toujours  positives  E 
et  <;  dépendant  chacune  de  trois  variables  seulement.  Les  dérivées  partielles 
respectives  de  ces  deux  formes  E  et  <i  par  rapport  aux  trois  variables  qu  elles 
contiennent  sont  précisément  les  composantes,  suivant  troisaxes  rectangulaires 
lixes  dans  le  solide  invariable,  des  deux  segments  S,  et  s  . 

M.  Minkovt  sk\  envisage  ensuite  les  états  stationnai/es  du  mouvement,  i  est 
i  dire  les  états  de   vitesses  tels   que  lorsque   le  solide  invariable  passe  par  un 
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tel  état  des  vitesses  son  mouvement    reste  indéfiniment    un   même  mouvement 
hélicoïdal.  Il   les  détermine  dans  le  cas  <>u  il  n'y  ;i  pas  de  forces  extérieures. 

Enfin,  en  s'appuyanl  sur  sa  décomposition  cinématique  de  l'étal  des  vit< 
caractérisé   par    les   deux    segments  S]  et  s,  el   sur  le  principe  d'Hamilton, 
M.  Minkowsky  obtient  une  propriété  du  mouvement  sous  la  forme  d'une  con- 
dition de  minimum  qui  doit  être  vérifiée.  C'est  cette  condition  >\<-  minimum 
qui  permet  enfin  d'appliquer  les  théorèmes  cités  <l<'  Jacobi. 

Les  équations  auxquelles  parvient  M.  Minkowsk)  caractérisent,  dans  chaque 
cas  particulier,  Je  problème  d' in  version  <l<mi  la  solution  est  ce  qui  importe  le 
plus  lorsque  l'on  veut  se  représenter  complètement  le  mouvement. 

Fuclis  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentiel  les  linéaires. 
( 1 1 1 5—  1 1 26). 


Envisageons  l'équation  différentielle  linéaire 


(-) 


diny 


d.r-"       '  '  (/./■ 


d1"    '  y 


T^T  +-•■       /"■     I 


dont  les  coefficients /?, pin  sont  des  fonctions  rationnelles  de  a:.  Soit 

(r, y  n  1 

un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  différentielle.   Il   \   .1 

manifestement 

>./>(>/>  —  1).  .  .  (  n  -4-  1  ) 

i .  2 . . .  n 


systèmes  formés  à  l'aide  de  n  de  ces  m  intégrales^, 1     .  Soit  |  1   

un  de  ces  systèmes;  à  l'aide  de  ce  système  nous  pouvons  former  v  déterminants 
dont  les  lignes  horizontales  soient  //  des   \n  lignes  horizontales 


y', 


y  . 

r'., 


.'■;,. 


v\  m     1)        v  m     1 

J  1  '    •    ■> 


I 


(2/1     l 


où  l'indice  supérieur  indique  l'ordre  de  dérivation.  D<  signons  pai   n  .  u  . 
a       ces  v  déterminants,  en  convenant  que  u    sera  le  déterminant 


y\ 


■Ul        I    '  ,      II        1 

1 


.' 


que  nous  appellerons  déterminant  principal  du  systèm 
si  maintenant,  au  lieu  du  système  l  •  ,",  >   .        .   >     1,  nous  envi* 

cessivcmcnl  les  autres  v      >  systèmes  1 es  à  l'aid    de  n  des  »  du 

système  fondamental,  et  si  nous  formons  pour  cca  -  les 

mêmes  déterminants,  nous  aurons,  en  tout,      détc nanlï       n 

par 

"    ■     "    ■ 


I  l(> 
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ceux  de  ces  déterminants  que  l'on  obticnl   en  remplaçant  clans  i/-t  successive 

m  (MU   y.,  y .»„  par  chacune  des  v  combinaisons  n  à  n  des  -i  n  intégrales  i 

y y   ,  cl  nous  Conviendrons  « I c  désigner  chaque  fois  par 

celui  des  déterminants  qui  correspond  aux  n  intégrales  y   qui  ne   paraisse  ni 
pas  dans  le  déterminant  désigné  arbitrairement  par  n.,i- 
Ceci  posé,  formons  le  déterminant 

'*  =  l'V't        (  a.  ;j-      o,  i v  —  i); 

en  s'appuyant  sur  un  théorème  do  son  Mémoire  fondamental  (Crelle,  t.  GO), 
M.  Puchs  démontre  que  l'on  a 

P  =  Ce-i/,'lrf-r, 

où  C  est  une  constante  différente  de  zéro.  Il  en  résulte  <|iic  le  déterminant  I' 
nVst  pas  identiquement  nul  et  par  suite  qu'il  n'existe  aucune  relation  homo- 
gène et    linéaire  entre   les  éléments  u0,  ut ?/.,_,  d'une   même   ligne  de  ce 

déterminant. 

dk  n 

De  plus  --.-v  est  une  fonction  linéaire  et  homogène  de  u0,  uv  ...,  wv_, 


dx 


dk  u 
dx 


T   =  4,Ao"o+  4»fci»i-+--  •  •+  ^,v-,Wv    i> 


dont  les  coefficients  ^  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Cette  équation  i 
encore  lieu  si  l'on  y  remplace  u0,  ur  ...,  av._,  par  î//o,  Wj,,  ...,  M/jV_, 
(/~o,  i,  ...,v— i);  donc  le  déterminant  principal  S  des  fonctions  «00, 
// a    .  „  est  égal  au  produit  des  doux  déterminants  I*  et 

|-;u|        (k,  l=o,  i v  —  i), 

et.  par  suite,  s'annule  et  ne  peut  s'annuler  que  si  |<|/H|  s'annule. 
Si  l'on  élimine  wt,  Ws,  ...,  Uv_t  entre  les  v  équations 

(2)  -j—    =4'ko"o+4'fc.".  +  ---+^>v-,"v-,  (/■-><    2 V), 

on  obtient  une  équation  différentielle  linéaire 

d*u.       n  d'-x  u ,  _ 


<:/j:v 


^/o," 


dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  L'équation 
d'il       _.   dv-' m  _ 

est  alors  vérifiée  pour  les  v  fonctions 


u  —-  M, 


".  • 


Si  le  déterminant    |y,,|  (/../      o,  i v—  i)  est    identiquement    nul,  u  . 

n   //         vérifient    tous  une  équation  différentielle  d!ordrc  inférieures 
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Mais  si  le  déterminant  |<|/H|  n'est  pas  identiquement  nul,  l'équation  difféi 
tielle  à  laquelle  satisfont  uM,  utn,  ....  u    ,    esl  nécessairement  d'ordre 

est  un  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation  (3). 

AI.  Fuchs  démontre  ensuite  que  si  le  déterminant  |t|/M|  (k,  /  =  o,  i v  —  i) 

est  différent  de  zéro,  on  petit  trouver  des  fonctions  rationnelles  de  x, 

telles  que  si  l'on  envisage  la  forme  quadratique 

Z==Y  Paptt(«    U  (*,  >   :      0,  I,  ...,V- 

où  les  indices  supérieurs  indiquent  toujours  l'ordre  des  dérivées,  et.  m  l'on  \ 
substitue  à  u  une  intégrale  quelconque  de  l'équation    différentielle  |      .  cette 

forme  quadratique  Z  se  réduit  au  produit  de 

par  une  constante  dont  la  valeur  dépend  de  la  valeur  initiale  de   l'intégrale  // 
considérée. 
Il  démontre  aussi  que  l'on  peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  d< 

telles  que  si  l'on  envisage  la  forme  quadratique 

Z'  =  V  Ra,p*<K  /  (a,?  =  o,i v-  , 

et  si  l'on  v  substitue  à  /  une  intégrale  quelconque  de  l'équation 

équation  qui  est  la  transformée  de  l'équation  (  >)  par  la  substitution 

u—  te    * 

cette  forme  quadratique  Z'  se  réduit  à  une  constante  dont  la  valeur  dépen 
la  valeur  initiale  de  l'intégrale  considérée. 
De  ce  dernier  théorème  on  déduit  la  relation  que  nous  rappellerons  plus  loin 

I  „;'^i'   *■'  '  •■■■ i;"- 

où  la  quantité  entre  crochets  esl  précisément  le  premier  mcmbi 
tion  (4),  et  ensuite  la  proposition  suivante  . 

Théorème  I.  -    »  Si  /  est  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  \  ]  |  el  si  l'on 
en\  isage  la  fond  ion 

M  «     . 
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qui  «  -i  linéaire  en  /  '   '  .  /  '     /.  à  coefficients  runclions  rationnelles  d<  x. 

cette  fonction  M  esl  un  multiplicateur  de  l'équation  (  \  )  ou,  autrement  dit, 
i  Comparez  Fucus,  Journal  de  Crelle,  i.  76,  p.  t83)  M  esl  une  intégrale  <!<• 
l'équation  différentielle  adjointe  à  (  'i).  » 

Formons  maintenant  les  dérivées  successives  par  rapport  à  ./•  du  multiplica- 
teur M:  eu  tenant  compte  de  l'équation  (  \  )  on  peut  les  mettre  pour  k  =  o, 
i v    - 1,  sous  la  forme 

'!"  ^ 

(lr,   =  «*o'H  aktt  +  ...+  «*,,_,/■'->, 

et   l'on  démontre  que  les  v  fonctions  M„  Ma Mv,  que  l'on  déduit  de  M  en 

\  remplaçant  /  successivement  par  les  v  éléments  tx t.t  d'un  système  fon- 
damental d'intégrales  de  l'équation  différentielle  (4)  forment  <>u  ne  forment 
p;is  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  différentielle  adjointe 
à  ( 'i  ),  suivant  que  I»'  déterminant 


'k,i 


(ky   l  0,1 V  —  l) 


n'est  pas  nul  <>u  est  nul. 

Voici  un  corollaire  de  ce  théorème  :  «  Si  le  déterminant  \«kl\  est  différent 
de  zéro,  les  multiplicateurs  de  l'équation  différentielle  adjointe  à  (  \  )  sont  des 
fonctions  linéaires  homogènes  à  coefficients  rationnels  des  intégrales  M  de  l'é- 
quation (  \  )  et    de  leurs  dérivées  par  rapport  à  x. 

(  >n  peut  se  demander  si  la  forme  quadratique  Z',  qui  se  réduit  à  une  constante 
lorsqu'on  y  substitue  à  t  une  intégrale  quelconque  de  l'équation  (4),  ne  se 
réduit  à  une  constante  que  pour  celle  substitution.  On  montre  que  7/  ne  se 
réduit  à  une  constante  que  lorsque  t  est  ou  bien  une  intégrale  d'une  équa- 
tion (i),  ou  bien  une  intégrale  d'une  équation 

M  =  o 
d'ordre  (v  —  i ). 

Si,  enfin,  l'on  examine  de  plus  près  la  forme  quadratique  Z',  on  voii  qu'en 
général   on    peut  déterminer  v   fonctions   Mk  (k  =  o,  i,  ...,v  — i)  linéaires  et 

homogènes  par  rapport  à  t  et  aux  dérivées  /',  t" tfO'--»-*)  de  t  par  rapport 

à  x  et  telles  que  l'on  ait 

(5)  2-    aUv' 

où  3*^  est  le  coefficient  de  /'''•.  c'est-à-dire  de  la  dérivée  d'ordre  (v  — i  — /.) 
de  i  par  rapport  à  x.  dans  l'expression  de  Mfc. 

On  remarquera  que  lorsque  l'on  substitue  à  /.  dans  Mfc+t,  une  intégrale  de 
l'équation   Mt  =  u.    Mt]  devient   un    multiplicateur   de   cette  équation.    Enfin 

un    a 

Ë»  ,     t     z   '  t. 

^V-S  !TV-1 

1 1  N  ii  exception,  et  X  prend  des  formes  part  iculières  différentes  de  la  forme  (5), 
lorsqu'une  ou  plusieurs  fonctions  ratio Iles  de  x 


s'annulent.  En  se  reportant  à  la  définition  de  r,.  on  voit  donc  qu'il  \  a  exception 
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lorsque  les  fonctions 

*..     M Mv_„ 

que  l'on  forme  successivement,  ne  contiennent   pas  chacune  effectivement  la 

dérivée  de  Tordre  le  plus  élevé  qu'elle  puisse  contenir. 

Fucîis  (/>.).  —  Sur  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires. 
(1273-1290). 

\oici    d'abord   1rs  théorèmes   sur  les  équation-  différentielles   linéaires  qui 
servent  de  lemmes  aux  recherches  actuelles  de  M.  Fuchs. 
Soit 

(,,ny  (/,„       , 

(o)  , >\      ,  :    .  .  .  /        )"  t=  O 

une  équation  différentielle  linéaire  du  m"""  ordre  dont  les  coefficients  /•  .  .  .    / 
sont  des  fonctions  rationnelles  de  x.  Toute  fonction  w  de  l<i  forme 

où  An,  A, Am_1  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  yW,  la  dérivée 

d'ordre  A"  de  je  par  rapport  à  .r,  vérifie  également    nue  équation   différentielle 
linéaire  d'ordre  m  ou  d'ordre   inférieur  à  m .  L'ensemble  des  équations  diffé 
rentielles  (jue  l'on  obtient  ainsi   pour  toutes   les  fonctions  w  possibles  forme 
une  classe  d'équations  différentielles. 

Si  (r,,  ...,)'„,)  est  un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  pro 
posée  et  si 

«\     v,.-v-  v.>-/-    ••■    * v¥~"     {L    '- ' 

on  ne  peut  avoir  entre  w  ,  tva,  . . . ,  wm  une  relation  linéaire  homogène  .1  coeffi 
cients  constants. 

Si  les  fonctions  rationnelles  de  xt   \  ,    V., \.„   ,  sont  arbitraires,  l'ordre 

de  l'équation  différentielle  à  laquelle  satisfait  w  n'est  pas  inférieur  .1  m.  Cette 
équation  différentielle  est  donc  précisément  du  m  •  ordre  et  l'on  peut  exprimer 
toute  intégrale  d'une  quelconque  des  équations  différentielles  faisant  partie  «le 

la  elasse  considérée  par  une  fonction  linéaire  homogène  de  iv,  n > 

dont  les  coefficients  sont  fonctions  rationnelles  de  x.  Chaque  équation  de  la 
classe  joue  doue  le  même  rôle  que  l'équation  (6)  qui  .1  servi  de  point  de  départ. 

En  se  basant  sur  les  définitions  et  théorèmes  démontn  -  par  M.  1  robenius, 
dans  le  t.  76  du  Journal  de  Crelle,  sur  la  réductibilité  et  l'irréductibilité  des 
équations  différentielles,  on  démontre  que  : 

Théorème  FI.       *  Si  l'une  des  équations  différentielles  de  la  classe  consi 
dérée   est    réductible,   toutes  les   équations   différentielles   de   la   classe 
réductibles.  El   il  j  a  parmi  les  équations  réductibles  des  équations  d'ordre 
inférieur  à  m.  » 

Si  donc  l'une  des  équ. liions  de  l,i  classe  est  irréductible,  toutes  les  1  quations 
de  la  classe  sont  irréductibles  et  toutes  sont  effectivement  d'ordre  m. 

Revenons  maintenant  aux  recherches  spéciales  de  M.  Fuchs  concernant  IV 
Bull,  des  Sciences  mat  hem.,   1*  série,  t.  XVI.  I  luillet    >s  R 
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t  ion  différent  ielle  linéaire  d'ordre  a  n 


qui  .1  fait  l'objet  de  la  Communication  précédente  à  l'Académie  et  conservons 
les  mêmes  notations  que  dans  cette  Communication. 

M.  Puchs  forme  un  système  (2)  d'équations  différentielles  linéaires  el  homo- 
gènes à  coefficients  rationnels  qui  est  vérifié  par  le  système  S0,  S,,  ....  Sv  ,  de 
fonctions  rationnelles  de  a?  qui  paraissent  comme  coefficients  de  t,  t',  .  ..,£(v-,>, 
dans  l'expression 

u(0  =  s0*  + s,  r -h... +  sv_,  *(•'-> 

du  multiplicateur  M(t)  de  l'équation  différentielle  (3)  de  la  Communication 

précédente 

<l't        „    cP-'t  D   , 

<l.r'  '  dx'~x 

il  il  démontre  que  : 

Théorème  III.  —  «  Si  le  système  (E)  admet  deux  solutions  rationnelles 

S,"  S,'  •     •         >  S, 

et 

S'       s'  s' 

o0,      o,,       .  .  .  ,      ov_ i , 

telles  qu'il  n'existe  pas  de  relation  identique  de  la  forme 

s;  *  +  s;  t'  + . . . -h  s.;.!  *<v-o  =  -y  (-s ,  t  -h  s,  *'-+ . -. .  +  sv_,  fr-  •>) 

où  y  désigne  une  quantité  indépendante  de  #,  l'équation 


i; 


dxv 


-f-  H.,  t  =  o 


est  nécessairement  réductible.  » 

Il  nous  faut  maintenant  établir  un  lemme  général  concernant  toute  équation 
différentielle  (6)  dans  laquelle  les  coefficients  r\,  ra,  . ..,  rm  dépendent  d'un 
paramètre  k  et  varient  d'une  façon  continue  avec  ce  paramètre  k.  Voici  ce 
lemme  : 

«  S'il  existe  un  système  fondamental  d'intégrales  {yv  ...,ym)de  l'équation 
différentielle  (fi)  tel  que  l'on  ait  toujours,  quel  que  soit  le  chemin  que  l'on 
fasse  parcourir  à  la  variable  ./•.  pour  a      \ ,  > ///.  des  relations  de  la  forme 


dk 


\     y     .4        \      y'    _|_.  .  .  _|_  A  Y'"1       1     . 


où  A„,   V,     ...   \,„_  ,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  .t,  les  coefficients 
des  substitutions  du  groupe  appartenant  à  cette  équation  différentielle  (6)  sont 
jsairemenl  indépendants  «lu  paramétre  k. 

Vinsi,  en  désignant,  poui  a      t,  •.      .,  m,  par  ya  ce  que  devient^  lorsque X 
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décrit  une  courbe  fermée,  on  a 

71  =  *.,.r,+  ««r., -+-•••-*-  »„.(,r„,      («  =  i,  ' m  • 

où  les  coefficients  a  sont  des  nombres  à  la  fois  indépendants  de.  a;  el  de  k. 

Réciproquement,  s'il  existe  un  système  fondamental  d'intégral 
de  l'équation  différentielle  (6)  tel  que  les  coefficients  x  des  substitutions  du 
groupe  appartenant  à  cette  équation  différentielle  (6)  soient  indépendants 
paramètre/,-,  et  si  les  intégrales  de  l'équation  différentielle  (6)  n'©nl   pas  de 
point  d'indétermination,  on  a,  quel  que  soit  le  chemin  parcouru  pai  x,  m 
lions 

-  -  "  =  A  r  -4-  A  y'  -k  . .-+-  A       y  '"  -  '  (a       i  ru 

où   \  ,   V,,  ...,  \,„  ,  désignent  des  fonctions  rationnelles  d 

Nous  avons  vu  (Bulletin,  XVt,  p.  186)  ce  que  M.  Fuchs  appelle  point  d'il 
terminât  ion  d'une  fonction.  Les  hypothèses  faites  dans  ce  théorème  réciproque 
reviennent  à  supposer  que  l'équation  différentielle  linéaire  (6)  appartient  .i  la 
classe  caractérisée  par  l'équation  (12)  du  t.  66  du  Journal  de  C relie,  p.  146. 
Remarquons  aussi  que,  si  jk,,  yt,  •>■•,}'„.  désignent  un  système  fondamental 
d'intégrales  de  l'équation  différentielle  (6),  on  déduit  des  m  relations  pn 
dentés,  les  m  relations 

à{fya)  _( *K    .   àj 


dk 


=  {fK+%)ya+fKy'a  f*     '      '  • 


où  f  désigne   une   quantité   indépendante  de  x.   El    -1  •;.■  ■         .  *""'1   des 

quantités  ne  dépendant  ni  de  x,  ni  de  /■ ,  on  déduit   des   mêmes  m  équations, 

que  l'expression 

1  1 .  '  1         .   .        1    •  ■  ■ 

vérifie  également  une  équation  de  la  même  forme, 
appliquons  ce  lemme  général  à  L'équation  différentiel! 

,/-■»  V  ,/-     1  y 

v  '  dxin       '  '  dx">   ' 

qui  est  l'objet  de  nos  recherches.  En  supposant   que  le  déterminant 
s'annule  pas,  on  voit  alors  < [ u<v  l'équation  (4) 

admet  un  système  fondamental  d'intégral  vérifiant  les  équations 

lk        "  ••      ° 

..h  iO  ,  ...,  ©,_,  désignent  des  fonctions  rationnelles  di         0     en  déduit  les 
relations 

dx>  \  dfi  '  ' 

où  les    ^  sont  des  fonctions  rationnelles  et < 
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Donc  : 
Théorème  l\  .     ■  «  si  l'on  remplace  dans  la  forme  quadratique 

+  l£>a>v    ,/  '    »    |       /   '   (-0./       ...       Ut)P)V_,^    '  )], 

formée  à  l'aide  des  coefficients  Ha  »  de  la  forme  quadratique  'A'(t)  el  des 
coefficients  (0  des  équations  précédentes,  la  variable  t  par  une  intégrale 
quelconque  de  l'équation  (4),  cette  forme   quadratique  U(t)   ne   dépend 

plus  de  x,  et  l'on  peut  choisir  le  système  fondamental  d'intégrales  !-, ; 

de  manière  qu'une  identité  de  la  forme 

H(o  =  yZ'U) 

ne  soit  vérifiée  pour  aucune  valeur  de  y  indépendante  de  x.  » 
En  appliquant  l'équation 


dx 


et  le  théorème  (I)  delà  Communication  précédente,  on  déduit  de  cette  propo- 
sition (IV)  et  du  théorème  (II),  le  théorème  très  important  que  voici  : 

Théorème  V.  — «  Lorsqu'un  système  fondamental  d'intégrales  (r, ) 

d'une  équation  différentielle 

diny  d"  «  y 

satisfait  aux  2/1  relations 


dk 
'équation 


èv 


//'/  .      tf»-«* 


<^rv  '  dx" 


M.  / 


esl  réductible,  et  par  ^uite.  l'équation 

d' u  d'   '  u  _ 

dx'  '  ûkrv_1 

esl  également  réductible.  » 

L'importance  de  ce  théorème,  dont  la  démonstration   esl  évidemment  l'objet 
principal    du   Mémoire  actuel  de  M.   Fuchs    sur    les   équations   différentielles 
linéaires,  résulte  déjà  de  ce  fait  qu'il  peut  èire  appliqué  aux  équations  différen- 
tielles linéaires  que  vérifient  les  modules  de  périodicité  îles  loue  lions  hyperellip 
tiques,  comme  nous  allons  le  démontrer. 

Soient  à  cet  effet 
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une  fonction  rationnelle  entière  de  z  et  de  x,  de  degré   t/i       i  pai  rapport 

et  g(z)  une  fonction  rationnelle  de  z  et  x  ne  devenant  infinie  que  pour  les 

racines  de  l'équation  ç  (c,  #)       o.  Posons 


.»' 


S 


du  a  alors  (Journal  de  Crelle,  t.  71,  p.  107) 

h  -In-  \ 


dx" 


\^  z1'         1) 

1     K-7-    „;|N     ■ 


6  =  0 


où  les  quantités  Kab  sont  indépendantes  de  z  et  s'expriment  rationnellement 
en  fonction  des  coefficients  de  9  et  de  g,  tandis  que  V  s)  représente  mu- 
fonction  rationnelle  de  z  ;  et  si  w  est  un  module  de  périodicité  de  l'inté- 
grale fydz,  la  fonction  iv  de  x  vérifie  en  général  une  équation  différentielle 
d'ordre  111 


(A) 


dJ"w  ,         dln    'tv 

—. \-  pAx)    , 

dx-"        *  '       7  tfj?"»-' 


/'..  !  *    ir       "• 


où  les  coefficients  p(x)  sont  des  fonctions  rationnclh  ts  de  x.  Enfin  toutes  les 
équations  différentielles  de  cette  forme  (  A )  correspondant  à  une  même  fonction 
£•(5)  font  partie  de  la  même  classe  d'équations  différentielles  -dire  que 

l'on  a  par  exemple  en  désignant  par  T)  le  module  de  périodicité  de  l'intégrale 
de  première  espèce 

dz, 


f 


où  ?.,,  ....  a„  ,  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  ./ . 


(7) 


v.  ,  / 


//' 


où  les  coefficients  .£    sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

Miiis  si  Ton  suppose  que  les  coefficients  de  - 1 '  .".  x)  el  de  pendent 

d'un  paramètre  A:  [on  peut  par  exemple  prendre  pour/,  un  séro  de  la  I 
lion  y(z,  x)]}  un  module  de  périodicité  de  l'intégrale 


/>  ./'.;;. 


dz 


vérifie  une  équation  différentielle  de  la  forme  (A)  :  donc  ce  m. ulule  <  >i  de  la 
forme  (7).   En  particulier  si  g(z)      2       it.  .  le  modale  de 

périodicité  coïncide  avec     ';  m. us,  pour  ce  choix  de  .  n  .1  >\>>n< 


d<, 

dx 


v 


où   \  ,   \( V        sont  des  fonctions  rationnelles  de  x. 

<'eite   équation   est    vérifiée  -1   l'on   j   remplace   t\  par  l'un  quclconqu< 
modules  de  périodicité  de   l'intégrale  i<  J-  lire  par   une  quel 
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des  intégrales  de  l'équal  ion 

(B>  ;;;.'  7,  *>£S  ...  ?-(»)7i=o. 

à  laquelle  se  réduit  (A)  pour  ce  choix  particulier  tic  g{z).  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

En  appliquant  à  cette  équation  (B)  le  théorème  (V),  on  voit  que  1rs  deux 
équations 

<>'f  ,.   ,        <!'   'I  .     ,     , 

3-  h  n,(*)<esq+...+  B,(«)i     o 

et 

d*u        ,,  ,        <!'   '  "  , .   , 

I',      ./•   I      ;      h.  .  .       -  P     <  X   I  //  O 

sont  réductibles.  Mais  alors,  d'après  le  théorème  (II  ),  une  au  moins  des  équatiqne 
de  la  même  (lasse  que -j—  +. .  .-h  P„(a?)  u  =  o.  est  d'ordre  inférieur  à  v; 
autrement  dit,  on  peut  trouver  des  fonctions  rationnelles  de  x 

r,<     r,.      ■..,      <?»_,, 
tilles  que 

iv  =  o0m  -4-  cp,  u'  +  . . .+  cp,,_,  H  v-'), 

vérifie  une  équation  différentielle  d'ordre  inférieur  à  v. 
Formons  maintenant  les  équations  (3)  correspondant  à  l'équation  (B);  soient 

i/r,    =  'il    "  +  iw,  +  ---+V'Mv-' 

ces  équations.  Elles  permettent  de  mettre  le  second  membre  de  (7),  et  par 
suite  w,  sous  la  forme 

ou  (|/0,  «];,,  . ..,  i^v_,  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .r.  Remplaçons  dans  le 
second  membre  de  cette  équation  u^  successivement  par 

//,,     wlX,     ....     wv_lX 
et  désignons  par 

»0i      "V      •••'      «V-ll 

les  valeurs  correspondantes  de  w.  De  ce  que  (v  vérifie  une  équation  différen- 
tielle linéaire  d'ordre  inférieur  à  v  on  peut  conclure  que  iv  .  «r, «/„•_,  sont 

nécessairement  liées  par  des  relations  de  la  forme 

y  w0     y,  »,-+...+  rv_,wv_,  =  0, 

■•u  les  coefficients  y0,  y,,  . ..,  yv_,  sont  indépendants  de  x. 

Les  conséquences  de  ce  résultat,  si  important  dans  la  théorie  des  fonctions 
hyperelliptiques,  qui  est  rattaché  ici  à  la  théorie  de  l'irréductibilité  des  équa 
tions  différentielles  linéaires,  seronl  développées  par  M.  Puchs  dans  une  Note 
ultérieure. 

Boltzmann   (L.).    —   Sur  l'équilibre   de    la   force   vive   entre   le 
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mouvement  de  translation  et  le  mouvement  de  rotation  des  mo- 
lécules gazeuses.  (i3g5-i4oi). 

En  appliquant  à   des   cas  particuliers   les  théorèmes   auxquels   Maxwell  el 
M.  Boltzmann  sont  parvenus  sur  l'équilibre  de  la  force  vive,  on   obtient 
résultats  utiles  dans  la  théorie  des  gaz.  M.  Burnside  esl  parvenu  à  un  théorème 
qui    semble  contredire  l'un   de  ces  résultats  sur   l'équilibre  de    la    force  vive 
moyenne.  M.  Boltzmann  montre,  dan-  le  Mémoire  actuel,  qu'au  conti 
cas  particuliers  considérés  par  M.  Burnside  confirment  le  théorêii 
sont  même  propres  à  le  mettre  en  pleine  lumière.  La  contradiction   appai 
repose  sur  ce  que    .M.   Burnside    néglige  des    infiniment   petits  qu'on    n'a   pas 
le  droit  de  négliger,  en  admettant  que  le  nombre  de  chocs  u'esl  p  pai 

la  position  excentrique  du  centre  de  gravité  des  molécules  considi  : 

.1.  M. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'académie  des 

Tome  CXI,  1890. 

Cels.   —   Sur  les   équations   différentielles  linéaires    ordinaires. 
(98-100). 

Soit  l'équation  linéaire 
(  E  )  z  "  —  a  z  "   '    •   l>  z  "  ■■       ...      U 

où  (t,  b /  sont  des   fonctious  de  la   variable  indépendante,  el   soient   \ 

..,  \n  11  solutions  formant  un  système  fondamental. 
Dans  le  déterminant 


".   ri     i         : 


on  considère  la  pUm%  ligne  Ç^  '  .  ;  ''     •    ...:''   et  les  n  fractions  obtenues 
prenant  successivement  pour  numérateurs  les  mineurs  de  a  correspondant  aux 
éléments  de  cette  ligne  el  pour  dénominateurs  le  déterminant  a. 

Ces  //  expressions  sont  solutions  d'une  équation  E,  d'ordre  n,  qu 
1  ■  irm.i  avec  les  coefficients  el  les  dérivées  des  coefficients  de  Péqu 

L'intégration  complète  ou  partielle  de  E,  permet   de  simplifier  Tint 
de  E.  C'est  une  généralisation  de  la  méthode  de  l'équation  adjointe  du     1  1 
grange. 

L'auteur  indique  une  méthode  d'intégration  de  l'équation  E  analogu 
qu'adonnée  Laplacc  pour  le-  équations  linéaires  aux  dérivées  part 
Becond  ordre  : 

Soient  E,  l'équation  correspondant  a  la  dernière  ligne  du  dél 
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mental  deE;  E,  l'équation  correspondant  à  la  première  ligne  du  déterminant 
fondamental  de  E,.  Que  l'on  opère  sur  Ea  comme  sur  E,,  et  ainsi  de  suite. 
On  formera  une  suite  indéfinie 

E,  E„  i: !■:.„.... 

ou 

I        :  «(">-+- a,^"-») -H..  .        l.Z      -  0. 

Si  zln  désigne  une  solution  de  Ean  et  z  une  solution  de  Eîrt,  et  z  une  solution 
de  E,  on  a 

i_  d_  j  </      i 

S       *,  dt  lt'"  dt  TZ*™' 

ec  qui  montre  que,  lorsqu'on  connaît  une  solution  de  K,„,  on  peut  en  déduire 
une  solution  de  E. 

Un  cas  intéressant  est   celui  où,   dans  la   suite  En  Ea on  retrouve   une 

équation  identique  à  E. 

Si  par  exemple  cette  équation  est  E2M,  la  suite  est  périodique,  et  l'on  peut 
intégrer  la  proposée  par  quadratures. 

Lipschitz.  —  Sur  la  combinaison  des  observations.  (i63-i66). 

Dans  une  Note  intitulée  Bestimmung  der  Genauigkeit  der  Beobachtungen 
(Œuvres,  t.  IV),  Gaussfait  remarquer  que  l'on  peut  généraliser  quelques  théo- 
rèmes de  Laplace,  qui  expriment  la  probabilité  correspondant  à  l'espérance  que 
la  somme  de  m  erreurs  d'observation  prises  positives  ou  la  somme  des  carrés 
de  m  erreurs  soit  comprise  entre  deux  limites  données. 

M.  Lipschitz  indique  une  méthode  qui  conduit  à  la  démonstration  des  théo- 
rèmes que  Gauss  avait  énoncés  simplement,  en  insistant  sur  ce  fait  qu'ils  sont 
vrais  pour  une  loi  quelconque  des  erreurs  d'observation. 

Kozlow.  —  Diagrammomètre;  auxiliaire  mécanique  pour  les 
études  des  courbes.  (166-168). 

Caspary.  —  Sur  une  nouvelle  méthode  d'exposition  de  la  théorie 
des  fonctions  thêta  et  sur  un  théorème  relatif  aux  fonctions  hv- 
perellip tiques  de  première  espèce.  (225-227). 

On  sait  que  l'on  peut,  au  moyen  des  fonctions  thêta,  représenter  les  quinze 
quantités  qui  déterminent  le  mouvement  d'un  corps  solide. 

Ce  résultat  cinématique  est  une  conséquence  de  propositions  d'analyse  très 
générales,  dont  M.  Caspary  fait  la  base  d'une  nouvelle  méthode  d'exposition  de 
la  théorie  des  fonctions  thêta. 

L'auteur  montre  que  l'on  peut,  au  moyen  des  fonctions  thêta  d'un  nombre 
quelconque  d'arguments,  former  des  expressions  précisément  égales  aux  neul 
coefficients  a,„n(m,  n  1,  2,  3)  d'un  système  orthogonal  dont  le  déterminant 
est  l'unité  positive,  et  aux  six  quantités  différentielles 


"■    ''":,       "   .'l"„;    «    "     ''"i  à,  k,   l        ^ 
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où  les  arguments  qui  entrenl  dans  les  expressions  formées  pai  les  fonctions 
thêta  restenl  quelconques. 

M.  Caspary  fait  connaître  en  outre  un  théorème  simple  qui  sert  de  fondement 
.1  l;i  théorie  des  fonctions  hyperelliptiques  de  première  escx 

<:<■>  quinze  fonctions  sonl  proportionnelles  aux  quinze  élément*  'l'un  si  tlêmt 
orthogonal. 

Poincaré.  —  Contribution  à  la  théorie  des  expériences  de  M  .  Hertz. 

(322-326). 

M.  Poincaré  signale  une  erreur  importante  dans  les  calculs  qui  ai  compagnenl 
les  expériences  de  M.  Hertz. 

Pour  calculer  la  période  de  l'excitateur  primaire,  M.  Hertz  applique  une  for- 
mule de  VV.  Thomson  relative  aux  décharges  oscillantes  d'une  bouteille  de  Leyde. 
D'après  cette  formule,  la  période  esl  égale  à 

--s  LC, 

C  élanl  la  capacité  du   condensateur  el    I.   le  coefficient  d'induction  propn    du 
lil  qui  réunil  les  deux  armatures. 
Mais,  dans  les  expériences  de   M.    Hertz,   le  condensateur  esl    remplacé  par 

deux  sphères  séparées,  il  en  résulte,  comme  le  montre  M.  Poii <■.  que  la  v< 

ritablc  période  a  pour  valeur 

7CV      1/. 

Les  expériences  ayanl  donné  dans  l'air  une  demi  longueur  d'onde  d 
il  faudrait  en  conclure,  si  le  calcul  de  M.  Poincaré  étail  rigoureux,  que  la  \i 
tesse  de  propagation  de  l'air  sérail  égale  à  celle  de  la  lumière  multipliée  pai  \ 

C'est  la  une  conclusion  contraire  à  la  théorie  de  Maxwell,  mais  qui  ne  s'im- 

pose  pas  d'ores  el  déjà,  car  dans  le  calcul  plusieurs  circonstances  sec laires 

mil  été  négligées. 

Quoi  qu'il  en  soil  de  la  valeur  de  la  théorie  tle  Maxwell.  \l .  Poincaré  a 
a  calculer  rigoureusement,  en  parlant  des  hypothèses  admises  par  le  physi 
anglais,  la  période  d'un  excitateur  de  forme  donnée,  placée  dans  une  chambre 
close  par  des  parois  conductrices  el  remplie  par  un  diélectrique. 

Dans  ces  conditions,  l'excitateur  pcul   donner  naissance  .i  des  vibrations  di 
même  phase,  niais  de  périodes  différentes  qui  doivenl  satisfaire  à  certaines  in< 
galités  se  prèlanl  sans  doute  à  une  vérification  i  vpérimcnlalc 

Quictuct .        Kssai  d  une  théorie  conccrnanl  un*'  classe  nombreuse 
il  annuités  viagères  sur  plusieurs  tètes  el  exposition  'I  une  n 
thode  propre  à  les  formuler  rapidement.      !  ,_      j 

Ceriaines  annuités  viagères  sur  plusieurs  tel 

peuvent  faire  l'objel  d'une   théorie  d'ensemble   qi nduil   l'aulei  tillal 

suivant  : 

I    ne    renie    de      simple      >III\I\.IIMT    es|      nue     I I Iine.ii: 

diverses  annuités  viagères  de  •     payables  peuda ni  I  «  \ 

les  têtes  considérées  el    pendant    Icm    i  visl<  i n luns    !■     diffi  - 

groupes  qu'elles  fonnenl  deux    i  deux,  trois  à  trois,  cl( 

Bull,  des  Sciences  mat hém.f  •    série    t.  XVI       \ 
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M.  Quiquet  indique  la  marche  à  suivre  lorsqu'on  cherche  lu  formule  d'une 
rente  de  simple  survivance  dont  un  énoncé  particulier  fixe  les  conditions. 

Lecornu,         Sur  une  propriété  <l<is  systèmes  de  forces  <|in  ad- 
mettent un  potentiel.  (  3< p- ."><)-  >. 

Étant  donné  un  volume  dont  le>  moments  d'inertie  principaux  sont  égaux, 
pour  que  1rs  forces  appliquées  aux  éléments  de  ce  volume  admettent  une  ré- 
sultante  unique  passant  par  le  contre  de  gravité,  il  faut  el  il  suf'lit  que  cei 
forces  dérivent  d'un  potentiel. 

Cayley.  —  Sur  L'équation   modulaire  pour  la  transformation  de 

l'ordre  deux.  (  Hy-44<))- 
L'équation  en  //,  w  si  l'on  écrit  x  à  la  place  de  u  el  y  à  la  place  de  v,  devient 

i  %\-,J  --(  ?r>.ru       ■>.■>.  x3)yu-\-  \\x{'  yw-\   (  88a?9  +  tix)  y--\- 1  65;  r\r" 

(m        <       -+- \.V2xi y  -+■  ( —  44 #10-+-  \f\x- )y" —  >  •'  '  r  .>':  —  i65a?'y4 

f        -h( —  2:?^" — 88a?3)y3 —  1  '|.r\i,,-f-( -nx"--  iix)y  —  j?,!—  o. 

Si,  pour  abréger,  l'on  pose 


in 


S 


et  que  l'on  fasse  dans  l'équation  y  =  mx,  puis  a:2  =  m/>,  on  constate  que  les 
coefficients  des  termes  en  p  ne  contiennent  que  les  puissances  m21,  m17,  m'\ 
m9,  ms,  /n<  de  m,  c'est-à-dire  se  réduisent  à  des  multiples  de  m  ;  l'équation 
devient  ainsi,  après  suppression  du  facteur  — 8/w, 

'i/V—  1  ip%—  np7  -h  22jo6+  4i/>5+  2?p<—  1 i/;1  —  1 1/>'  +  \  ==  o, 
ce  que  l'on  peut  écrire 

(  2/r+  3jd  +  a  )-(/>'"'  —  3/>3      :>./)*  —  />3H-  ip*—  Zp  -4-1)  =  o, 
La  droite  v       ///  ./•  a  donc  avec  la  courbe  quatre  intersections  doubles 

p  =      ( —  3  ±  isj'-j),         c'est-à-dire         5s2  =  — —  (—  3  ±  i  {/']). 
I  4  v  2 

On    arrive   au  même  résultat   en  considérant  le   déterminant   L>  de  l'équation 
modulaire  sous  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  Hermite 


D  =  x"(x —  a?»)10  (16  a?"       .h.'"      i6y(x** —  3oi  960a; 


')'• 


On  voit  ainsi  que  la  courbe  a  quatre-vingts  pi  uni-  don  Ides,  dont  seize,  donnés 

par  l'équation 

io./- '    -   ;  1  ./ ■•       m,       0, 

s,, ni .  quai  1  e  ;i  quai  1  e,  sur  les  droites 


1       /                      1       / 
—  y .r. 


1  H   / 

y  ■'■■      y 


\—lX 
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Picard.  —  Sur  la  détermination  des  intégrales  de  i  ertaines  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  |  (87-49 

M.  Picard  a  élabli  antérieurement   les  propriétés  des  équations 

,  v  t  <>' a         „    à2u         ,.  <i  a         .    'in  nu 

ii)  A  —    +  >I5  •  +G-  •  I)        +  2E  Vu 

'  <)./■■  dx  dy  dy*  dx 

dont  les  coefficients  dépendent  seulemenl  de  x  el  y.  % 

Une  intégrale  de  cette  équation,  continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles 
deux  premiers  ordres  à  l'intérieur  d'un  contour  Fermé     tracé  dan-  la  région  du 
plan  où  B3 — A.C  est  négatif),  <m  déterminée  par  ses  valeurs  sui  tour, 

pourvu  que  celui-ci  soit  suffisamment  petit. 

L'auteur  fait  maintenant   un   pas  de  plus  :  si  l'équation  ne    renferme  p.is  de 
terme  eu   u  {V  =  o),  on  n'a  plus  à  se  préoccuper  des  dimensions  du  contour  : 
dans  la  région  du  plan  où  I'*3—  \C  esl  négatif,  il  n'j  a  qu'une  intégrale, 
linue  ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  qui  prenne  sur  un  con- 
tour fermé  une  succession  de  valeur  données. 

On  parvient  à  ce  résultai  en  faisant  voir  que  toute  intégrale  ne  pourra  : 
séder  ni  maximum  ni  minimum. 

Il  est   possible  d'exprimer  cette   intégrale   unique.  D'après  les  recherches  de 
M.  Picard,  on  sait  la  irouver  si  le  contour  est  suffisamment  petit.  Pour  1 
à   un    contour   quelconque,    il    n'y    a    qu'à    appliquer    le    procédé    al  terni 
M.  Schwartz,  qui  peut  être  étendu  à  l'équation  (1)  privée  de  terme  en  m. 

Si  le  terme  en  m  existe,  on  peut  établir  un  résultat  très  général  qui  comprend 
le  précédent  comme  cas  particulier  : 

Dans  la  région  du   plan  où  B1       \i.  est  négatif  (et  où    \  el  C  sont   par  con 
séquent   de   même  signe),  si  le  coefficient    F  esl   de  signi    contraire  à   V 
une  intégrale  sera  complètement  déterminée  par  ses  valeurs  le  long  d  un 
tour  fermé  quelconque. 

Pour  trouver  cette  intégrale,  on  peut  encore  .i\<'r  succès  employer  le  pro 
de  Schwartz. 

Spctrre  (//'')•  —  Sur  le  mouvemenl  «lu  pendule  de  Foucault. 
ip8). 

Le  pendule  de  Foucault  décrivant  non  un  plan,  mais  uni 
le  plan   d'oscillation  n'existe  pas  à   proprement    parler;   mais  on   peut  api 
l>l<in  d'oscillation  un  plan  qui  tourne  d  un  mouvement  uniformi   pendant  une 
oscillation  autour  de  la   verticale  avec  une  vitesse  angulaire  df   l'ordre  de  la 
rotation  de  la  Terre  <•>  el  de   telle  façon  que  le  pendule  1    trouve  dans  ce  plan 
au  commencement  el  à  la  fin  de  l'oscillation  considéi 

Le  pi. m  d'oscillation  étant  ainsi  défini,  si  l'on   désigin 
initial,  par       l'azimul  du  point  de  départ,  par  /•  la  latitude  du  - 

DOSC 

//  M    s|||  X,  "I 

»  »  1 1  .1.  dans  le  vide,  pour  la  vitesse  de  rotati In  plan  d'oscillation 
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Cette  \ite>s*  de  rotation  ne  peul  être  affectée  d'une  façon  appréciable  par  lei 
causes  perturbatrices  secondaires  qui  agissent  sur  le  mouvement  du  pendule. 

Dans  le  cas  du  pendule  de  Foucault,  la  résistance  de  l'air  a  une  influence  in 
directe  sur  la  vitesse  de   rotation   du   plan   d'oscillation  :    i°  en  diminuant   l<^ 
amplitudes;  2°  en  déformant  la  courbe  décrite  par  le  pendule. 


Schoute* 
5oi). 


Sur  les  figures  planes  directement  semblables.  (4<)<h 


Dans  un  plan  qui  contient  deux  figures  directement  semblables,  on  construit 
sur  le  segment  A,  A,  de  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  A,  et  A2  de 
i  et  I",  comme  base  un  triangle  A,  A  V,  directement  semblable  à  un  triangle 
donné  BJUV  Si  les  points  A,  el  A,  décrivent  les  figures  données  F,  et  F2,  le 
troisième  sommet  V  décrit  une  troisième  figure  F3  directement  semblable  à  F, 
el  F,  et  les  trois  figures  admettent  deux  à  deux  le  même  point  double  Q. 

De  ce  théorème  général  découlent  comme  cas  particuliers  beaucoup  d'autres 
en  apparence  plus  compliqués. 

L'un  d'eux  est  susceptible  d'une  extension  importante  qui  excède  les  consé- 
quences directes  du  théorème  général;  la  voici  : 

Dans  le  plan  des  deux  figures  directement  semblables  F,  et  F2  et  des  points 
i  >_  et  I!,,  il  existe  encore  une  figure  F  directement  semblable  à  F,  et  Fa  et  un 
point  S„,  de  manière  que  le  lieu  du  point  P  divisant  dans  le  rapport  donné  u 
le  segment  I  *  1  i  * .  de  la  droite  qui  joint  la  projection  P,  de  Q,  sur  la  tangente  /, 
de  la  courbe  C,  de  F  à  la  projection  Pa  de  !!_,  sur  la  droite  homologue  ta  de  F, 
soit  la  podaire  de  la  courbe  homologue  C^  de  F,A  par  rapport  à  S  .  Si  ;jl  varie, 
le  point  S  décrit  une  cubique  circulaire  et  unicursale,  et  les  points  de  F, 
et  F  ,  homologues  «les  points  Sa  des  ûgures  F  ,  parcourent  les  arcs  de  cercle 
décrits  sur  Q,R,  et  Q2Ra  comme  cordes  et  capables  de  l'angle  des  figures  F, 
et  F,  formé  par  (  >,  l!,  et  Q3R,. 

Petot.  —  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  (52  ! 

Soient  (.  et  '■'  une  équation  de  La  pi  a  ce  et  son  adjointe 


(  G  ) 


Ô   a  «Va         ,  '/a 

- \-  a h  b  —  H-  C'A         o. 

,)u  OV  il  H  il\' 


d'u. 

il//  <yv 


du.       ,  du. 

a        —  h    • 
Ou  Ov 


f        da       db  , 


<ni       dv)' 


Quand  on  connaît  l'intégrale  générale  de  l'une  de  ces  deux  équations,  on  sait 
i  h  déduire  celle  de  l'autre. 

I  i.iii-,  le  cas  où  G  répond  au  système  conjugué  formé  par  les  lignes  de  cour- 
bure  d'une  surface,  l'auteur  fait  voir  que,  s, m-  connaître  l'intégrale  générale, 
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on   peut  immédiatement   d'une  solution  particulière  quelconque  déduire  une 
solution  correspondante  <1<-  l'adjointe  el  inversement. 
En  effet,  si  l'on  suppose  que  l'équation  |  G  )  admette  quatre  solutions  '/. 

X,,  a.  lices  par  la  relation 

à  chaque  solution  a  de  <i  en  correspond  une  de  G1  donnée  par  la  formule 

1    A  '  dZ'  dZF'  d7'   dï)*> 

où  f  est  fonction  de  //  et  de  v  dont  la  détermination  exige  seulemi  ni  

iliiiturc. 
Inversement,  pour  passer  de  ;j.  à  a.  on  a  la  formule 

//:=  l 

Ce  théorème  conduil  au  résultat  suivant  : 

Quand  le  système  sphérique  (u,  v)  est  isotherme,  l'équation 

f>)v         d  \ogq  da        d  1"-/',  d\ 
<)//  dv  dv      du  du       dv 

qui  lui  correspond,  a  ses  invariants  égaux  el  admet  la  transformation  infini 
maie 

#   d         d 
()k       au  <h- 

Resal.  —  Etude  du  mouvement  il'un  double  cône  paraissanl  i 
monter,  quoique  descendant,  sur  un  plan  incliné.     548  >53 

Théorie  d'un  vieil  instrument  dont  il  existe  deux 
■  les  arts  et  métiers  et  qui,  depuis  l'abbé    Nollcl    n'est   mentionné  dai 
aucun  oii\  rage  <lc  Physique. 

«  <'.ci  instrument,  dit   M.  Resal,  jouit  cependant   au   point   de  vu.    m< 
•  le  propriétés  intéressantes  dont  l'étude  élargit   notablement  I 
treint  des  problèmes  relatifs  au  roulement  des  solid< 

Le  plan  incliné  est  déterminé  par  deux  guides  d 
assemblés  <lc  manière  à  former  un  angle  dont  le  sommi 
su  m  également  inclinés  sur  l'horizon  el  leurs  faces  latérales  i 

deux  cônes  qui  constituent  le  solide  sont  identiqui      I  mplil 

certaines  conditions  el  qu'on   le  place  sur  le  plan    incliné  d 
équateur  coïncide  avec  le   plan   vert  ical  de  la   i 
s'élève  en  s',i|i|m\ .mi  mu   [es  arêtes  extérieures  el  inl 

Lelieuvrc.        Sur  certaines  classes  de  surfaces    I   >()H    >(><) 

Mans  un,'  \,,ie  précédente  i  décembre  18S0J    M    I 
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de  déterminer  analytiquemenl  1rs  surfaces  engendrées  par  des  lignes  planes  uni- 
cursales  l  que  leurs  conjuguées  divisent  ho  mo  graphiquement  eo  entendant 
par  là  que  l'équation  différentielle  de  ces  conjuguées  est,  relativement  au  para- 
mètre u,  à  l'aide  duquel  les  coord iées  de  tout  point  de  I    sonl  exprimées  ra 

tionnellement,  une  équation  de  Riccati. 

Voici  maintenant  les  conditions  géométriques  correspondantes  imposées  aux 
lignes  l  :  M  désignera  un  point  quelconque  d'une  ligne  l  ,  <',  la  caractéristique 
du  plan  «le  i  . 

i"  Le  point  M  n'est  pas  sur  C.  Si  en  ce  point  il  j  a  une  inflexion,  la  tangente 
en  M  à  la  ligne  b  <l<>it  engendrer  une  développante  quand  t  varie. 

2°  M  est  sur  C.  Alors  deux  cas  —  < ►  1 1 1  à  distinguer  :  I.  La  tangente  en  .M  à  U 
n'est  pas  la  caractéristique  ;  si  M  est  un  point  ordinaire  (avec  ou  sans  inflexion), 
il  doit  engendrer,  quand  /  varie,  une  enveloppe  des  lignes  U;  si  .M  est  un  re- 
broussement,  il  doit  rester  fixe. —  II.  La  tangente  en  M  est  la  caractéristique: 
le  point  M  devra  être  ordinaire,  sans  inflexion,  et  décrire  l'arête  de  rebrousse- 
inent  enveloppe  de  C  à  moins  que  la  caractéristique  ne  soit  fixe,  auquel  cas  le 
point,  s'il  est  ordinaire  avec  ou  sans  inflexion,  ne  sera  assujetti  à  aucune  autre 
condition,  et,  s'il  est  de  rebroussement,  devra  rester  fixe. 

La  méthode  par  laquelle  M.  Lelieuvre  parvient  à  ces  résultats  s'applique  a 
d'autres  questions  analogues,  telles  que  eelles-ei  : 

Déterminer  les  familles  de  lignes  unicursales  planes  U  qui  sont  divisées  bo- 
mographiquement  par  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Ce  problème  se  ramène  immédiatement  à  celui  dans  lequel  toutes  les  lignes  L) 
restent  dans  le  même  plan.  Ce  système  plan  est  alors  soumis  à  des  conditions 
simples  qui  permettent  de  construire  sans  intégration  les  surfaces  engendrées 
par  des  lignes  l    polissant  de  la  propriété  en  question. 

Liouville  (/^.).  —  Sur  les  développements  en  série  des  intégrales 
de  certaines  équations  différentielles.  (097-600). 

Les  équations  différentielles  qu'envisage  M.  IL  Liouville  sont  réductibles  à  la 

forme 

dy 

(')  -7 — !-<7wr3+  •'«, J'3H-  3a3y  -f-  ft.-\-  aiy~i-\-  a6y-"-\-. . .—  0, 

où  les  coefficients  a„  aa,  ...,  fonctions  quelconques  de  x.  sont  en  nombre  li- 
mité. 

L'auteur  étudie  la  forme  des  intégrales  autour  des  points  où  ces  intégrales 
deviennent  infinies,  sans  que  toutefois  les  coefficients  a„  a2,  ...  offrent  aucune 
singularité. 

Près  d'un  pareil  point  ,r  ,  les  intégrales  qui  cessent  d'être  Unies  sont  données 
en  général  par  la  série 

_   I  1  i 

h(x—  x0)   '  +  ht+  hÀ(x  —  x,y-~  hs(x  —  x0 )'-K... 

Si  l'on  multiplie  cette  série  par  une  série  convergente  X  procédant  suivant  les 
puissances  de   /        r   le  produit    1  ) y  vérifie  une  équation  semblable  à  la 
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proposée  et  les  déterminants 

//. 


i  )■ 


A    =- 


h 


h     K 
h      h 

h.      o 


jouent  le  rôle  d'invariants  relatifs  pour  la  transformation  j'C       /.  i  . 

Les  produits  A  a,  v  sont  ;i n -- i  des  invariants  relatifs  poui  les  change- 
ments de  \  ariable  x. 

Mannheim.  —  Sur  le  déplacemenl  d'un  double  cône. 

Remarques   suggérées   à    M.    Mannheim    qar   la    Communication    récente  de 
M.  Resal  sur  le  mouvement  du  solide  formé  par  deux  canes  de  révolution 
accolés  par  la   base  et  reposant  sur  deux  droites  symétriquement   placées  par 
rapport  à   celte  hase  commune. 

Le  déplacement  du  double  cône  s'obtient  en  lianl  ce  corps  .1  un  cylindre 
dont  les  génératrices  sont  horizontales  el  dont  la  section  droite  est  une  spirale 
logarithmique  cylindrique  qui  roule  sur  le  plan  des  directrices. 

Le  lieu  des  points  de  contact  de  l'un  des  cônes  avec  la  directrice  sur  laquelle 
il  pose  est  une  loxodromie. 

Sur  le  cylindre  mobile,  celle  courbe  est   une  hélice. 

Appell.  —  Sur  les  fonctions  périodiques  de  deux  variables. 
638). 

Cette  Note  est  extraite  d'un  Mémoire  étendu   qui  contient   la  démonstration 

directe  de  ce  théorème  énoncé  par  Kiemann  : 

«  Toute  fonction  de  deux  variables  à  quatre  paires  de  périodes,  qui  se  corn 
porte  à  distance  finie   connue   une  fraction   rationnelle,  peul  être  exprin 
l'aida  des  fonctions  6  de  deux  variables  indépendant* 

MM.  Picard  et  Poincaré  avaient  déjà  donné  de  •  e  théorème  une  démonslral ion 
fondée  sur  la  considération  d'intégrales  de  différentielles  totales  el  sur  la  tl* 
des  intégrales  abéliennes. 

M.  Vppell  indique  quelques  résultats  nouveaux  relatifs  .nix  t lions  de  deux 

variables  avec  deux  paires  de  périodes. 

Une  fonction  /(x,  y),  admettant   les  deux  paires  de  péri< 
(o,  -2-1)  et  n'ayant   p;i->  de  singularités  essentielles  .1  distance  finie,  peut 
jours  être  mise  sous  la  forme 


/(•'. 


-  el  y  désignant   deux  fonctions  entières  ne  s'annulanl  simultanément  qu 

points  d'indétermination   de    /'1  ./•.    1    ici    vérifiant    le-   deux    relation! 
-{.r  net,  J  .   ),  t?,  .' 

v(.r  \    •-/.  .  l       1)  !  /•.  .   »,  r,  1 


011   11   i|esi- n,-   11 11   i-iil  ni 
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Les  fond  ions 

«|.(.r.  y  \      ,,./-..»  |8  't./-..»-).         V(a?,j  »      i|/(ar,  .»  )0  "(./•..>•)  (/j 

<>ii  bien 

«l»(.r.  r)       r(.r,  .r)0"(— .r,  .)-).        ll"  (.r,  ,r  )  -  4  (.r.  .r  )  0"  (      x,  y)         (n      o) 

sont  des  fonctions  entières  admeLtanl  le£  deux  paires  de  périodes  ('-/,<>)  el 
(o,  2Tti)el  par  conséquent  développables  en  séries  de  Fourier  :  on  arrive  ;iiu>i 
à  une  expression 

«!»(./-,  y  ) 


(O 


/(*,r) 


M-(./-..r  | 


des  fonctions  de  deux  variables  avec  deux  paires  de  périodes  analogue  à  celle 
des  fonctions  d'une  variable  avec  une  période,  avec  cette  différence   que  l'ei 
pression  (i)  n'est  p;is  irréductible. 

Jamet.  —  Sur  un  cas  particulier  <l<'  l'équation  <lc   Lamé.  (638- 
L'équal  ion  di fièrent  ielle 

^==U *•"■*-  -<-)*■ 

à  laquelle  Lamé  a  été  conduil  «la  n  s  le  problème  de  l'équilibre  de  température 
de  l'ellipsoïde,  admet  l'intégrale  générale 


• 


C  —  tp        G  —  ip  .     < .  —  es 

-n  '  eu (In 7—L 

2  2  r/ 


A.+  15  si. 


Cl- 


ou le-  constantes   \.  B  sont  arbitraires  el  où  C  est  déterminé  par  la  formule 


r  dt  r  cit 

.  (    \  i  i.-P){i-kW)  +JX    s;\i-t>){i-k*t<) 

Padé.  —  Sur  l.i  représenlatioo  approchée  dune  fonction  par  des 
fractions  rationnelles.  (  6-  \-6-()  ). 

Étant  donnée  une  fonction  liolomorphe  continue  dans  le  voisinage  de  l'ori- 
gine (où  eUe  ne  s'annule  pas),  parmi  toutes  les  fractions  rationnelles  irréduc- 
tibles dont  les  termes  ont  des  degrés  r^m\  au  plus  à  p  pour  le  numérateur,  •• 
q  pour  le  dénominateur,  il  \  en  aura  une  qui  représente  l;i  fraction  avec  uni' 
iippioxim.it ion  dont  l'ordre  est  plus  grand  quecelui  de  l'approximation  fournie 
par  l'une  quelconque  des  a  ul  res. 

\  chaque  couple  de  nombres  (/?,  q  i  i  orrespond  ainsi  une  frael  ion  rationnelle 
approchée;  ces  fractions  peuvent  donc  être  écrites  dans  les  cases  d'un  Tableau 
,i  double  entrée. 

Dès  qu'une  fra<  tion  rationnelle  irréductible  diffère  de  la  fonction  d'un  infini- 
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ment  petit  dont  Tordre  est  supérieur  .1  la  somme  des  degrés  d<    ses  termes,  'll<- 
figure  dans  le  Tableau.  Elle  y  remplit  imites  les  cases  d'un  carré  dont  le 
comporte  un  nombre  de  cases  égal  à  la  différence  entre  l'ordre  de  l'approxiraa 
lion  fournie  par  la  fraction  el  la  somme  des  degrés  d<-  ses  termes. 

Quand  celle  différence  esl    égale  à  1.   la   fraction   esl    normale.   Pour  que  le 
Tableau  soii  uniquement  composé  de  fractions  normales,  il  faut  el  il  suffit  que 
tous  les  déterminants  orthosymétriques,  formés  au  moyen  des  coefficients  -u<- 
ccssifs  de  la  série  par  laquelle  la  fonction   peul  être  représi  1  ienl  diffé- 

rents de  zéro. 

M.  Padé  enseigne  la  manière  de  trouver  dans  le  Tableau  les  fonctions  1  ontinm  - 
simples  (c'est-à-dire  dont  les  numérateurs  partiels  sonl  des  monômes  en 
les  fractions  continues  régulières  (c'est-à-dire  le>  fractions  continues  simples 
dont  tous  les  numérateurs  partiels  ont  le  même  degré,  ainsi  que  tous  les  déno 
minuteurs  partiels). 

l\of)b.  —  Sur  un  théorème  de  M.  Picard.  (726-^  i8  I. 

M.  Picard  ;i  montré  que  l'équation  linéaire  aux  dérivées  partielles 

<V  z        <Yz  .  dz  dz 

h t-art- h  2  e  :  — h/c=o 

0xJ       dy*  <>,r  ay 

ne   peut  admettre  (\va\\    intégrales  uniformes  et  continues  dans    l'aire   limitée 

par  un  contour  fermé  C  ci  prenant  sur  (!  la  même  valeur,  pourvu  que  c 1 

tour  soit  suffisamment  petit. 

Soi  tu  la  différence  des  (\v\i\  intégrales;  <>n  aura,  en  remplai  anl  c  par  //  dans 
l'équation,  multipliant  par//  dx  dy  ci  intégrant  par  partie 

M.  kobb  montre  que,  m  l'on  considère  une  intégrale  iv  '!<•  l'équation 

d*w       à'w  .  i>'l       de        .  > 

,).,-         .{1  '  dx       dy 

telle  <|ue  la  courbe  iv       0,  la  forme  quadratique  qui  figure  entre  cro<  lu  ts 

l'intégrale  double  pourra  être  remplacée  par  une  forme  définie  qu I  le  point 

1  ./•.  y)  sera  à  l'intérieur  de  cette  courbe. 

Dans    l'intérieur   de    la    courbe  w      0  il   ne    peul    exister  une  autre  «  ■  •»!  1 1 " 
fermée  (v,      0. 

La   Waestra.  —  Généralisation  d'un  théorème  d  Vbel.    ~s  1 

l  ne  série  convergente  ne  peul  pas  sa  convergence  lorsqu'on  en  mulliplii 

tenues   u}  // par    «les    nombres    ,,  t    ,, tels    que    eli.i.nu     .. 

constamment  supérieur  ou   constai ml  inféricui   a  la   moyenne  arithmétique 

de  tous  ceux  qui  le  précèdent,  pourvu  que  nu„  tende  vers  une  limili   i •  •  t  -•  j n <   n 
croit  indéfiniment. 

Plus  généralement,  pour  que  la   vergence  subsiste,  il  suffit  que   les   ' 

tiplicaleurs  a,  a  ,     ..  soienl  tels  que  les  rapports 

ii  'i ,      a  u         . .      a   u 
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aillent  constamment  en  décroissant  ou  en  croissant  (huit  en  restant  iini>),  les 
coefficients  ;>  étant  choisis  *  !  *  •  telle  sorte  que  les  expressions 

(:v<  ^    •••  :  :j„)  ~— 
\r„  ■+-  • 

tendent  vers  une  limite  ou  du  moins  oscillent  dans  un  intervalle  Uni. 

Mannheim.  —  Sur  un  nouveau  mode  de  déplacement  d'un  douhlc 
cône.  (8 1  7-8  1  ()). 

Le  déplacement  d'un  double  cône  sur  deux  Indices  qui  sont  tracées  sur  un 
cylindre  de  révolution  perpendiculaire  au  plan  de  la  hase  des  cônes  et  qui  sont 
symétriques  par  rapport  à  ce  plan  s'obtient,  en  liant  ce  double  cône  à  un  cylindre 
dont  la  section  droite  est  une  spirale  logarithmique  et  qui  roule  sur  le  cylindre 
de  révolution  de  façon  que  les  génératrices  viennent  successivement  coïncider 
avec  celles  de  ce  cylindre. 

M.  Mannheim  obtient  ce  résultat  en  s'appuyant  sur  ce  théorème  :  «  La  courbe 
qu'il  faut  faire  rouler  sur  un  cercle  pour  qu'un  point  de  son  plan  décrive  une 
développante  d'un  cercle  concentrique  à  celui-là  est  une  spirale  logarithmique  ». 

Sylvester.  —  Preuve  que  it  ne  peut  pas  èlre  racine  d'une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  entiers.  (8^)6-87  1  ). 

Dautheville.   —  Sur  une  transformation    du   mouvement.   (877- 

878). 

Étant  données  les  équations  de  La  grange 


dt\dq'J       dqi 

où  T  e>t  une  forme  quadratique  de  q'  avec  des  coefficients  fonctions  des  q,  et 
(•il  les  o  dépendent  seulement  des  q,  trouver  les  transformations 

'V-/,(^    •••).         'Il,       M?.,   ..-)dt, 
qui  transforment  ces  équations  en  d'autres  de  la  forme 

dt,\àr,J      Or, 

où   S  désigne  une  forme  quadratique  de  /•'  avec  des  coefficients  fonctions  de  r 
el  où  les  \\  dépendent  seulement  de  /•. 

Ce  problème,  posé  par  M.  Appell,  est  (si  l'on  se  borne  au  cas  du  mouvement 
d'un  point  sur  une  surface)  identique  à  celui  de  la  représentation  géodésique 
d'u  ne  surface  sur  l'aul  re. 

Si  l'une  des  surfaces  est   un  plan,  on  peut  obtenir  explicitement  les  transfoi 
mations  cherchées,  en    s'aidant    des  formules  que  donne   M.   Darboux  dans  -.1 
Théorie  <l'^  surfaces  au  Chapitre  qui    traite  du  problème  de  Dini  relatif  à  bi 
repi  ésenl  al géodésique. 
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Ce/s.  —  Sur  une  clnss<*  d'équations  différentielles.  (8^9-881  , 

L'auteur  applique  la  méthode  qu'il  a  indiquée  précédemment  [Comptes  1  endus, 
t.  CXI)  aux  équations 

il"    -  /I"       '     " 

a   &         ,   ci       z 

(  E  )  a  -. h  b  -, h  .  .  .       1  =  0, 

v      '  dx"  dxn    ' 

où  af  b,  ...  sont   des  polynômes  en  x  de  degré  n.  n —  1 el   qui  &onl  des 

généralisations  (Je  l'équation  hypergéomélrique. 

Le  succès  de  la  méthode  tient  à  ce  que  toutes  les  équations  de  la  -mi<  de 
M.  Cels  ont  la  même  forme  que  (E). 

La  méthode  amène  à  former  une  équation  algébrique 

(  (      ,)»  />(P+j)---</>  '-//-■) 

(0  } 

(   +<-""-— -(irrrh — J +•••+<= 

qui  joue  un  rôle  prépondérant  dans  l'intégration  de  (E).  La  considération  de 
l'équation  (1)  permet  de  reconnaître  si  (E)  a  s<m   intégrale  générale   uniforme 
dans  tout  le  plan,  et  alors  la  méthode  de  M.  Cels  permet  de  trouver  celle  inté 
grale. 

Dans  le  ras  particulier  où  toutes  les  intégrales  de  l'équation  (E)  sont  régu- 
lières autour  du  point  critique  x,  l'équation  (1)  est  l'équation  déterminante  re 
lative  à  ce  point.  Mais  dans  tous  les  cas,  à  la  plus  petite  racine  positive  entière 7» 
de  (1)  correspond,  pour  l'adjointe  de  La  grange  de  la  proposée,  nue  solution  qui 
est  un  polynôme  de  degré  a  —  i;  a  la  plus  pel  ile  racine  négative  entière  1  en  valeur 
absolue)  — u.  correspond  une  solution  de  la  proposée  qui  esl  un  polynôme  de 
degré  ;j.. 

Voici  à  quels  résultats  conduisent  ces  considérations  appliquées  à  l'équation 

|  xn—X"-  ')  -i   -H   (  \.c"   '  —  Bxn    J  j  '.   —  -+-...-r(  Lx—  M  |  '/         N 
'  dx"  dx"   '  dx 

déjà  étudiée  par  M.  Coursai . 

Si  a,,  a, an  sont   les   racines  de   l'équation   déterminante  du  po'in 

changées  de  signe  el   rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante;  si  /',.  6, 

bn  ,  sont   les  racines  du   point  critique  o  rangées  aussi  par  ordre  de  grandeur 

hissante  :  pour  que  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  M.  Goursat  soil  uni 

forme  dans  tout  le  plan,  il  faut  el  il  suffit  que  les  a  soient  «les  entiers  diiïén  ni> 

ainsi  que  les  h  ;  de  plus  b.  doit  être  conquis  enlre  dt   el  a  ,  h    entre  <i    ■  I    fl  . 

Humbcrt.         Sur  1rs  normales  aux  qtiadl'iques.  I  l)(i  i  1)6  i 

M.  Il  n  m  be  ci  signale  de  nombreuses  propriétés  des  \  ingl  huit  tangentes  doubles» 
qu'on  peul  mener  d  un  point  M  à  la  surface  lieu  des  centres  de  courbure  d  une 
quadrique,  propriétés  dont  nous  nous  contenterons  de  citer  quelque*  unes 

On  sait  que  les  vingt-huil  tangentes  doubles  se  répartisscnl  en  quatre  clas? 

i"   Les  six  normales   \    menées  de   M   a   la   quadrique; 

•xn  six  droites  P.,  qui  sonl  sur  des  parabolo  des   n  >rmaux       '  i    piadriqu 
long  ,|,-  six  -,  ,,, '.,-t,i  i-i,-(«s  .l'un  même  svs'èmoj 


il 
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3°  Six  droites  P    sur  des  paraboloïdes  normaux    le   long  de  s|\  génératrices 
de  l'aut  re  sj  si  ème  : 
J°  Dix  autres  droites  qu'on  nomme  synnor maies, 

M.   Humberl   montre  que  les  si\   normales  V  les  six  droites  P,  et  les  sis 
droites  P.  sont  sur  un  cône  «lu  troisième  ordre  S. 

Les  trois  cônes    du  deuxième    ordre,  qui  contiennent  respectivement   les  si\ 
droites  \.  |,s  six  droites  P,  et  les  six  droites  P  .  ont  quatre  droites  communes. 

Quand  le  point  M  se  déplace  dans  l'espace,  le  cône  du  troisième  ordre  -  pa 
constamment  par  douze  points  lixes.  (ics  douze  points  ta,  répartis  trois  à  trois 
sur  seize  droites,  sont  ceux  où  les  normales  aux  ombilics  de  l;i  quadrique 
coupent  les  plans  principaux  et  le  plan  de  l'infini.  Par  suite,  les  douze  droites 
qui  les  joignent  à  un  point  quelconque  de  l'espace  sont  sur  un  cône  du  troisième 
ordre. 

Les  points  n  restent  les  mêmes  pour  toutes  les  quadriques 


(■) 


./• 


(î  +  6)(a  +  c)        (  <t  -H  c  )  (  a  -h  a  )        (  a  -+•  a  )  (  <j  h    b  ) 


Les  normales  à  ces  quadriques  forment  un  complexe  du  troisième  ordre  qui 
n'est  autre  que  le  complexe  formé  par  les  génératrices  de  ions  les  cônes  S,  et 
dont  le  cône  est  défini  par  les  droites  qui  joignent  un  point  quelconque  de 
l'espace  aux  douze  points  zrs. 

Ce  complexe  est  également  celui  que  forment  les  génératrices  des  surfaces  (t) 
et  de  leurs  surfaces  homofocales. 

Ces  trois  familles  de  surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal.  Les 
deux  familles  homofocales  à  la  famille  (i)  sont  algébriques  lorsque  le  rapport 
a  —  b 

est  eomniensiH'alilc. 


Lucas  (/y.).  —  Résolution  électro-magnétique  des  équations.  (<)<>•)- 
967). 

Soit  o(z)=  0  une  équation  numérique  du  degré  g. 

Traçant  sur  une  feuille  de  papier  deux  axes  rectangulaires  OX,  OY,  on  prend, 
sur  l'axe  des  \,  (/;-hi)  points  arbitraires  O,,  Oa,   ...,  O  +l,  d'abscisses   ./ 
&P+ii  (,l  l'on  forme  le  polynôme 


F(z)  =  (z-xx)(z-x2)...(z-œv  ,) 


Y    ' 


On  pose  ensuite 


y(-g)  _  v ^ 

V(z)  ■ 


—  x. 


et  l'on  détermine  les  paramètres  p.n  correspondant  respectivement  aux  points  1  » 

Prenant  le  circuit  d'une  pile,  on  3  établit  une  dérivation  de  (/>-',- 1)  fils  tous 
de  même  nature  et  de  même  diamètre,  dont  les  longueurs  seront  inversement 
proportionnelles  aux  valeurs  absolues  des  coefficients  u.n.  A  ces  lils,  conduisant 
ainsi  des  courants  dont  b-s  intensités  sont  proportionnelles  à  u,M,  faisons 
verser  normalement,  aux  points  <*„.  la  feuille  de  papier,  en  choisissant  le  sens 
ascendant  ou  descendant  suivant  le -inné 
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Le  courant  créera  sur  la  feuille  un  champ  magnétique  donl  les  lignes  de 
force  peuvent  être  déterminées  par  de  la  limaille  de  fer. 

Or  [es  points  neutres  du  champ  (points  où  la  force  magnétique  es!  nulle) 
seront  les  points  racines  de  v(z)=  o. 


SITZUNGSBEIUCHTE  der   Koniglich  preussischen  Akademie  der  Wissbn 

8CHAFTEN    Zl     BERLIN. 

iei  semestre  1889. 

Kronecker(L.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  |  suite 

(53-63). 

Nous  allons  commencer  par  former  un  Tableau  des  notations  adoptées  pai 
M.  Kronecker  en  montrant  comment  on  peut  les  ramener  aux  notations  de 
Jacobi. 

Si  k,  K,  K'.  sinain.  sonl  les  notations  mêmes  de  Jacobi;  -1  Sr(Ç,  w)  esl  la 
fond  ion  impaire  de  Jacobi 

\  i  (  //  ■  -  1  h'  -  i 

2r(Ç,  w)  =\(—l)ne  sin<  •"   ■'   OS*, 

(n) 

•        *•  I  .....  .  I\       / 

ou  .  <si  un  argument  quelconque,  réel  ou  imaginaire,  el  <>u  w  <  de  sorti 

que  la  partie  réelle  de  wi  est    négative;  si  enfin  ^'(Ç,  w)  esl   la  dérîi 
rapport  à  Ç,  de  2r ( Ç,  w),  nous  poserons,  en  envisageant  d'une  pari  deux   mo 
< 1 1 1  If-.  ki}  /. '.,.  d'autre  part  les  valeurs  correspondantes  tv,,  iv  <!<■  w  el  en  désignant 
par  -,  t  deux  nombres  réels  quelconques, 

[&'(  »,cv     V  (o,  w 
et 

E/    -1       )       y/A*  si  n  am  1  tKÇ,  hp  |. 

Ces  deux  fonctions  A  el  Et  sonl  liées  par  la  relation 

r;,  r//'7      1^    ,v-  \  w  1 1  7      xw*    WA  s 

("       EM     ;    ■  ï)El{     .     •     I    x  ,.T 

qui  permet  d'exprimer  le  produit  tic  deux  fonctions  l  1  pai   l    quotient 
fonctions  \. 
2,  x' ,  a",  ('i.  V,  V'  désigneront  des  nombres  entiers  tels  que  l'on  ail 

1. 
et  nous  poserons 

T 
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a ,,  h  .  c    seront  des  nombres  réels  ou  imaginaires  définis  par  les  relations 


a,h 


i\\—  \v 


ht 


w\       wt  (\'i       wa  (,|\  +  n'a 

ce  qui  fait  que  w   el  ( —  w3)  sont  les  racines  de  l'équation 

",   I    6,W+  C0M'Ï=  0, 
ou  '|  a0c0      b\      i .  el  que  l'on  a  aussi 


=   C.7. 


IV, 


''-.. 


1C 


Si  ;doi>  r/,', .r'-~h /;,',./•' r'-{- c^y'*  est    la  forme  quadratique  transformée  de  la 
forme  quadratique  a^ x1  ■+-  b0xy  ■+■  c^'  par  la  substitution 

.r       l/;-, -'ir',        y  =  <x'x'  ■    y  y' .        *§' —  «.'£   =i, 

de  sorte  que  l'on  a 

a„  =  a0a»H-  &0ax'  -;-  c0a'% 

6,',  - .  2  a0a!â  +  60  (  aï  ■+-  a'  p)  +  ■>.  r,  a'  V. 

/■•'     — -   y»     ^î_!_    h     ^^'_1_   /■     rJ'i 
<  a  aoP     +  0oPP    ~'-lJ     > 

nous  dirons  que  les  deux  systèmes  (C,  t,  a0,  60,  c0)  et  (  r\  t',  a'0,  6^  r„  j  sont 
équivalents  ;  enfin  nous  désignerons  par  tv'n( — tvl)  les  deux  racines  de  l'équa- 
tion 

«;  +  Kw-+-  c^v'=  o, 


où  'i<7oCo — 6'0":  —  i,  de  sorte  que 


b'  +  i 


•2C 


K  h-  i 


Pour  abréger  nous  priserons 


bT^br., 


iC. 


c_~  c  .- 


on  aura  donc  'i"_c_  />n  ~-'  et  l'on  voit  que  la  partie  réelle  de  r_  est  posi- 
tive. Ces  deux  conditions  et  la  condition  que  deux  nombres  quelconques 
donnés  wr  (— w2)  (tels  que  les  parties  réelles  de  wti  el  <lc  ce.,/'  soient  néga- 
tives)  vérifient  l'équation  ar  +  bT<.v  -•.-<'-  ceJ  suffisent  pour  caractériser  les 
nombres  r/_.  />_,  r_. 

(  >n  dira  eu  particulier  (pic  l'équiv  alence  (  T,  t.  a0,  &0,  c0  )  oo  (  r',  t',  (/'0.  6'0 
est  une  équivalence  complète  lorsque  les  deux  nombres  a'  et  i  sont  pairs.  Cei 
équivalences  complètes  joueront  un  grand  rôle  dans  des  communications  ulté- 
rieures. 

M.  Kronecker  démontre  d'abord  que  l'on  a 


'. 


I  -   ^  rl    mÇf  I  n-    Kl 

►g  \  (  T,  T,  n'.  a     |  -  lini     >  ■ ; 

•  -  f    o  j-+  {ajn>\-  b0mn       r  n   i 

//;.  ri 


où  la  somme  double  x  est  étendue  à  tous  les  couples  d'entiers  positifs  nuls  ou 
négatifs  excepté  le  couple  (o,  o),  el  où  p  esl  supposé  réel  el  positif.  Cette  foi 
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mule,  déjà  établie  dans   les  Sitzungsberichte  de  i883,   lorsque  "  .  i>  .  c    son! 
réels,  est  étendue  au  cas  général. 
Des  formules  (3)  et  (  1  )  on  déduit 

u*«*P^.2.)bi(H     ""■ 

(5) 

.           •«r^  ,-■   m  -     vt;  -, 

—    Illll       >       

?  — 0  •*-^    {((-/>r        I>-  m  v    ■    cxvJ  J 

I /// .  v 

où  ///  prend   toutes  les  valeurs  entières  positives,  nulle-  el   négatives,  tandis 
que  v  prend   toutes  les  valeurs  entières   impaires    positives    el    négatives.   I  i 
repassant  des  logarithmes  aux  nombres  on  a  donc 

liin  I  le    'it'"~  l'-"r/  •-■■  -     r 

(m,v) 

Cette  formule  ((i)  a  ceci  de  remarquable  qu'elle  mei  à  la  fois  en  évidence 
les  propriétés  de  périodicité  et  celles  qui  se  rapportent  ,i  l,i  transformation 
linéaire  de  la   fonction  1']/.  Les  propriétés  de   périodicité  de  1./  -<>iit   don 

par  les  formules 


, ,  [r  +  (T  -4-  i)iV     w\  t  r        tiv     iv 

»  —  I 


El 

E/(T"1"*V"l'lv,i)     E/ 

qui  niontrent  (jue  le  premier  membre  de  (6)  reste  invariable  lorsque  l'on 
augmente  r  et  x,  d'entiers  quelconques;  chaque  /acteur  du  second  membre 
de  (6)  reste  alors  également  invariable.  La  transformation  linéaire  de  1  /  est 
caractérisée  par  les  formules 

où  j.,  j. '.  'p.  V  sont  des  nombres  entiers,  i  pair,  a  et  j3    imp.ni-: 

a  IV,        la  xtv 

IV  — T7J i       •  »' 


I    fj 


ptv,  •    y  \w        : 

i,;(       ,   -'■   ;i     .  bf(  ■      ■ 

Le  premier  membre  de  l'équation  |  6  reste  donc  invariable  si  l'on  remplai 
-,  ivlf  iv,  par  r\  t'.  iv'  ,  tv',,  c'esl  à  duv  ,  r .  t.  </..  A..  <\  i  p.i i  le  système  < 
valent  (r\  t',  a  I,  où  a    c    i   b'%  i  i  nu  e 

de  c/    ./■     :    A    ./i  c    i      par  la   Mil>>til  ut  ion    ■  >    .    i 

...  I 

Chaque  facteur  du  second  membre  de 
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esl  donc  identique  au  facteur  du  sec I  membre  transformé 

g    (<t_"i  ;  '  h'jtï  /  *  r'  v'*)    '    •'  cosS  ///  -  .  ;t'i- 

pour  lequel  »i'=  [à'/n  —  1  [àv,  v'  ■>  a'  ///  -i-  av. 

Si  l'on  revient  aux  notations  de  Jacobi,  puis  que  l'on  pose  ~       '-.  ~      o  le 
formules      >     el  (6)  donnent  immédiatemenl  les  relations 


I  ,  bis  i 


i  logÀ.À-,      lim 


|  -i.  6«  » 


V 


—    («.-JA11    :     l>-  U.V  -; e_vJ  )'  j  ' 

V 


-^   (  c'-A'-'    t    /'rA'v         rrv'/ 


II 


^  a_|A-  I  'v!iv  '  '>''" 


/../,.       lim-^ 


;;..  v  i,        :i.        ...     . 

£  --„.  -  ■■■..    -',.    ■«;.  .. 


ar,  br,  c    sonl  dél erm i nés  par 

<7_  K  ;;  -+-  fr_  K ,  K  î  i  —  0_  K',2  =  o, 
(i-  K  ;  —  br  K ,  K  i  i  —  r_  l\  1!     :  o, 

]"-<'- —  b*=  ~\ 

La  dernière  formule  (  'i  bis  )  met  bien  en  i'\  idence  Y  invariance  de  \  /. ,  /.    pour 
des  transformations  linéaires  des  périodes  de  la  fonction  sinam. 
-i  nous  posons  en  particulier  l,\      /. ■„,  nous  avens 


<7_ 


el  f<i  bis  )  devient 


t:K' 


-K 

/>_  —  «'.  C_  =    — 77-, 

>  K 


(7)  v  /    ^  l»m 


II 

rï 


KK 


Ivk 


(K'^H-  K2|*s 


(K'-£-4-k 


//..  a,  v  =       ±i,  ±  3,  ±  5,  .  .  . 

îvï,-t-f  g  ~<><  ±  2,±   5,  ±6,   .../ 


formule  bien  curieuse,  qui,  pour/       \  .'  par  exemple,  nous  donne  une  repré 
sente  du  nombre  entier   »  par  un  quoticnl  de  deux  doubles  produits  infinis 


lim 

p  =  0 


il 


II 


,1  !        f 


}*l  ?aS' 


KEVÛK  DES  PUBLICATIONS. 

D'après  un  Lhéorème  démontre  par  M.  Kronecker  dans  les  Sitzungsberichte 

de  188.'),  on  peut,  dans  les  formules  précédentes,  poser  p=o  sous  les 
pourvu  que  l'on  effectue  les  opérations  dan-,   nu  ordre  déterminé.  On 

en  posant  de  nouveau  T  =    \,  t  =  0,  puis  /.        /, ,, 


(n)     Ari=  li m    li m    I    I  -ttt-- ; j— — 


ce  qui,  pour  /,  =  v  ^  nous  anime  à  la  relation  non  moins  curieuse  que  la  pré- 
cédente 

ev                    w  /  '"                 ' 

I                                                                              1      v    — l  l                                                                           1_                                                           / 

(m.n)       'n,+  «!+m+n+;  \    /?  -  o.        1. 


Kronecker  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  fondions  elliptiques  l  suite  . 
(ia3-i3ô). 

Il  s'agit  de  déterminer  la  limite,  pour  p  =  0,  de  l'expression 

7   \  i      1  ,)  (m,  #1  =±1,  db  2 

jsmi  \am} -+-  bmn -+■  en* / 


1  1 

-  -t-  - 
p       it. 


m ,  11 


dans  le  ras  général  où  (t.  b,  c  sont  réels  ou  imaginaires,  mais  tels  que  la  parti." 
réelle  de  la  forme  quadratique  ax:-\-  bxy  h-  c)'  soil   une  forme  quadratique 
positive.  Dans  les  Sitzungsberichte  de  i885,  la  même  détermination 
effectuée   par  M.   Kronecker  lorsque  a,  h,c  s.)iii    réels  et  rationnels.  Dans  le 
1.  WX1II  des  Mathematische  Annalen,  M.  Weber  a,  par  nue  méthode  : 
différente,  fait  la  même  détermination  dans  le  cas  où  a.  b,  c  sonl  il  fait 

usage  toutefois  comme  Lejeune-Dirichlel  de  la  fonction  r.  et  ramen 
blême  à  l'invariant  de  la  classe  représentée  par  la  forme     /. 

£[2r'(o,«0  2r'(o,w,.)]  ■ 

Voici  le  résultat   obtenu   par  .M.  Kronecker. 

Si  (V,  et         \\'2  sont    les  deu\   racine^  de  l'équation  "  'il  a 


(,,, 


I  -i+  '  V(     «,;■    * 

ar'(0   1   log 


n      1 

où       r'(i)esl   la  constante  d'Euler  C.  L'invariance  de  cette  lin 

formes  quadratiques  (".  l>.  c)  équivalentes  dans  le  sens  de  Gauss,  1  si  mi< 

évidence   par  celte  formule   importante. 

Tour  la  démontrer,  M.  Kronecker  s'appuie  sur  la  formule  d 

Bull,  '/.v  Sciences  mat  hem  .  e,  t.  XVI.  (S  R 


i  ;s  SECONDE   PARTIE. 

des  fonctions  Sr.  En  appliquant  deux  fois  cette  formule 

il  démon I re  que  l'on  .i 

Ye-nu^m*    '■.»>:■.;»'.    —-  ».T)ici  '     Vg      ^  [«0(*-»)»-6i(T  +  li)(îr+lll)+f.(3'  +  »t)»l 

m ,  «  /// ,  ii 

(m,  n  =  o,  ±i,±a,±3,  ...)» 

où  les  lettres  ont  le  sens  donné  dans  le  Tableau  de  notations  plan''  au  début 
de  ce  Compte  rendu:  r  el  ~  peuvent  même  être  ici  imaginaires;  u  aussi,  mais 
il  faut  que  la  partie  réelle  de  u  soit  positive.  Il  montre  ensuite  que,  r,  t,  p 
étant  réels  et  p  positif,  on  a 


\       lim 

(12)  <       P,~,T=0 


I  \^     (>-    '"~  '  "'    ~< 


2 tu  —  y  ( m,  » )  & ^  7      'it^d 


[/(m,n)]'+*      p 

2  T'(i)  --  2  log2  z, 

où  l'on  a  écrit  pour  abréger 

f(m,n)  =  a0mi-hb0mn-¥-c0na        et       /'  (c,  t)  =  r0a-3—  £0rT  +  «0t\ 

et  où  les  sommes  sont  étendues  à  tous  les  systèmes  d'entiers  (m,  n  )  à  l'exclu- 
sion du  système  (o,  o). 

En  tenant  compte  des  équations  (4)  et  (1),  puis  remplaçant  a0,  b0,  cn  par 


\  i  ac  —  b2       v '  -\ ac  ~  b1       \J k  ac  —  b1 
et  £'(0,  w)  par  sa  valeur 

wr.i 


2  -e 


on  obtient  la  formule  cherchée  (1 1).  La  relation  (12  ),  à  laquelle  tout  se  ramène 
ainsi,  est  obtenue  en  suivant  la  méthode  de  Lejeune-Dirichlet  qui  consiste  à 
exprimer  les  sommes  doubles  par  des  intégrales  définies,  à  savoir  ici 


;/('»,")  e»('»3'+'«)*«c/  logs, 


—  f(rn,n)    ~J0     Zd*' 

m ,  n  m ,  /; 

^  [/(w,/i)]«  ?      r(n  ?)J0    ~  \    *  z) 


et  rxipe  finalement  la  détermination  de  la  limite  pour  r  =  o,  t  =.  o  de  l'inté 
grale  logarithmique 


e        iog  1      '  ^  |og ./ . 


..u  s  est  plus  grand  que  1 
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Kronecker  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (suit  e  . 

(199-220). 

La  fonction  A,  définie  par  la  formule  (1),  peut  être  envisagée  comme  le  quo- 
tient fies  deux  fondions 


et 


Wc.) 


eT'K+«',>«'2r(o-+  i»„  wt)  9(y  —  tw,,  »,) 


[^'ar,""'-'"'^'"""''!'' 

qui  touies  deux  sont,  comme  la  fonction  \(r.-.  wt,wt)  elle-même,  des  inva- 
riants analytiques  de  l'équivalence  arithmétique 

(~,  t,  «0,  ôoî  c0)6o  (r\  t',  a',,  6;,  c'0). 
Si  l'on  définit  une  nouvelle  fonction  A'  par  la  relation 

A  (  7\    T,    CV,,    IV     I 


(.3) 


A'(^,  t,  tv,,  <va)  = 


/'(-,') 


et  si  l'on  remarque  que /'(a*,  t)  est  un  invariant  pour  tous  les  systèmes  équi- 
valents (  r,  t,  a0,  60,  c0)  pour  lesquels  a"  et  p"  sont  nuls,  on  voil  que 
A'Cc,  t,  (V,,  (v2)  et,  par  suite,  A'(o,  0,  wxi  wa)  est  un  invariant  pour  toutes  I  s 
formes  (a0,  b0,  c0)  qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des  substitutions 
linéaires  et  homogènes,  à  coefficients  entiers  et  à  déterminant  égal  à  l'unité. 
La  fonction  A.'(o, 0,  tv,,  wa)  peut  être  représentée  de  diverses  manières  qui 
mettent  bien  en  évidence  ce  caractère  d'invariance  et  qui  montrent  en  outre 
l.i  façon  dont  la  fonction  se  comporte  dans  le  voisinage  des  limites  d< 
existence.  Ces  limites  sont  données  par  la  condition  que  la  partie  réelle  de 
alix'1-sr  b0xy  -+-  c^y'1  doit  être  positive  ou,  ce  qui  »x-(  la  même  chose,  par  la 
condition  que  la  partie  réelle  de  wxi  et  celle  de  w  t  soient  toutes  deux 
uaii\es.  On  a,  en  effet, 


A'(o,  0,  tv,,  w.) 


i*' 


V   (  —  1)  "■  '  «  >)(a  ,»■     /t'/i/i  ■.  c  "'■  h 


i  ///,  //  » 


I 


Oi)    ( 


-'  I     >      V   g   a  11  r 


II 


I  <j0  j    n=:l 

n  =  00 

1  re'e'  lim   I 

0    0 

r       //     1 

/; 

',  -V'   lim  I  I  // 


II 
II 


\  //il  ni 

où  (  m ,  n  )  représente  tous  les  systèmes  de  nombres  entiers  positifs,  nuls  ou  né 


i4o 
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gatifs,  le  système  (o,  o)  excepté,  et  où  (a0)  esl  à  remplacer  successivement 
par  les  premiers  coefficients  des  formes  (a0,  />,r),  (a'0,  b'0,  c'0),  ...  équiva- 
lentes; ew  =  (  —  i )««'+°h  '  pour  ai  :  aa  xa  60aa'  ;  c0a'Jj  Cl  est  la  constante 
d'Euler;  enfin   E  est  défini  par  la  relation 

logE      C   ,    "-  V  — • 

n  =  l 

La  dernière  des  quatre  relations  (i'i)  montre,  par  exemple,  immédiatement 
que,  dans  les  limites  de  son  existence,  la  fonction  \' (o,  o,  w,,  w  )  est  finie  et 
((ut1  sa  valeur  est  différente  de  zéro. 

En  particulier  pour  wt  wa,  on  peut  représenter  A'(o,  o,  w,  w)  par  les  rela- 
tions 

A'(<>.  o,  (V     W.) 


(i5) 


2w(2ic)3i[Sr'(o,  (V)}3 


1 


=  —  S(\--3/r:: 


(i  —  eînwTt/)'* 


«  =  i 


'»-' 


271 
I  \^  —  TT r,(K5  ///--+-  K:  11'-, 

al\k    ^— *  y 


n  —  x 

=  4zJec  lim  1    T  «j»-'-?  1 


1    /  K       .       K       A- 

(  — rrw    +— r  "' 

2  7Î  \  2  h'  2  K       / 


1     ? 


77  =  1 


\m,n) 


dont  les  deux  premières,  qui  sont  identiques,  résultent  des  équations  (i),  (i3), 
dont  la  troisième  se  déduit  de  la  première  relation  (i'j),et  dont  la  quatrième 
se  déduit  de  la  dernière  relation  (i'i). 

En  égalant  la  première  et  la  troisième  de  ces  relations  (i">)  et  en  se  rappe- 
lant que  le  module  complémentaire  À''  de  /"  est  lié  à  k  par  la  relation 


W (aK)«  =*[&'((>,  w)]'i 


on  a 


C6>      '■'■'  ^ ^  £    (-)'"-'<-'(Kr.*K.)' 
*  [  m,  n  ) 


1  71 


K:  ///":4-  K  -  n- 


De  même,  en  égalant  la  seconde  et   la  dernière  des  relations  (i5),  en  posant 


K 

7C  — 


avec  Jacobi  y  =  c      K  et  en  appliquant  la   formule  (36,  1)  des  Fundamenta, 


( ikk')*  K--    --  -"y  f  |  |  (i  -  g"1)*,  on  a 


/?  =  i 


h-)     -'-(  </,/.'  )    a      e  ,;  »  K  K '  lim   I 

n     ■     I 


Il 


///.   // 
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On  a  ainsi  représenté  kk'  par  une  série  (16)  et  par  un  produit  infini  (17)  qui 
est  bien  curieux. 

Soient  maintenant  a,  b,  c  des  nombres  entiers  tels   que   A       \ac    -  b* 
positif.  Le  discriminant  négatif  CD       -A  de  la  forme  (a,  b,  c)  peut  être  en- 
visagé comme  le  produit  Q3(£)0  d'un  carré  Q1  par  le  discriminant } on  lamentai 
C0O  =  — A0   correspondant;   un   discriminant   fondamental    ne   contient   pas  de 
carré  en  ('acteur,  ou  au   moins   pas  de  carré  tel  que  le  quotient  de 
carré  soit  congru  à  0  ou  à  1   modulo  \\  ainsi  (  —  \)  est   un   discriminant   fon- 
damental.   F. es  seuls  groupes  de  nombres   pouvant  être  discriminants  fonda 
mentaux  sont 

®0=      P,  pour  P  1  (mod  1    . 

(D0=  JP,        pour        P  1  (  mod  \  ). 

CÔ0=8P,         pour         P  .(mo.l'i). 

où  P  désigne  un  produit  de  nombres  premiers  tous  différents. 

Dans  la  Communication  actuelle,  .M.  Kronecker  suppose  Q  =  1,  de  sorte  que 
les  formes  (a,  0,  c)  qu'il  considère  sont  telles  que  b'  —  \ac soit  un  discriminant 
fondamental  négatif.  Soit  alors 

K((D0), 

le  nombre  de  classes  différentes  de  formes  (a,b,c)  ayant  le  discriminant 

En  utilisant  les  résultais  obtenus  dans  de  précédeutes  Communications  sur  les 

fonctions  elliptiques,  on   démontre  que  la  valeur  moyenne  du  logarithme  de 

»»/         —  *+lV\    °-hi\J\\  .        .  , 

I  invariant  A      0,0, > —-      pour  toutes  lc>  classes  d 

\  'C  2  c       I 

{<<,!>,  c)  ayant  le  discriminant  (D0,  savoir 

V    1      1  »  /  h      '  \  A     ''      '  \  A 

*        loir  A       o.  o. 


K(a\)   —  ac 

[a,b,c) 


est  égale  a 


«  =  00 
à  loe 


°I  V  (       "M      L       C      log4*«      logy^i 


du 

n  —  \ 


ou  C  est  la  constante  d'Euler,  où  \  a  est  la  valeur  absolue  de  la  ra<  ine  c 
de  A  ,  où  enfin  le  symbole  (        '  )  représente  le  nombre  0  lorsque  a   et  n  ont 
un  diviseur  commun,  tandis  que  lorsque  A    et   n  -ont  premiers  relatifs  et  que 
n       1  //,  où  h  est  impair,  le  môme  symbole  |  eprésente  le  produit 

deux  symboles  de  Legendre  Jacob i,  [       -     }  et  (  — -. 

On  rattache  à  cette  formule  celle  qui  a  éti   donm  e  par  M.  Ki 
les  Comptes  rendus  des  séances  de  I'  icadémie  mbre 


i8S(i 


lin,        !       V(       M       '''" 

r     {    V 


1)1  r 


où  la  somme  esl   étendue  a  tous   les  nombi 


u 
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qui  exprime  que  dans  un  intervalle  assez  grand,  mais  aussi  assez  éloigné^ 

les  sommes  des  logarithmes  des  nombres  premiers,  pour  lesquels  le  symbole 

(  "  )  a  l'une  OU  l'autre  de  ses  valeurs  dzi.SOnt  sensiblement  égales, 

\        PI 

Dans  la  théorie  proprement  dite  des  formes  quadratiques,  on  rencontre  déjà 
la  série 


y 

n  =  l 


t/Â. 

n 


'? 


el  dans  les  recherches  actuelles  c'est  cette  série,  et  non  pas  la  série 


n  —  oo 

V 

77  =  1 


qu'il  convient  de  considérer.  Le  nombre  de  classes  de  formes  (a,  b,  c)  à  dis- 
criminant négatif  est  donné  par  la  formule 


n  rr  oo 

jl  y 

2  7T     Jm*      \    n     /         /7 
n=z  1 


»      V    ^o\    \   \, 


où  a  =  6  pour  A0=  3,  a  =  4  pour  A0  ==  4?  et  a  —  2  pour  A0>  4i  comme  l'a 
montré  Lejeune-Dirichlet  dans  un  Mémoire  célèbre  sur  les  Applications  de 
l'Analyse  infinitésimale  à  la  théorie  des  nombres.  Dans  le  Mémoire  actuel 
M.  Kronecker  démontre  cette  autre  formule 

(t8)  ±y(9,)  &los&  =  k«d.)  iim  ^'ym  (&),+t, 

2  -  Lu   \  n  )     n  n  p  =  o    £>P     **  \  n  )  \    n    J 


rc=t 

et  ces  deux  expressions 


n  =  \ 


*  y(®A  ^ 

tz  jLd  \  n   J    n 


n  =  l 


et 


*"v  (^\A\0R>& 


I 


-  j~*l   \  n  J     n 
n  =  l 


ne  sont  autre  chose  que  le  terme  constant  et  le  coefficient   de  p  dans  le  déve- 
loppement, suivant  les  puissances  de  p,  de  la  série  citée 


v  ^m/Ïj 


;;  =  1 


n  /  \    n 


Comme  le  nombre  de  classes  K((D0)  est  toujours  positif  et  au  moins  égal  à  i, 
la  \  aleur  de  la  série 

~x  V7— ^  Û 

'  r.  ~*   \  n   J     u 


n  =  1 


est,  elle  aussi,  toujours  positive  el  au    moins  égale  à  i  :  ce  résultat  esl   un  des 
plus  importants  parmi  ceux  que  Lejci -Dirichlel  a  établis  clans  ses  recherches 
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arithmétiques.  De  même,  M.  Kronecker  établit   une  limite  inférieure  pour  le 

coefficient  de  K(Ô)0)  dans  l'égalité  (18),  savoir  0,912865 ;  comme   K 
la  valeur  de  la  série 


■2-  *m*   \  11  j     n  n 


est,  elle  aussi,  toujours  positive  et  plus  grande  que  0,912865,  résultat  non  moins 
important  que  le  précédent. 

Pour  obtenir  cette  limite  supérieure  du  coefficient  de  K((D0)  dans  l'égalité 
(18),  M.  Kronecker  démontre  d'abord  que  ce  coefficient  peut  être  mis  sous  la 

forme 


(i9) 


(  ,im^2l  Y(®,)(A 

]  p  =  o    dp     +*   \  n  J  \    n 

I  r              '           Vi         '      .,/    .       -i  +  î  \'\     b  -+-  il  \ 

J  =  C  —  Tr  ■    A  -,      y      log  , ■  -  A      o,  0,  —                   >          —2 — 


(a,b,c  I 

où  C  est  toujours  la  constante  d'Euler,  et  c'est  le  théorème  précédent  sur  la 
valeur  moyenne  du  logarithme    de    l'invariant  A'    pour  toutes  les  classes  de 
formes  (a,b,c)   ayant  le  discriminant  (O0  qui  permet  d'obtenir  cette   formule 
(19);  la  somme  du  second  membre  est  précisément  étendue  à  tous  les  K( 
systèmes  non  équivalents  (a,b,c)  de  classes  à  discriminant    I 

En  joignant  la  formule  (18)  de  M.  Kronecker  à  la  formule  de  Lejeune- 
Dirichlet  qui  donne  K(CD0),  on  obtient  une  nouvelle  relation  qui  mel  bien  en 
évidence  l'analogie  des  deux  résultats.  Ajoutons,  en  effet,  K(CD0)  aux  deux 
n  in  nbres  de  l'équation  (18)  multipliés  par  p  et  triions  compte  de  [19),  et  nous 
voyons  que  les  deux  premiers  fermes  du  développement  suivant  les  puii 
sauces  de  p,  de  l'expression 


!   V 


®0\  (\IK 
n 


peuvent  être  représentés  pur  l'expression 


Uc 

P  y 

lo'' 

L* 

6    ^'(0,0,  »>„«>,) 

1  H,  /'.C 

ou   1.1   somme   «i^i   ('•tendue  à  toutes  les   K((ô  1  classes  différentes  de  foi 
(a,b,c)   à  discriminant   CÔ0,  et   où   wlt  {      wt)  représentent   les  deux   racines 
de  l'équal  ion  a      bw      cm    =  0. 

On  peut  aussi  établir  maintenant  deux  limites  entre  lesquelles  se  trouve  n. 
cessairemenl  la  \  aleur  de  la  série 


II  I 

<*n  obtienl  ainsi  pour  les  discriminants  fondamentaux 
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ii,  et        >  i  par  exemple,  les  valeurs  approchées 


J  v    h»^// 


0,3855  s. 0,017, 

=  —  o,  1 38  1  '•     .   :  0 ."7"'. 
\  7  V  /       7\  'og" 


-     —   \    //  n 

ri       I 

~   — d    ',     //     /         /< 
/l  =  1 


,0,001, 


'JV(    _2     '^i     __      0,0l66 

n  =  l 
\  s    V    /         2\    log/1 

>       -—  ) —         =r      0,021200     •  e.  0,00055, 

-  -=-  \    n    ;      n 
n  =  \ 

' —    °° 
v  1 1   \^  / —  11  \  logrt 

-—     y     [  ■ I   — ■  =         0.o8302Q  E. 0,00012, 

-  — -  \    n     )      n 

11    -1 

y3i   \-i   /  —  3i\  logn  ,„ 

7 -—      o,4ou58  H- e. o,ooo43, 

.>  -    «^   \     n    j      n 

n  =  \ 

où  e  est  un  nombre  Compris  entre  — 1  et  +1, 

Kronecker  (L.).    —   Sur   la    théorie    des   fonctions   elliptiques. 

(Suite).  (255-2-5). 

Des  relations  analogues  à  celles  qui  viennent  d'être  établies  pour  Q  =1  ont 
également  lieu  lorsque  <>  est  plus  grand  que  1,  mais  elles  sonl  alors  un  peu 
plus  longues  à  établir,  et  les  démonstrations  s'appuient  sur  des  théorèmes 
d'Arithmétique  les  uns  bien  connus,  les  autres  que  M.  Kronecker  s>c  contente 
d'énoncer,  se  réservant  de  les  démontrer  dans  une  Communication  ultérieure 
sur  les  formes  quadral  iques. 

Nous  entendrons  par  ew  :  le  nombre  0  quand  le  nombre  entier  n  contient  un 
ou  plusieurs  facteurs  premiers  égaux,  le  nombre  ~- 1  quand  le  nombre  de  fac- 
teurs premiers,  1  >us  différents,  contenus  dans  n  est  pair,  en  lin  le  nombre  (  —  1) 
quand  le  nombre  de  facteurs  premiers,  tous  différents,  contenus  dans  n  e-t 
impair. 

Si  t  esL  un  diviseur  quelconque  de  Q,  nous  désignerons  par 

logMl  \   5,  /  l, 
la  valeur  moyenne  du  logarithme  de  l'invariant 


V'I  o,  0,  n>„ 

pour  toutes   les  classes  différentes  de  Vordre  du   discriminant   (D,  caractérisé 
par  le  diviseur  t  de  Q,  1  'est-à-dire  que  nous  poserons 

'"-'•  '  Ki  Ci  oZ,OBï^A  '"•'-"■'  •  ""''    ■ 
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N  ' 


où  (v'1/,'),  (  — iv'/'')  sont   les  deux  racines  de  l'équation  a       b  u 
somme  étant  étendue  à  toutes  les  classes  {a.k,bk,ck)  de  l'ordre  du  discrimi- 
nant (0  caractérisé  par  /. 

Nous  désignerons  par  v(Q)  la  fonction  arithmétique  de  <...u--  qui  doni 
nombre  d'entiers   inférieurs   el  premiers  relatifs  à  Q.  Enfin  d  sera  le  diviseur 
de  Q>  complémentaire  de  /,  de  sorte  que  tel    •  <x>;  on  a  alors 

MCy/cÊ),  t)  -  M(dJ(Q,  i). 
Ceci  posé,  M.  Kronecker  démontre  que  l'on  .1 


(20) 


X(A)     2        y     AO  I 

K(tW)     — -  V  h  )  /i,+? 
//  =  1 


p==0    0?     -^    y    "  .'   I    "     I 

1  n  =  l 


(  1 1 1  <  1 1 1  :  ■    . 


formule  qui,  dans  le  cas  particulier  de  Q  =1,  représente  l'ensemble  de  la  for- 
mule de  Lejeune-Dirichlet  qui  don  ne  K(C00),  et  de  la  formule  (18  |  de  M.  I\i  >>- 
necker.  La  limite  qui  parait  dans  celle  formule  peul  aussi  être  représentée  pai 

I,.)        ,im^0/y^)r^T+?    :C+-    %     VfJ^^^Lil, 

p  =  0    àp     £*   \  n  )   L  n   J  Q)  — t  t 


n     ■  ! 


où  la  somme  est  étendue  à  tous  les  diviseurs  /  de  Q,  ou,  si  l'on  veut,  à  t<>u-> 
les  diviseurs  /  de  Q  n'ayant  pas  de  facteur  double,  puisque  pour  1  eux  di  - 
viseurs  t,  de  Q  <pii  ont   un   facteur  double,  :,      0;  celte  formule,  dans  I 
particulier  de  Q    =1,  est  la  formule  (19)  de  M.  Kronecker. 

<iu  en  déduit  pour  la  valeur  moyenne 

IogM(  s  G)  Q 


1- 


du  logari  1  lime  de  l'invariant 

\'.  u,  0,  tv,,  IV   • 
pour  toutes  les  classes  de  l'ordre  primitif  du  discriminant    Q  Q  . 


I 


logM(v/iD.Qi.li)      lim      j       >     ! 

1  ,,    op     —       // 

r  //    1 


si  Q,  décomposé  en  se-  facteurs  premiers,  est  1 

/'   •/'  '        /' 
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Pour  0      i .  cel  Le  formule  se  réduit  à 


)l08     \^     ,     0 


(•»)  logM(v/(fl0,  .)    -lim"  "*    V    (   "    | 


—  C. 


n      i 


En  comparant  1rs  deux  formules  (22)  et  (23),  on  a  donc  la  relation 

m(vAIv) 


^ 


v, 


relation  fondamentale  de  laquelle  nous  allons  tirer  des  conséquences  impor- 
tantes. 

Et  d'abord  le  premier  membre  de  cette  formule  (24)  est  manifestement  un 
invariant  pour  tous  les  discriminants  (0  =  (£)nQ2  correspondant  au  même  dis 
criminant  fondamental  (Ê)0,  qui  seul  parait  dans  le  second  membre. 

A  l'aide  de  cette  foi-mule  (24)  nous  pouvons  aussi  comparer  les  valeurs 
moyennes  M  qui  correspondent  aux  différents  ordres  du  même  discrimi- 
nant Q.  Si,  pour  un  diviseur  quelconque  t  de  Q  =  —  r-  >  où  CDn  est  le  discri- 


ce. 

minant  fondamental  qui  correspond  à  (G),  en   décomposant  le  nombre 


en  ses  facteurs  premiers,  on  a 


/ 


(0 
CD0^S 


7'/  7?  •  •  •  <v, 


et  si  K((0,  £)  est  le  nombre  de  classes  (\c  l'ordre  caractérisé  par  t,  on  déduit, 
en  effet,  de  la  formule  (i3)  que  la  valeur  de  l'expression 


J_      V 

K((D,0 


(25)       / 


I  /ï.  A,  f 
V 


V^A       log^      .alogTTO- 

6c  et  8 11  v 

vl     fa,"ïl   ?£  ■      iog?, 


e2«W,TC/)  (,   .    -    c>2/M»'.;-/j 


où  la  somme     \      est  étendue  à  toutes  les  classes  (a,  6,  c)  du  discriminant  (0 

<|ui  font  partie  de  l'ordre  correspondant  à  /.  est  la  même  pour  chacun  des 
ordres  différents  du  même  discriminant  (0.  Ce  résultat  doit  être  ajouté  aux 
théorèmes  de  <..mi>^  démontrés  dans  l'article  256  des  Disquisitiones  arithme- 
ticce;  en  effet,  de  ces  théorèmes  on  déduit  immédiatement,  en  désignant  par 


"(? 


l'unité    fondamentale      I  T      "t/       )■ 


(Ml     /•  1,2 


1  'est  .1  d  ire  l'unit  c  lellr 
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que  toute  autre  n  1 1  î  l  t-  -(  T'-     u'  i/ —  j  puisse  être  représentée  par  une  ; 
sanec  entière  de  cette  unit»-  fondamentale    .  que  la  valeur  de  l'expression 

«(©.ont-  i;1  »;i  '-' 

où  le  produit  est  étendu  à  tous  les  facteurs  premiers  7  du   nomb  il   la 

même  pour  chacun  des  ordres   différents   du    môme  discrimioanl 
eette  forme  on  aperçoit  bien  l'analogie  de  ces  théorèmes  de   «..m—  <\   du 
sultat  nouveau  obtenu  par  .M.  Kronecker. 
En  désignant,  pour  abréger,  par  <i>  ci  »r  les  deux  expressions 


•<**>-*aw-,i:(#  < 


I  =  V 

v 


(26) 


n  =  00 


"-  \  A 


(  «,  /'.  C)   /J        1 


où  Q  =  g1'* qr* . . .  qr*  et  où  Sd(/i)  esl   la   somme  des  diviseurs  de  //•  on  pcul 
aussi  mettre  la  relation  (  'V  de  M.  Kronecker  sous  la  forme 


C27) 


*(©0Q-)-hW((D0Q*)      * 


où  ()  et  <v>   sont  des  entiers  quelconques.  s<>n>  cette  forme  on  peul  en  déduire 
une    infinité   de   relations  arithmétiques   très  remarquables.    Pour   bien 
saisir  le   caractère  général   de    ces   relations   arithmétiques,  M.  Kron 
considérant  que  des  formes  réduites  1  a,  b,  c  |  j  c'est-à  dire  lell 
met  l<i  fonction  M'(iO  n     sous  la  forme  approchi 


V«D.Q-) 

,  n     h      \  „  -  \  A 

=         '  \        \        Sj(n)e 


i 


[a,b,c]     n      1 


l> 


où  :  esl  un  nombre  compris  entre  1      1)  et  (       1).  A  l'aide  de 
pcul,   pour  chaque  discriminanl    donné     Di    déterminci    h  de  mai 
coefficienl  de  :   puisse  être  négligé.  Mais  on   pcul  nussi  fixer  /'   une  1 
imiics  de  manière  que,  pour  toutes  les  valeurs  de  (V),  le  1 

être  négligé  pour  un  degré  d'approximation   fixé    1  l'avan  '• 

pour  toute  forme  réd u ite,  «mi  .1 

I 

c 

on    voil    immédiatemcnl    que,    déjà    pour    h       j,  il   Je 

quel    (|  ne    s, ni    iiV    6|  1  e    plus    gl'fl  ni    l]Ul 
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N'Mis  .liions  m. mirer,  sur  un  exemple,  commenl  cette  manière  approchée  de 
représenter  ^((D0Q*)  permel  d'écrire  autant  de  relations  arithmétiques  que 
l'on  veut. 

Soil  CE)0= —  7.  Pour  Q  :i,  (0  7  el  il  n'y  a  qu'une  forme  réduite  (2,1,1), 
On  a 

-;- 
«!•(—  7)  =  -£-       log-7  =      o,56o5o,8..., 

M"i      -  7)  \c   "*'  -'-...  0,000982.  .  ., 

donc 

<!»(  —  7)-t-xr( — 7  )  —  o,")G[.")Si). . .  à  0,000001  près. 

Pour  Q   -  2,  c©    "      28  et  il  n'y  a  qu'une  forme  réduite  (7,  0,1).  On  a 

<!•(      28)  =  ~st  '       Iog28  =  o,56i58o..., 

■  > 


tandis  queV(-     28 )<  0,000001;  donc  les  deux  nombres 

6 
cl 


-  log7  -•  4e-"V7, 


-Ai  _   |0an  ._   loff/ 
u'o  /  ,U&    I' 

diffèrent  de  moins  de  0,000001;  il  en  résulte  que  l'équation  transcendante 

x  ,        1- 

—  +  e--r=  log^i 

24 

est  vérifiée,  à  0,000001   prés,  par  x  =  ~  y  7- 
De  ce  que  l'on  a  exactement 

«I»(  -7)  +  W(-7)  =  *(-  ag)  +  V(--  28), 
on  déduil  d'autre  part  que  a?  =  ic  y 7  vérifie  l'équation  transcendante 


p  =  !<>g  ]   [  (■  -  e-(in+1)*)  =  logv/->; 


//— 0 

on  en  conclut,  en  appliquant  la  formule  ('1)  de  l'article  36  des  Fundamenta, 

le  résultat  bien  connu  que  pour    -  =  Jn,  on  a  il  kk'  =  i.  c'est-à-dire 

lv  ' 


h 


En  prenant  Q      3,  J,  ...  on  trouve  d'autres  relations  arithmétiques.  \  chaque 
discriminant  fondamental  (£)„  en  correspondent  une  infinité. 

Kronecker  \  L.  .  Sur  la    théorie   des    fonctions   elliptiques. 

1  Suite)  |  3og-3  17'. 

La  fonction  \      1, o, «v,,  iv  1  qui,  par  son  caractère  d'invariance,  joue  un  grand 
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rôle  dans  la  ihéorie  des  fonctions  elliptiques,  peut  être  représentée  par  I 
La  lions 

(28)  A'(o,o/v1,ag,'^7-l^[^'-^f-^|' 


(»9) 


^A'(o,  o,  te,,  IV J 


\    (  —  1  )('"—*;  '"    '(a   nr        h  mu        >■  a- 


m,  n 


qui  résultent  immédiatemenl    des  formules  (i3),  u'|   .  el  l'on  a  dont  aussi,  en 

tenant  compte  de  (1  ) 


(3o) 


A(r,  t,  wx,w3)y\'(o,  <>,  iv,(  ivj 

—   277      \        (   1  )  nirrt-m+n  g        <tunf-   -h„mn   ■   <\,  11'  1  T. -±-2    )n~   ■   11'.     ~. 

Mil.  Il) 


où  les  sommes  doubles  sont  (''tendues,  pour  m  ci  pour//,  de  —  oc   .1    •    ac.  L'en- 
semble des  deux  dernières   formules,   (29)   et  (3o),  met  particulièrement   en 
évidence    le    caractère    d'invariance    des    (\w\\    fonctions     A  1  r.  t.  n  ..  a 
A'(o,  0,  «»,,  «>,). 

Une  autre  fonction  qui,  pour  les  mêmes  raisons  que  \'(o,o,fvf,  w  .  paratl 
dans  les  recherches  de  AI.  Kronecker,  est  la  fonction  alpha  définie  par  la  re- 
lation 


(3i)       A  (7,  t,  a0,  b0,  c0)  =  ^" 


w  ) 


<  ~  ■  Tu'  :~'  Sri  7     -  tcv,  tv  . 


—  b  -+-  i 
où  u>  =  —       et  où  a0  er,L  défini  par  \fiic0 — b\  —  1 . 

2  Co 

Les  formules  connues  de  transformation  de  Srpermettenl  d'écrire  facilement 

les  trois  relations  (32),  (33),  (34) 


(3a)     A(o-,T,a0,60,c0)=e 


|(tï-T   1    -  J  W       77 


j 


où  3  =  -ht,  —  1  et  où,  pour  s  =  •+- 1,  //      0,1,  1,  3,  ...  tandis  que,  pour  i  1 . 

//        1,2,3 puis 

h  ici 

(33)  A  (r',T\  //,',,  /;,'.,  <■;,  )        e    «     \.  r,T,  ,/  .A  . 

où  7'        27    I-  a'-,  t'  —  jj  7  ■+-  û'  ~<   *3'        *'P        '  • 
"i,        "..  X'       &   n'    ,    c    ■ 

K      xa  x3      b  l  *Q       «  ;■         ■     ^ 

'•;,    " ./  «  b , 

2,  a',  [i,  3'  étanl  des  nombres  entiers.  Le  nombre  h  ne  ;";  |ue  l'une 

des  valeurs  0,       i,        1,  i.        '•  "  de  sorte  «pic  la  dousu  me  | 

de  la  fonction  alpha  esl    un  invariant   pour  chacune  des   transformations  li 
ne, urcs  considérées  ;  enfin 


*>**    .,;V     : 


t)ff)î 


I  >" 
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La  fonction  \   peul  être   mise  sous  la  forme  d'un  produil  de  deux  fonctions 
\  :  on  .1 .  en  effet , 

En  posant  pour  un  instant 

Ro(3-,  TJ(v)  =  2rs[a(o'      tw),4w),        H,(r,?,<v)      9r,[2(cr  +  tiv),  4«>), 
R,(<r,T,w)      Rsl     -  r.       t,tv)  =  eV*  £r3[2  (a-  h-  tiv)      w,4w), 

on  peut  mettre  la  série  à  double  entrée 


(36) 

sous  la  forme 
(  36  bis) 


\*     ,-   [n0mi  +  b0mn  +  c0ni)%  +  2[z'm  +  xn)iii 


.-   I  T"'  7t   ''       :! 


et  cette  relation  (36)  est  analogue  à  la  relation  établie  dans  les  Sitzungsbe- 
richte  de  i883 

(   s  —  (w,+  (vJ)ieTjK+,,'j),t'  2r(3'  +  xtv,,  w,  )2r(cr  —  Ttva,  tva) 

l  //;,  n  | 

dont  on  fait  usage  pour  établir  la  relation  (3o).  Ces  relations  importantes  ra- 
mènenl  des  2f  de  Rosenhain  a  des  Sr  de  Jacobi  et  sont  d'un  usage  fréquent. 
Ainsi  pour  r  =  t  =  o,  la  relation  (36)  devient 


(38) 


^     e-(a0m*+b0rnn+cona  - 
m,  a 


H-Sra(o,  'nr,)  2ra(o,4(va 


J+ar.Co-^wjar.Co^w,)]. 


L'expression  formée  si  simplement  (Luis  le  second  membre  à  l'aide  des  fonc- 
tions 2r(o)  a  donc  le  même  caractère  d'invariance  que  la  fonction  A' (o,o, «>,,«>,); 
elle  reste  invariable  lorsqu'on  substitue  à  la  forme  (a0,  b0,  c0)  une  quelconque 
des  formes  équivalentes  ( a'0 ,  ô'0 ,  c'0  )  et  que  l'on  pose  ensuite 


u\  = 


2C'„ 


h'.  =  - 


En  tenant  compte  d'autre  part  de  la  relation  connue 
Sr',(o)       ic2r0(o)2ra(o)2f  (o), 
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on  ;i  aussi,  d'après  (i3)  et  (i4)j 

(39)      I  v/A'  (o,  o,  w„  wt)  =  I  \Jl-    2r3(o,  wt)  2r,(o,  w,)(4M",*,*î 

où  /,,  /.',  désignent  le  module  et  le  module  complémentaire  correspondants  â  tr 

et  de  même  k,  cl  /.l  le  module  cl  le  m.  h  lu  le  complémentaire  corres| lanls  .>  n  . 

Dans  les  Sitzungsberichte  de  i883  on  a  établi  la  formule  fondamentale 

î 
A(o,  o,  iv„  iv,)[E(  —  i) '"'-•)  >-•>/(  wi,  «)c  '''"'•"   |;1  -         i 

Les  deux  relations  (38)  et   (3g)  que  nous  venons  d'établir  nous  permettent 
d'écrire  cette  formule  importante 


(4o) 


4   V  ( —  ^(«t-oc-i;  /(/ra,  fi)c--'  "•■  " 
i  +  sj'kj.,^-  \Jk\ k'. 

r~  ' 


V 


r 


//; ,  /i 


où,  comme  précédemment,  on   a  écrit  /( m,  n)   pour  a  m'    -  l>  mn       c  n',  el 
où  (m,  /i  =  o,  zh  i,  ±  2,  . . .),  et  c'est  sous  cette  forme  qu'il  en  sera   fail    u 
plus  tard. 
Mu  transformant  d'une  façon  analogue  le  produit 

<-t  tenant  toujours  compte  des  développements  effectués  dans  les  Sitzung 
richte  de  i8S3,  et  en  se  rappelant  enfin  la  définition  (a)  de  la  fonction  El,  on 

obtient  la  relation  non  moins  importante 


V  (  - 1)"/ 


-  u  /' (      t  n)   •  I ( 


(40     Ef 


TU'  (V 

J 


v.  // 


V  (  _  i  )■"  " 


où  w  esl  celle  des  racines  de  l'équation  fi  t,  tv)      o  donl  le  cocflicienl  d< 
positif,  el   où  ///,  //  =  o,  dbi,  ±a,      3,  ...  tandis  que  v  i, 

Thiesen  (  )/.).  —  Théorie  d'oscillations  semblables  à  celles  du 
pendule.  (277-288). 

Il  s'agil  du  mouvement  défini  par  l'équation  différentielle 

.  rf8 


rfj 


I  \. 


on  ii  csi  l'angle  qui  détermine  la  position  d'un  corps  "*><  illanl  •  omme  un  : 
dule  composé,  à  l'instanl  /.  où  a  el  u.  son!  des  constant*  s,  où  1    est  u 

hou  de  /.  où  \  enfin  esl  une  fonction  de  t.  (|  el    .    qui -1  qu 

ai 

peul  i'iic  envisagée  comme  une  grandeur  petite  el  <\"  prei 
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M.  M.  Tliiesen  intègre  cette  équation  différentielle,  par  approximation,  en 
négligeant  les  termes  du  troisième  ordre.  M  signale  la  raison  pour  laquelle 
M.  Chwolson  a  cru  que  le  problème,  résolu  ici  dans  une  seconde  approxima- 
tion, ne  pouvait   même  pas  être  résolu  dans  une  première  approximation. 

Il  calcule  fii  particulier  les  temps  de  passage  par  la  position  moyenne  el 
par  les  positions  extrêmes  où  8  est  maximum;  ce  --  *  >  1 1 1  les  di  lié  renées  de  ces 
temps  que  l'on  peut  mesurer  avec  une  grande  approximation. 

Enfin  il  applique  les  résultats  obtenus  an  mouvement  d'un  pendule  dans  un 
milieu  résistant  suivant  la  loi  av -\  ao1,  lorsqu'à  la  pesanteur  s'ajoutent  des 
forces  extérieures  dépendant  de  '),  |>ar  suite,  par  exemple,  du  mode  de  suspen- 

SÎon   d  n   pendu  le. 

Kronecker  (L.).        Sur  les  systèmes  symétriques.  (349-362). 
Soit  un  système  symétrique 

(z!k)  (M      '.  ' n), 

c'est-à-dire  tel  que   l'on   ail   zik  —  zkl  pour    tous   les  couples  d'indices 

i,  k  =  i,  2 //. 

Désignons  par  Z,  le  déterminant 

Zy—\zlk\  (/,  k  =  i,2,  ...,n), 

et  par  Z/n  le  mineur  principal 

Z„,  =  |  zik  |  (i\  k  =  m,  m  +  r,  . . .,  n), 

de  sorte  que  l'on  a 

y    _     ^  7   _    %    _   _<>%_  _  _ 

Nommons,  pour  abréger,  point  de  la  variété  d  ordre  -  >  chaque  système 

2 

symétrique  (srt  ),    et   point  principal   de   celle    variété    tout   point   dont    les 

n(n-hj)  . 

— - coordonnées  z;l  sont 

2  '* 

zik  =  o,  pour         /      /,\ 

3^  =  — i,         pour        /r  =  i,  2 v, 

sJtJt  =  -4-i1         pour        A       v  +  i,v  +  2 // : 

il  y  a   manifestement   n -~i  points  principaux,  un   pour  chacune  des  {n       i) 

valeurs  de  v, 

v  =  o,  i,  2 n  —  i,  n. 

M.  Kronecker  montre  d'abord  qu'il  y  a  au  moins  un  point  principal  dans 
chacun  des  domaines  connexes  formés  par  la  variété  d'ordre  —  i 

Z,      o, 

dans  la  \ arieté  totale  d  ordre  ■  , 

2 

Si  l'on  envisage  ensuite  la  fonction  arithmétique 

sgn(Z,Z   i      sgni  /  /  |  -h.  ■ .      sgn(Z„   ,Z    i       sgn(ZH), 
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mu  sgn(a)  désigne  l'unité  positive  ou   l'unité   négative  suivant   que  ' 
de  a  est  positif  ou  négatif,  il  est   bien  aisé  de  voir  que  la  «râleur  de  cette  f< 
tion  est  différente  pour  chacun  des  (n -hi)  points    principaux.  M.  Kronecker 
démontre  que  cette  fonction  ne  change  de  valeur  que  lorsque  le  poinl     s 
la  variété  totale  considérée,  en  se  déplaçant,  franchit  la  variél     / 
le  point  traverse  la  variété  Z,  =  o  en  un  point  non  singulier,  la  fonction  aritl 
tique  varie  d'ailleurs  de  deux  unités.  Il  en  résulte  que  Von  ne  peut  pas  \ 
d'une  façon  continue  d'un  point  principal  à  un  autre  sans  traverser  la  vai 
Z1=o.    ' 

Il  y  a  donc  au  plus  un  point  principal  dans  chacun  des  domaines  conn 
formés  par  la  variété  Z,      o  dan-,  la  variété  totale  consid»  i 

En  réunissant  les  deux    résultats  ainsi  obtenus,  on  voil  «loin-  qu'il  3  a   \ 
cisément  un  poinl  principal  dans  chacun   des  domaines  connexes  formés  par 
la  variété  Z1=o  dans  la  variété  totale  considérée.  Chaque  point   principal  ca- 
ractérise ainsi  un  de  ces  domaines  connexe-;   il   \    a  doue  (n-  -i)  domaines 
connexes. 

Ainsi  la  variété  Z(  =  0  partage  la  variété  totale  {zik)  (i,  h       \ .  • 1 

n  ■+- 1  do/naines  connexes. 

Si.  au  lieu  du  système  symétrique  (~,jr),  on  envisage  un  système  non-sj 
trique  y;k  (i,  k  =  1,2, ..  .,/i),  on  démontre  de  même  que  la  variété  d'< 
(nJ—  1),  définie  par 

Ir.jt  I  =  0  (/,/.'  =1,2 n  ), 

partage  la  variété  totale  d'ordre  n*,  (yik)  (  i,  k  ==  i,  a n),  en  deux  do- 
maines connexes  seulement;  dans  l'un  de  ces  deux  domaines  le  déterminant 
\yik  I  a  une  valeur  positive,  dans  l'autre  sa  valeur  est  négative. 


•2e  semestre  1 889. 

Kronecker  (L.).  —  Décomposition   des  systèmes  de  u-  éléments 
et  application  de  cette  décomposition  à  la  théorie  des  in>  ariants. 

(479-5o5). 

Nous  fixerons  d'abord  les  notations  suivantes  : 
(3,-j)  est  le  système  de  //-'  éléments  pour  lequel 

SM  1  ;         84/)       1      1  //         i,  3 n): 

(tik)  est  un  système  de  n-  éléments  pour  lequel 

0;        sJlh    :  1     {h       i,  '• "): 

('/'■/'.'  (  /  ,1  >  est  un  système  de  >>    éléments  pour  lequel 


,/,',,/,      r. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,  i'  sériel    VVI    (Septrml  R 


t: 

t  i 

2,3, 

.,  // 

/, 

i,  2,  .. 

i     /, 

,,  n 
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{<i,'^(t))  csl  un  système  de  n*  éléments  pour  lequel 

"///,">      '     {h      i,3 n);       <i\'j.</ 

a[rl(t)     o    (//-->.; #•  — i,  /•  i-i n)\       a(/2(0 

i  /',',/V  (O)  csL  un  système  de  /i2  éléments  pour  lequel 

6J5>(0  =  0     (1  =  2,3 n) 

(c^  )  est  un  système  de  n2  éléments  pour  lequel 

c'j'V  =  o     ( i  =  i ,  2,  ...,/'  —  i ,  /•  -h  i,  . . . ,  n )  ; 

cj$  =  o    (i      '.  3 n)}      crl  =  i;       cj$t  =  i     (/i  =  a,  3 /•    -i,/'-m,   ..,/i), 

/  i  =  2,  3 r-i,r+i, 

cïï  =  °    (   *  =  »>3,  ...,/•  — i,r-hi, 


•'    /, 


Rappelons  aussi  que  l'on  nomme  invariant  d'un  système  de  formes  homo- 
gènes de  n  variables  xx,  x,,  ...,  xn  toute  fonction  F  des  coefficients  de  ces 
formes  qui  conserve  la  même  valeur  lorsqu'on  y  remplace  les  coefficients  par 
les  coefficients  correspondants  des  formes  transformées  par  toutes  les  substi- 
tutions linéaires  à  déterminant  +i. 

Un  invariant  absolu  conserve  la  même  valeur  lorsque  l'on  y  remplace  les 
coefficients  des  formes  considérées  par  les  coefficients  des  formes  transformées 
par  toutes  les  substitutions  linéaires  (quel  que  soit  le  déterminant  de  ces 
substitutions  linéaires). 

Dans  le  Mémoire  actuel  M.  Kronecker  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  «  Tout  système  (ruk)  (i,  k  —  i,  2,  . ..,  n),  de  n2  éléments  t\ik, 
à  déterminant  |  t\ik  \  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  systèmes 

(«S3?(0),    (effi),    (tft)  (r=2,3 n). 

»  Lorsque  le  déterminant  |  T\i]s  j  est  négatif,  il  faut  encore  ajouter,  soit  ao 
commencement,  soit  à  la  fin  des  svstèmes  composants,  le  système  (8lfc).  » 

Théorème  FI.  —  «  Tout  système  (r,a)  de  n'  éléments  riik  (1,  k  =  1,2 n  ), 

à  déterminant  \i\A  |  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  systèmes 

(«52(0).     (*J?(0)i     («»)i        (r  =  af3,...,n). 

Lorsque  le  déterminant  |  rÉ/l  |  est  négatif,  il   faut  encore  ajouter,  soit  ao 
commencement,  soit  à  lu  Go  des  systèmes  composants,  le  système  (8ik).  » 
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Théorème  III.  —  «  Tout  système  (  ijrt  )  de  /?-  éléments  Tjfl  (i.  /.  --  i .  •.•,  3,  . . 
à  déterminant  positif,  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  composition  de 
systèmes 

(*i¥(0),     (c}J),     (ta)  (r  =  2,3 n   , 

»  Lorsque  le  déterminant  |  ija  |  est  négatif,  il  faut  encore  ajouter  le  sjiV 

composant  (8a).  » 

/a 
Par  exemple,  pour  n  =  -2,  on  peut  envisager  le  syst< ime  I  1  comme  com 

posé  des  seize  systèmes  qui  rentrent  effectivement  dans  les  trois  types  pi 
dents 


Théorème  IV.  —  «Toutsystèmc  ("ntfc),à  déterminant  positif,  peut  être  envi- 
sagé comme  résultat  de  la  composition  de  systèmes 

(«ffitO).     (*i?(-0):     (««)  (r  =  2,3 /,  . 

»  Lorsque  le  déterminant  est  négatif  il  faul  ajouter  le  système  composant    5 
On  déduit  des  deux  théorèmes  III  et  IV  ce  corollaire  important  : 

«    Une  fonction    F  des   //-  éléments  d'un  système  [t     l,   composé  des  deux 
systèmes  (#,•*),  ( jKa  ) ?  n'est  indépendante  de  V ordre  suivant  lequel  on  com| 
les  deux  systèmes  (a?ik),  (j'a)^  que  si  F  ne  dépend  que  du  déterminant  | 
du  système  {i\ih  ).  » 

Théorème  V.  —.«Tout  système (riiJt)  dont  les  éléments  i 
sont  réels  et  dont  le  déterminant  |  i\ik  |  est  égal  à  i  peut  être  enviï  mm 

résultat  de  la  composition  de  systèmes 

(«ffo».  («52  ï,  («*i 

dont  les  éléments  sonl  aussi  réels.  •■ 

On  déduit   de  ce  théorème  qu'une  Fonction   I-   des  coefficients  d'un  sysl 
de  formes  homogènes  de  n   variables  est  un  invariant,  lorsque  la  râleur  de  l 
oe  change  pas  quand  on  y  remplace  les  coefficients  du  système  par  i 
•  nuis  correspondants  des  sj  sternes  transformés  par  chacune  des  (n      i)  substi 
tutions 

i    Xx  ■    fi?',.,  ./•. 

Pour  que  F  soit  un  invariant,  il  faut  d'ailleurs  (en  faisant  abstraction  du 
cas  d'une  seule  forme  de  deui  variables)  que  II  raleui   de  I 
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pour  les  (n  +-i)  transformations  correspondant  aux  substitutions  (i);  aucune 

de  ers  ( //        m    conditions  n'est  superflue. 

Théorème  VI.  —  «  Tout  système  (7^  )  dont  les  éléments  sont  réels  et  dont 
le  déterminant  est  égal  à  1  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  S)  .-truies 

(«H}(0)i        (*iï(0),        (c$)  (r  =  3,4,...,n), 

dont  les  éléments  sont  réels.  » 

On  en  déduit  que  F  est  un  invariant  quand  sa  valeur  ne  change  pas  pour 
les  //  transformations  qui  résultent  des  //  substitutions 

,'  xx  =  x\  -+-  tx\ .        xh  =  x/t  (  h  =  2,  3,  ...,«), 

(-' )         J  x%  =  tx'i  +  œ'i,        xh~  x'u  (h  —  1,  3,  '[,  . ..,  n), 

[a?,=  a;'r,        a7r  =  a?;,        xh— x'h  (h>ith]   r,  r  =  3, 4,  ...,«). 

Aucune  de  ces  /i  conditions  n'est  d'ailleurs  superflue. 

Théorème  VIL  —  «  Tout  système  (f,oi)  dont  les  éléments  sont  réels  et  dont 
le  déterminant  est  égal  à  1  peut  être  envisagé  comme  résultat  de  la  compo- 
sition de  systèmes 

(«ffi(O),        (*iï(0)  (r=9,3,  ...,//), 

dont  tous  les  éléments  sont  réels.  » 

On  en  déduit  que  F  est  un  invariant  quand  sa  valeur  ne  change  pas  pour 
les  2W  —  2  transformations  qui  résultent  des  .ni — 2  substitutions 

\  xt=  x[  -+-tx'r,       xll=x',l  (h>i) 

(3)1  ,  ,  (r  =  a,3,  ...,  //)• 

(   xr—  t  x\  -+-  .r ,.,  a?,,  =  27,  (Il      r-  ) 

Aucune  de  ces  2/î —  2  conditions  n'est  d'ailleurs  superflue. 

Théorème  VIII.  —  «  Tout  système  à  déterminant  A  peut  être  envisagé  comme 
résultat  de  la  composition  d'un  système  à  déterminant  1  et  d'un  système  (zlk) 
dont  le  premier  élément  en=  A.  » 

()n  en  déduit  que  tout  invariant  F  prend  une  seule  et  même  valeur  pou) 
toutes  les  transformations  résultant  des  diverses  substitutions  linéaires  ayant 
même  déterminant  A. 

Théorème  Al.  —  «  Pour  qu'une  fonction  rationnelle  R  des  coefficients 

(/',-  /', P„  =  0,  r,  2,  . 
/V      P,  +  ~'  +  P»=Vv 
>/      i,  2,  3,  ... 

d'un  système  de  fonctions  homogènes  de  dimensions  vr  v .  e  ,  . 


v 


r  '' 


/'    r 
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goit  un  invariant  de  ce  système  de  fonctions,  il  suffit  que  la  fonction  II  ne 
change  pas  de  valeur  pour  les  transformations  du   système  de   fonctions 

sultant  des  substitutions  (i),  ou  (2),  ou  (3),  pour  t       r.  m 

Dans  la  décomposition  des  systèmes  de  n1  éléments  eu  systèmes  composants, 
il  importe  peu  que  l'on  ait  un  type  de  plus  ou  de  moins  de  systi  mes  compo- 
sants; ce  sont  les  propriétés  de  ces  systèmes  composants  qui  importent.  <>n 
s'en  aperçoit  bien  vite  dans  les  applications.  Par  exemple,  lorsque  l'on  reut 
démontrer  la  connexité  des  systèmes  dont  le  déterminant  a  le  m  çne,  il 

est  naturel  de  commencer  par  décomposer  les  systèmes  suivant  les  (an  — 2) 
types  (3)  et  non  pas  suivant  les  n  types  (1),  quoique  2/1  1  soit  plus  grand 
que  n.  De  même,  lorsque  l'on  veut  établir  les  équal  ions  aux  dérivées  partielh  - 
auxquelles  satisfont  les  invariants  de  systèmes  de  formes  donni  es,  1  'est  encore 
la  décomposition  suivant  les  (2/1 — 2)  types  (3)  que  l'on  utilise. 

En  général,  chaque  application  que  l'on  veut  faire  de  la  décomposition  des 
systèmes  détermine  le  genre  de  décomposition  qu'il  convient  d'employer.  <»n 
peut  toutefois  établir  en  principe  qu'il  est  avantageux  que  chaque  transforma- 
tion s'étende  à  aussi  peu  de  variables  que  possible.  Aussi,  dans  les  mod  - 
décomposition  dont  il  est  question  dansée  Mémoire,  les  systèmes  composants 
sont-ils  choisis  tels  que  les  diverses  transformations  ne  portent  chacune  que 
sur  deux  variables.  Il  est  bien  évident  que  le  nom  lue  des  systèmes  composants 
ne  peut,  dans  ces  conditions,  être  inférieur  au  nombre  des  variables.  Qu'on 
puisse  les  réduire  à  un  nombre  moindre  en  abandonnant  le  principi 
certain;  mais  cela  n'a  aucun  intérêt. 

L.  Kronecker.  —  Décomposition  des  systèmes  de  //-  éléments  el 
application  de  celle  décomposition  à  ta  théorie  des  invariants 

(suite).  (()o,')-(ii  {). 

Les  invariants  J  (...  C'^,,         „   . . .)  d'un  système  de  formes 

/',•/'. P       "•  '• 

V  C   '"  /■"'    ,"-  /•""  il'/'  /  1  I 

/>!./'■ P„  \  '/  I    .'.•...    •  / 

peuvent  être  caractérisés  par  les  (an  —  a)  équations  aux  dérivées  partielles 
V  [(n-e)^      ,,       -  ■/.. 

!>,.  I'  ■ /».,.   ,/ 

I 


que  l'on  obtient  directement  en  utilisanl  le-  résultats  déduits  du  '  \  n 

dans    l.i    Communication    précédente.    Dans    ces    équations    il    faui    prendre 
succcssivemcul     :       ht    et  1;    il    faul    aussi    prendi 

r         •.  .1 //  ;  elles  m. ni  donc  Lien  .111  n.'iiiloe  de    •  //  I 

aux  valeurs  de  /),,/?,,  ...,  />,,      ->,  1    1, ...  telles  que  I1 u'  simultanén 
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et  aussi  aux  \  aleurs  de  g 


g      i.  ■■.... 


qui  correspondent  aux  diverses  formes  du  système  considéré. 

Si  au   lieu  «les  invariants  J(. . .  Cp,,p, »„•••)  on   envisage  les  invariants 

absolus  à  ( . . .  C.ri,  pSf .  .,/)„,-..),  il  faudra,  pour  les  caractériser,  ajouter  aux 
a/i—  a  équations  aux  dérivées  partielles'précédentes,  dans  lesquelles  on  a  écrit 
^,  au  lieu  de  J,  l'équation 

//',</'.. P„         0,1,2, 

V                Ml)                           '^  ( 

Pi,*,P <v  (K'^-'l'- p»  \  g  =  1,9,3,  ... 


Ces  (2/j  — i)  équations  partielles  remplacent  entièrement  les  n1  équations 
établies  par  Aronhold  dans  le  tome  62  du  Journal  de  Crelle,  p.  293  et  309.  On  ob- 
servera  que  leur  nombre  est  bien  moindre,  mais  surtout  que  chacune  d'entre 
elles  a,  par  elle-même,  une  signification  bien  déterminée;  chacune  exprime  le 
fait  de  l'invariance  de  la  fonction  des  coefficients  du  système  de  formes  con- 
sidérées pour  l'une  des  transformations  fondamentales  (3).  On  observera  aussi 
que  cette  réduction  des  n2  équations  d'Aronhold  à  111—  1  équations  montre  la 
raison  des  relations  entre  les  n-  équations  données  par  Aronhold  lui-même.  Enfin 
on  observera  que  les  équations  aux  dérivées  partielles,  qui  sont  au  nombre  de 
»/?  —  2  pour  J,  de  271  —  1  pour  3,  sont  toutes  nécessaires  pour  caractériser 
ces  invariants;  aucune  d'elles  ne  peut  être  laissée  de  côté. 

Si  nous  appliquons  les  théorèmes  généraux  qui  précèdent  et  qui  concernent 
des  systèmes  de  formes  quelconques  à  des  systèmes  de  formes  linéaires 

Vc.A.^        (i,k  =  1,2,  ...,  n  ). 

{  k) 

et  si   nous   observons  que^  dans  ce  cas,  une  fonction   d«s   coefficients  CiA  ne 
peut  être  un  invariant  que  si  elle  est  fonction  du  déterminant 

I  C^  |  (1,  k  =  i,  2,  . ..,  n), 

nous  voyons,  en  appliquant  le  corollaire  (1)  du   théorème  Y,   que   toute  fonc- 
tion des  n2  coefficients 

/C„    c„    ...    ClnN 


c     \ 


c„    cM    . 

C„,    Cflil     •••     C„„ 

gui  ne  curie  pas  : 

1"  Lorsque  l'on  ajoute  la  première  colonne  à  la  seconde; 

20  Lorsque  l'on  remplace  la  première  colonne  par  une  quelconque  des  autres 
colonnes,  en  remplaçant  simultanément  cette  dernière  par  la  première  colonne 
changée  de  signe; 

Lorsque  l'on  multiplie  la  première  colonne  par  un  nombre  quelconque  t  el 
que   l'on    divise    simultanément  la   seconde  colonne  par    le  même  nombre  <■ 

ne  peut  cire  gu*  une  fonction  du  déterminant  \  Cik  |  ( /,  A  —  1,  •> //)• 

En  appliquant,  de  même,  le  corollaire  (3)  du  théorème  VII,  on  voit  que 
toute  fonction  des  n  coefficients  Cik  gui  ne  varie  pas  : 
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i°  Lorsque  l'on  ajoute  t  fois  la  première  colonne  à  une  autre  colonne  quel- 
conque; 
20  Lorsque  l'on  ajoute  à  la  première  colonne  une  quelconque  des  suivantes 

multipliée  par  t, 

ne  peut  être  qu'une  fonction  du  déterminant 

I  Ca  \>  {i,  /.—i,.> n). 

Une  fonction  des  n-  éléments  Clk 

*(Cn,CM>  ....C.J, 

est  donc  caractérisée  comme   fonction  du  déterminant    |ClJk|,  par  les    \n 

équations  aux  dérivées  partielles 

1 c"  wik  =  "'     1  c«  tic;,  -  ° 

(i)  (i) 

(ï    =  i,  a //  :     /::•),:; «). 

Envisageons  maintenanl   une  fonction  «^(C.^C,, C„J  des   n    éléments 

Cik,  entière,  linéaire  et  homogène  en 

c  ,   c  ,   c  , 

qui,  lorsqu'on  permute  ces  éléments  avec  les  éléments 

C,*»     <* ! 

pour  l'un  quelconque  des  indices  i      2,3,  ...,//,  prend   une  valeur  égale  mais 

de  signe  conlrairc,  et  qui  est  égale  à  i  pour 

Chh=  i       (h  =  1,2 n),         i  i         / 

Cette  fonction  <l>  ne  peut  être  que  le  déterminant  ,A       t,    . 

«i   l'on   démontre  pour  cette  fonction   «l».  sans  aucune  peine,  le  théorème  de 
multiplication    des  déterminants   ainsi  que  la   représentation  de   ♦   par  une 

somme 

(  \  )  2^        "••'« '"'"'•  '  '''-    '  '  •  •  '•'"•" 

'i.  «i i« 

où,  en   désignant  par  (An,  \, \„.,  |    un  système  ii\<-  arbitrairement   une 

fois  pour  toutes,  la  valeur  de  s/lf  j peut  être  mise  sous  la  i • 

""'• *"     iv.i 


On  voit  donc  qu'à  l'aide  d'un  seul  déterminant,  choisi  à  volonté,  oi 
présenter  chaque  déterminant  comme  somme  de  n  monôm 

Si  l'on  choisit  pour  déterminant  |  \  ,  |  celui  que  <  auch)  .i  pris  comme  i 
de  départ  <\c  ses  développements  sur  les  déterminants,  •■  -  n 

\xt  "'  I  (/'-'      '■  " 
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où  x  désigne  une  indéterminée,  <>n  peul  écrire  l'équation  (  \  ) 

(5)  |*2   l||C,,J  V      \xf   •  |C,ltiC/s,2...C/w,fl, 

où   dans  le  premier   membre  (A./,       1,2 n),  tandis  que  dans  le  second 

membre   [h  —  1 ,  a //  :   i  =  i,,  ia,  . . .,  /„  ),  (  i%i  i ,,  . . . ,  i„=  1,  :;,  . . .,  //  ),  ou 

encore 

1  cu  1  y\  <  ■/-.  - r.  )  =  21  n (a?/-  "  ■7;,v)ii c"'' 

1  r,j)  i,,  ft /„  [r,s)  m 

où   dans  le  premier  membre  (//./.       1,2 n)}  tandis  que  dans  le  second 

membre  (  r,  s,  1      1 ,  2 //:  r  <  s  |,  1  /,.  /,...,/„      i  .■>,... ,  //  ). 

C'est  cette  formule  (6)  que  M.  Schering  a  établie  en  se  plaçant  à  un  point 
de  vue  différent  de  celui  de  M.  Kronecker.  <>n  déduit  sans  peine  de  cette  for- 
mule (6)  les  propriétés  des  déterminants;  il  semble  cependant  que  la  formule 
plus  générale  (4)  de  M.  Kronecker  ait  sur  cette  formule  (6)  quelques  avan- 
tages. 

Fuchs  (/>.).    —   Sur  la   théorie  des  équations  différentielles  li- 
néaires (suite).  (718-726). 

Dans  le  t.  71  du  Journal  de  Crelle,  M.  Fuchs  a   montré  que  les  modules 

dz 


de  périodicité  de  l'intégrale    /    — 

J     V  r1 


—  >  ou 


(1)  <p(*)  =  (*-*)(*-*,)  (s  -  *,)(*-  /:,)(  z  -  k4)t 

vérifient  l'équation 

.  ,      d'y      on/      d3y      25  .„.       d'y      5  .,„.       dv        \~>    .,   .,    . 

où  <}/(*)=  (*--*,)(*  —  *,)(*--*,)(*- *4)  et  où  «J,<«>(*)  =  -^j[. 

lui  désignant,  pour  ï  =  t,2,3,  4>  par  ^  le  système  (a?,  A-,),  et  en  posani  pour 
abréger 

les  six  fonctions  de  a: 

(1,  2),    (.,  3),     (1,  4),     (2,  3),    (2,  ',).  (3,  1) 

vérifient  une  équation  différentielle 

à,  11  d   11  ,/■  11  du  du  du  - 

dont  les  coefficients  Q  sont  des  fonctions  rat  ion  ne  Iles  de  x  et  de  /.,,  /.,,  /.  ,  /. ,; 
et  cette  équation  est  nécessairement  réductible.  On  peut  le  \<>ir  soit,  en  appli- 
quant au  cas  particulier  actuel  les  considérations  générales  contenues  dan-  les 
Sitzungsberichte  de  1888  (voir  Bulletin,  juillet,  t.  XVI,  1».  109),  soit   en  ob 


ri  tu*. 
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servant  que  l'intégrale  particulière 

(4)  w  =  (h  2)  —  (i,  3)  +  (i,  i)  -+-  (a,  3)  —  (a,  4; 

de  l'équation  (3)  esl  une  fonction  rationnelle  de  a?. 

Désignons  par  7)  une  intégrale  d'une  équation  différentielle  appartenant  •>  là 
même  classe  que  l'équation  (a),  de  sorte  que  l'on  a 

(5)  t,  -  ?,  r  +  r,.T'       -.  -  .i 

on    chaque   coefficient   v->   esl    fonction   rationnelle  de    r  el    de   i 

dx' 

posons,  pour  abréger, 

Vlors  y^y'H  —  y*y"l  Peul  être  in's  sous  l;i  forme 

p.[.,»]+p,^[.,.]+pi^![.,1] 

où  P0,  Pt,  Pa,  P3,  P4,  V.  sont  des  fonctions  rationnelles  déterminées  de 
l'on  désigne,  pour  abréger,  par  w,  la  fonction 

(6)  «\  =  [i,  2]-[i,3]h-[i,  \\-,  |  ..  3]-|  -,  ',|      |  ;.  ',|. 
on  peut  mettre  w,  sous  la  forme 

(7)  «')=(<P,+  Po!Ps)«;  +  K+P,<Ps)«"H-P,<pïtv"-t-P191CV"-t-P4<f    «V  P    ; 

et  tv,  est  donc  une  fonction  rationnelle  de    /  . 

En  faisant  varier  9,,  <p„  tpa,  ps,  l'intégrale  r,  représentera  tous  les  modules 
de  périodicité  des  intégrales  de  première  el  <l<-  deuxième  espèce;  donc  les 
équations  ('i)  et  (<>)  représentenl  toutes  les  relations  entre  les  modules  de 
périodicité.  Ces  relations,  que  l'on  établit  dans  la  théorie  des  fom  ti 
lien  nés  eu  se  plaçant  à  un  tout  autre  poinl  de  ^ik.  sonl  ainsi  déduites  du  fail 
que  l'équation  (3)  esl  réductible. 

<)n    peui    eu    particulier   déterminer   .  .   -  .    .    de    manière    qu  ond 

membre  de  l'équation  (t  )  soil  égal  à  zéro.  Les  fonctions  [X,  p,]  soi 
des  intégrales  d'une  équation  différentielle  du  sixième  ordre  faisan!  parti 
la  môme  classe  que  l'équation  |  I)  ;  celte  équation  s<  réduil  au  < 
pour  ce  choi x  part iculier  de  tp,,  - 

Un  exemple   particulièrement    intéressant    concerne  le  cas  où  »   esl  module 

de  périodicité  <le  l'intégrale  <le  première  espè<       /  •    \l<'i^,  poui 

J    s  - 

;■:  (a?),        -  . 

la  relation  w.      «»  esl  vérifiée,  cl  cette  relation  que  l  "n  pi  ni 

[i,    'I      [i,    ;l    :   [i.    i 

coïncide,  aux  notations  près,  avec  la  relation  coi |ui   li 

liu/l   des  Sciences  mat  hem.,  •    série    t.  XVI.  (<  R 
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périodicité  des  intégrales  de  première  espèce.  (  >n  ,i  alors 

(8)     r,        ± xty")(x )—  T^'"(.r)  \.y-''>¥(x)y-  jV(œ)y"    -  ^(x)y'. 
Si  nous  considérons  maintenant  le  système  fondamental 

d'intégrales  de  l'équation  différentielle  (•.>)>  [équation  qui  appartient  à  la 
classe  d'équations  différentielles  envisagées  dans  le  t.  66  du  Journal  de  Crelle, 
p.  i  |ii.  équation  (i3)],  la  fonction  t\  définie  par  l'équation  (8)  doit  rire  inté- 
grale d'une  équation  différentielle  du  quatrième  ordre  tic  la  même  classe.  Soil 

Ci  =  \~  \  +  ^4—  i\»         S.  =  T..  —  T<» 

le  système  fondamental  de  cetle  équation  différentielle  qui  correspond  au 
système  fondamental  ((>,,  i\,  i'..  v4),  et  posons 

«  =  ^ç,—  «'.Cii 

M     Fuchs  démontre  que  l'on  peut  définir  .r,  /.,.  fca  comme  fonctions  de  trois 
variables  indépendantes  ':.  i\,  Z,  par  les  équations 

(9) 

nous  donnons  à  h    et  /.'.  des   valeurs  fixes,  par  exemple  o,  i. 
En   différentiant  ces  équations  (9),  on  a 

d*=ted*  +  Wtdk>+dFadk>> 

dl   ,  |?  dx  -1-  -'-f-  dkt  +  -^  rf*  : 

(M?  (M,  dÀ", 

soil  a  le  déterminanl  fonctionnel  des  trois  seconds  membres 

a  -  V  -+-  (3.  fh'  ^ 

Z*  ~~  dx  ôk,  dka  ' 

el  posons,  quels  que  soient  p,  q,  r 

v-i    ,       dq    dr     ds 

où  i)  1  tut  prendre  1  baque  terme   ivec  l<   même  signe  que  le  terme  correspon 


b 

c 

— 

=  Ci 

-  —  i\, 

--V 

a 

a 

a 
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dant  de  A  ;  enfin  soil 

II  (a,  h.  c,  d)  —  -G(  ".  h,  c  d). 

M.  Fucbs  démontre  que  cette  fonction  H(a,  6,  '•.  d)  est  "/,<    fonction  mu 
vor/ue  et  rationnelle  de  x.  Il  renvoie  ;'■  plu-  tard  la  suite  de  cette  Commuai 

cation. 

Hcyc  [Th.).  —  Sur  les  variétés  Linéaires  de   faisceaux  «le  plans 
projectifs,  et  de  gerbes  de  plans  ou  d'espaces  collinéaires.    E 
839). 

Lorsqu'une  variété  linéaire  |M,|  est  composée  de  »'  formes  fon  '  îles, 

deux  quelconques  de  ces  formes  fondamentales  engendrent  toujours  la  même 
forme  géométrique.  Vinsi  les  x1  faisceaux  de  plans  u  qui,  pris  deux  i  deux, 
engendrent  la  même  surface  réglée  ou  le  même  cône  du  second  ordre,  forme  ni 
une   variété   linéaire  |w,f.   Deux   gerbes  collinéaires  de  plan  ni    les 

cordes  d'une  cubique   gauche  ca   et  déterminent    simultanémenl    un 
linéaire  \  S J  de  x1  gerbes  collinéaires;  les  centres  de  cette  variété  lin 
situés  sur  c3  et  chaque  paire  de  plans  homologues  se  coupe  suivant  un.-  • 
de  c'.  Deux  espaces  collinéaires  engendrent  en  général  un  complexe  tetr 
quadratique  de  droites  el  déterminenl  simultanément  une  variété  lincain     i 
de  oc'  espaces  collinéaires  dont  deux  quelconques  engendrent  par  leui 
homologues  le  même  complexe. 

A  l'aide  de   ces   variétés    linéaires  |«,|,  |S,j,  |-,l.  on    peut   engendrer   des 
variétés  linéaires  à  //  dimensions  |w„|,|S„|,    1      par  de-  considérations  pure 
ment  géométriques;   ces   variétés   linéaires   ;i    n   dimensions   sont    délern 
par   n  -l-  i    de    leurs    a"    faisceaux    projectifs    de    plan-;,    gerbes   collin 
plans,  espaces  collinéaires. 

Dans  chacun  des  cas  envisagés  on   trouve  des   limite-  supérieures   poui 
\insi  on  ne  peut  construire  que  /    faisceaux  de  plans  projectifs  .1  un 
de   plan    donné  u,   tandis    qu'il    existe    x      gerbes    collinéaires    ■•    ui 
donnée  S  ei.  »"  es|iaces  collinéaires  à  u\\  espjace  donné  -.  Dans  I    ns<  ml 
faisceaux  de  plans  projectifs  on    peut   dune  distinguer 

|//J,  |«j,  ...,  \n  \  de  i,  a 6  dimensions,  tandis  que  dan-  l'cnsembl 

gerbes  collinéaires  de  plan-   nous   distinguerons  des    variétés    li  v 

|Sj,  ...,  |S10|  de  i,  a io  dimensions  ci  que  pour  le-  es| 

de  plans  nous  distinguerons  de-  variétés   linéaires     S,|,  |I 

:>,  .  .  .  ,    i  \   dimensions. 

Ce  -ont  ces  variétés  diverses,  qui,  coin  me  on  le  voit,  -"ni  en  grand  noml 
dont   l'étude  est  l'objet   de  -i\  grands  Mémoires  de  M.  H 

e-l  contenu  d.ois  le   I.   101  «lu  Journal  de  <   r,  lie.    L'aUteUl    -    propi 

cher  les  formes  géométriques  engendrées  par  ces  variétés,  de  donnci  leui 
priétés  les  plus  remarquables,  enfin  de  mettre  en  évidenci    leurs 
dégénérescences.  I  n  exemple  fera  bien  saisir  l'importance  de  l'étude 
dégénérées  :  les  points  double-  des  espaces  -  d'une 

situés  en  général  sur  une  courbe  gauchi  du  i 
est  entièrement  déterminée. 

Dans  sa  Communication  actuelle,  M    Rcy<    cherche,  en  quel  i  "» 

diquer  la  marche  qu'il  a  suivie  el  les  résultats  pi paux  qu'il 
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\ h ii I > i it|iii*iniM)i   on   peut   représenter  fort  simplement  les  variétés  linéaires 
dont   nous  venons  de  parler.  Soient,  a,  p4.,  y.,  8.  des  fonctions  linéaires  quel 
conques  des  coordonnées  ponctuelles  x,  r,  c  et  soient  k-,  X,  ;j.,  v  des  paramètres 
arbitraires.  Les  équat  ions 

a. H-  XJj(.-{-  U-Y.-+  v8t.  =  o, 

représentant,  pour  /  o,  i,  2,  ...,  //,  dos  espaces  collinéaires,  <>n  donne  au* 
paramètres  X,  ;a.  v  des  valeurs  déterminées;  elles  représentent  //  i  1  plans 
homologues  de  ers  espaces  collinéaires.  L'équation 


7    ^(a^+Xp,.-!- u.y,.H- v8,)  =  0 


1  =  0 

représente  la  variété  linéaire  |Sn|  qui  est  déterminée  par  les  n  -+- 1  espace» 
collinéaires;  lorsque  l'on  donne  des  valeurs  déterminées  aux  rapports  des 
// -h  1  paramètres  k0,  kr  ...,  kn,  elle  représente  aussi  un  espace  quelconque 
de  |Swj.  Si  l'on  pose  ;x  =  o,  cetle  même  équation  représente  une  variété  linéaire 
à  //  dimensions  de  gerbes  collinéaires.  Si  l'on  pose  p.  =  v  =  o,  cette  même 
équation  représente  rue  variété  linéaire  à  n  dimensions  de  faisceaux  de  plans 
projectifs. 

M.  Reye  fait  usage  de  cette  représentation  analytique  pour  déterminer  cer- 
tains nombres  qui  jouent  un  rôle  important  dans  les  variétés  considérées  et  il 
parvient  ainsi  à  des  systèmes  d'équations  algébriques  remarquables  et  à  peine 
étudiés  jusqu'ici. 

Ses  recherches  générales  sont  notablement  simplifiées  par  la  façon  dualis- 
tique  dont  les  variétés  linéaires  se  présentent  en  général.  Exemple,  les  deux 
systèmes  de  faisceaux  de  plans  projectifs  qui  engendrent  tous  deux  un  même 
li\  pei  boloïde. 

Une  variété  linéaire  |M„|  contient  oo(',— *K*'+0  variétés  linéaires  |MJ,  lorsque 
/*>i>o.  Lorsque  |M„|  est  composée  An  formes  fondamentales  nous  comptons 
comme  faisant  partie  de  |  M„  |  toutes  les  formes  que  ces  formes  fondamentales 
engendrent  ainsi  que  toutes  les  formes  que  les  |M(.|  engendrent.  Et  comme 
toutes  ces  formes  engendrées  sont  de  natures  fort  diverses  (groupes  de  points, 
de  droites,  de  plans;  courbes  gauches;  congruences;  complexes;  etc.)  et  qu'il 
y  a  nécessairement  entre  elles  certaines  dépendances,  on  peut  se  proposer  de 
trouver  ces  diverses  dépendances.  C'est  ce  qu'entreprend  M.  Reye.  Exemple  : 
L'nc  variété  linéaire  de  faisceaux  \u.t\  et  la  variété  |  £,  |  qui  lui  est  liée, 
engendrent,  en  général,  un  complexe  tétraédral  quadratique  de  droites,  le 
tétraèdre  principal  de  ce  complexe,  oo8  cubiques  gauches  circonscrites  au 
tétraèdre  principal  et  n'ayant  comme  cordes  que  des  droites  de  ce  complexe, 
enlin  x>*  surfaces  complexes  du  second  degré  dont  chacune  contient  x'  des 
courbes  gauches. 

I  n  des  résultats  les  plus  remarquables  obtenus  par  M.  Reye  est  celui-ci  : 
les  variétés  de  faisceaux  \u„\  et  l^._„l  sont  dans  une  certaine  dépendance 
dualistique  el  dépendent  du  même  nombre  de  paramètres.  Ainsi  le  complexe 
tétraédral  des  axes  d'une  variété  \u  |  est  son  propre  réciproque  et,  comme  |  u,| 
elle-même,  dépend  de  i3  paramètres.  De  même  que  la  variété  \ut\  esl  détei 
minée  par  une  surface  réglée  du  second  ordre  et  | // J  par  une  cubique 
gauche  c    de  même  I"  !  dépend  d'une  surface  réglée  de  second  classe  el  \ut\ 
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-I  un  Faisceau   de  plana  cubiques  y*.  Les  intersections  des  plans  de  7    sont  les 
axes  de  x1  faisceaux  des  variétés  \u4\,  et  les  droites  communes  di  -  /  ■  1  omplexes 
tétraédraux  de  \k.\.  Les  x-  tétraèdres  principaux  de  ces  complexes  sont  formés 
chacun   par  quatre  plans  des  y3.  Les  x6  cubiques  gauches  de    uj  soi 
tivement  circonscrites  à  oo1  de  ces  tétraèdres  principaux  et  sont  donc  avec  le 
faisceau  de  plans  y3  dans  le  rapport  invariant  de  M.    HurwitZ    Ce  dualisme  d.- 
\un\  et  de  |  u._n  |   s'étend  à  tous  les   cas  particuliers  de  ces  variétés.   Il   \   a 
dualité  entre  les  x"  "(' !  '    variétés  linéaires  |ut.|  contenues  dans  la  variété    u 
et  les  yJ"  '  ' '•"  variétés  linéaires  \utr  -|  qui  se  coupenl  suivant    u    m\. 
La  même  dualité  a  lieu  pour  |SH|  et  |S,,  „  |  ;  et  aussi  pour    I .  '  .1     SM_, 

Kronecker  (L.).  —  Sur  une  fonction  sommatoire.  (867-881   . 
Envisageons  les  deux  équations 


(') 


\  2tf'K)—Htf(o)  =  *-/(<>),       0    ;8-    i, 


où    /■  est  un   nombre  réel    quelconque,  el    où    les  nombres  entiers  ///.  //  sonl 

définis  par  les  inégalités 

x  %  mt  <  x  -+-  t.         x  <  ///     .r  +  /. 

£  étant  un  nombre  réel  fixé  arbitrairement,  et  /'(.r)  désignant  une  fonction 
réelle  de  x,  finie  ainsi  <|ue  ses  dérivés  f  (x),  /"(•/'  ),  ...,/'  (a?)  dans  l'inter- 
valle (  <»   ...   O- 

Ces  deux  équations  caractérisent  entièrement,  à  la   constante  ï, /\  •■  >  près, 
une  fond  i"ii 

(|ue  M.  Kronecker  nomme  /onction  sommatoire.  Celle  1 :tion  sommatoire 

|)eut  être  représentée  par  l'expression 

l    Ly-(o)       +(0]^/(«) 

l  //       // 

1        "    ', 

/    [/(*)«  "  (     ■'■'      /       «    s 

où  les  fonctions  g  (x),  g' {x) g>n  (a?)  sonl  formées  à  l'aide  de  la 

réelle  arbitraire  mais  finie  ainsi  <|u<-  sa  dérivée  dans  l'intcrvalli 

p), 
en  développant  d'abord  yi.r).  poui  ;*,  suivant  la  sérii    l<    Fourici 

•:(./•)      \^  xka  111     ^         2^ 

/.     I 


.    !) 
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en  délcrminanl  ensuite  les  nombres  '/,,,  vi  de  manière  <pic  l'on  ail 

■•/.  - 
akevk™  -     (afc+  pti  |        (/,_.,•>,  3,  ...), 

el  ensuite  g  (./•  ),  g'  (x),  ...  g  "   '(,;•).  par  les  équations 


•""«-^Ir./,^ 


—^cos^— +efc+5Ajic         (A  =  i,,,3,  ...,n), 

A— 1 


tandis  que  a'v"( — a?)  est  déterminée,  dans  l'intervalle  <>^x<<,  |>;»r 

cty  (  x  ) 


(-*)  =  - 


<7.£ 


el  hors  de  ecl  inten  aile  par 

g("  (x  ■+■  t)  =  -•  " >(#)■ 
On  pcni  modifier  la  forme  de  ce  résultat  et  le  généraliser  en  posant 

I     f(x)  dx  =  F(x-hz), 

g(x)      [*(o)-4»(0]G(«), 
ff(*>(*)=[«Ko)-4>(O]G«(a0        (A  =  i,  a,  ...,/i). 

On  voit  alors  que  l'expression 

/i  =  « 

V  T  ''  (a;)  G  "  h'(z  —  x)  -t-  ^    [  I-"  (.r  )  G  "  (  z  —  x)  —  F(»+0(a?)G  (  s  —  #)]  ete 
/<  =  i 

représente  une  fonction  de  x  dont  la  valeur  reste  constante  tant  que  l'argu- 
ment x,  en  croissant,  reste  compris  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  pro- 
gression arithmétique 

nt  +  z        n  =  (...,  —  2,  —i,  o,  i,  2,  . . .), 

tandis  qu'elle  augmente  de 

-F'{nt  +  z), 

2 

do  que    /•  atteinl    la   valeur  nt-\-z  de  l'un   des  termes  de  celle  progression 
arithmétique,  el  aussi  dès  que  x  dépasse  cette  valeur. 
Si  l'on  désigne  par  £tF'(.z)une  fonction  vérifiant  l'équation  aux  différences 


la  fonction 


2tF'(z  +  t)-2tF'(z)  =  F'(z)) 
<P(z)       l-  F'(s)-hStF'(s) 
\  éri  fie  l'équal  ion  au  x  différences 

*(5+  t)         •!•     ;  ,  -|  F   (5)         F'(;         / 


HEVUE   DES   PUBLICA  I  IONS-  167 

.M.  Kronecker  montre  que  cette  même  équation   (3)  est   également    réri 

par  LtF'(x  +  z),  c'est-à-dire  par  l'expression 

h-n 

V  Vh  (x  -h  z)C,  "  h  (-  x  1 
k  =  i 

-h  !     [F' ( x  -h  z)GW (—  x )—  F<" m  (x-i-z)G(-  x)]dx, 

lorsqu'on  y  substitue  à  x  un  multiple  entier  de  t.  Mais  les  relations  cai 
ristiques  (1)  montrent  en  outre  que,  lorsque  a;  n'est  pas  un  multiple  entier  de  /, 

on  a,  si  nt  est  le  multiple  entier  de  t  sil  né  enl  re  x  et  x  -+-  /, 

(4)  S^F'(a?+  5-hO—  ï£F'(a?-H*)  =  V'(z-t-nt). 
et,  de  plus,  si  S  est  une  fraction  positive  plus  petite  ([in-  l'unité, 

(5)  %F'(z-hBt)-¥tF'(z)  =  lF'(z). 

A  l'équation  aux  différences  (3),  il  convient  donc  de  joindre  les  équations  aux 
différences  (4)    et  (5)    pour  fixer  complètement  les  conditions  auxquelles   la 

(onction  que  l'on  veut  étudier  doit  satisfaire. 

Nous  allons  effectuer  les  calculs  indiqués  en  choisissant 


On  a  alors 


puis 
d'où 


<M#)  =  -  —x- 


ri     1      .     î**n 

A-  =  l 

ak  =  —  2,       Pfc=o       (/«-  1     ■.;....  )• 

A-—  » 

'  /,  ./•        // 


g.(n   fc)(-a.)  =_2,/.J£  ^_Cos(  LJ      .-jn  (A       ,.   , n). 

-"  (     x)      1,        +(0)  /. 

de  sorte  que  les  Ponctions  G  h  (x)  sonl  déterminées  par  les  formules 

/. 

G(«  /..  (  _<c)=-2**   1  V  _!_,  cosl   '/"r       ''  )-  G  ;• 

/.     I 

(  //     .  .       .  .  .  n) . 

C'est  donc  ici  l'expression 

h     n  k 


jF(«)      .Ni-  («)2i 

/.       I  A       I 


/.       I  A       I 

(6)  \ 

I  ;' 


/,     1 
dont   la  valeur  reste  constante  lanl   qui    l'argun 
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l'intervalle  tonne  par  deux  ternie--  consécutifs  de  1  «  *  progression  arithmétique 

///       3         (//=... —  a,  —  i,  o,  i,  a,  . . .  ), 
tandis  qu'elle  augmente  brusquement  de 


-  F'(nt  +  s), 

lorsque    l'argument   x  atteint,  en    augmentant,    une    valeur  ni -\   z,  et   ;m^i 
lorsque  a?  dépasse  une  telle  valeur.  On  a  donc,  en  désignant   l'expression  (6) 

par  V  (.r  ). 

iyF'(m«-f-a)+  ;Vr(;;/-;):-  V  (.r  )  -  V(  .r„  ), 

(m)  (/i) 

(  ./■      ml  -h  z  <  a?;  a?u<  /i£  -f-  -3  5  -r  )• 

Dans  le  <'as  très  particulier  où  .r  —  .r.  ,r  —  z  et  .r,—  s  sont   des  multiples 
entiers  de  /,  on  a 

»._  1    o   pour  /i  impair, 

_— -^cos    — ^— i  -h  -    -=  *   V 


k=  f    (—  O2 — ^j —  pour  A  pair, 

où  les  D  sont  les  nombres  de  Hernoulli.  On  retombe  donc  sur  la  formule  que 
Poisson  a  donnée  dans  son  Mémoire  célèbre,  Sur  le  calcul  numérique  de» 
intégra  les  déjin  ies . 

;;  ^  f'  (^  +  -)+^i7'(^  +  a) 

(m]  (n) 


=2 (- 1  >*-  -^~  [  P(iV)  ( *)  -  F(2V)  ( *o  )  I 

M 

+  2  /      F(»+0  (x)   >    — = — -  cos    — i +  -\-dx 

A-:=  1 
(o^v^-;     B0  = —  i;     o!  =  i;     xn=  ml -i- z  <.  x:     x0<.  nt  +  z%x\. 

M.  Kronecker  fait  observer  que  la  source  de  cette  formule  de  Poisson  <si 
l'expression  plus  générale  (6),  qui,  à  cause  de  ses  propriétés  énoncées  plus 
haut,  est  aussi  caractérisée  comme  étant  une  fonction  sommatoire. 

En  prenant  pour  <j/ (a?)  l'expression 

A-  =  s  —  1 

,  ,     .       i  V^       »  vkxTz 

<y,(x)—-t  —  x  —  t      y      - — si  n » 

rv     '      ■?.  £d    kit  t 

k—\ 
on  <  »  I  >  t  i  e  m  t ,  d'autre  part,  la  formule 

(  X  S  —  I  )  T.  X 

sin 

—  d.r 


./' 


(#0  =  w£  <  x,  x0  <  /*£  =  a?), 
qui  est  identique  à  la  formule  de  sommation  de  Lejeune-Dirichlet  lorsque  a?, 

el   X  ^<>iil    des   iniilt  JpleS  eut  iers  de  /. 

J.    M. 
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NOUVELLES  ANNALES    de   Mathématiques,  rédigées   par  MM.  Ch.  Brissi 
et  E.  Mouché  (1/).  —  3e  série. 

Tome  X,  [891. 

Lecornu  (L.).  —  Sur  les  mouvements  plans.  1  5-in 

Application  des  imaginaires  à  l'étude  du   1 ivement  d'une  (igure  plane  m 

variable  qui  se  déplace  dans  son  plan.  Une  analyse  simple  permet  ainsi  d 
blir  les  propriétés  connues  du  centre  instantané  ou  centre  de  vitesse,  du  centre 

d'accélération,  des  courbes  roulantes,  des  accélérations  d'ordres  quelc lues, 

et  de  résoudre  plusieurs  problèmes   relatifs  à   ces  théories,  avec    un.-  grande 
facilité. 

Adam  (si  ).  —  Note  sur  les  surfaces  de  révolution  applicables 
sur  une  surface  de  révolution  donnée,  cl  plus  généralement  sur 
les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'une  famille  son!  si- 
tuées dans  des  plans  parallèles  el  qui  sont  applicables  sur  une 
surface  de  même  nature.  (18- >..>). 

Cet  article  a  pour  base  la  remarque  suivante  :  Quand  on  déforme  une  sur 
face  de  révolution  en  lui  conservant  -<ui  caractère,  la  forme  que  prend  le  mé- 
ridien est  indépendante  de  sa  distance  à  l'axe  de  révolution. 

Carvallo  (/?.).  —  Formule  des  différences  <-i  formule  <!<•  T;i\l«>r. 
(24-29). 

La  formule  des  différences  que  l'auteur  établit  ici  donne  la  valeur  //    d  une 
fonction,  au   moyen  de  u0  »'i  des  différences  successives  de  //  .  en  s'arrêta  ni  .1 
un  rang  fixé,  et  m  complétant  par  un  reste  dont  M  donne  également 
sion.  Les  substitutions  de  la  variable  sont  faites  en  progression  arithmél 

On  comprend  commenteeci  lui  sert  d'Introduction  pour  arrivei  à  une  dén 

stration,  des  plus  simples  el  des  plus  élégantes,  de  la  formule  de  [*ayloi 
plusieurs  expressions   du    reste.  M    insiste  avec   raison,  en  terminant,  sur  les 
avantages  qu'il  y  aurait   à   prendre  le  calcul  <\r->  différences  poui   basi 
seignement  du  Calcul  infinitésimal. 

Ravier  (S.).  —  Intersection  d'une  droite  avec  un   hyperboloïde 

de  révolul  ion.   (  20,-33). 

Construction  très  simple,  dan-  les  deux  cas  où  la  projection  de  I.'  d 
le  plan  du  cercle  de  gorge  rencontre,  ou  ne  rencontre  pas,  ce 


C)  Von-  Bulletin,  XV,  p.  Bi 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  •    série,  l    \\  l      \o>    inhi 
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F.  ./.    M .  —  Sol  ii i  ion  de  l'épure  de  Géométrie  descriptive  donnée 
à  l'Ecole  centrale  en  1800;  1"  session.  (33-36). 

I ut ersect  ion  de  deu x  cônes. 

Maleyx  (  /..).  —  Etude  géométrique  des  propriétés  des  coniques 
d'après  leur  définition.  (37-59,  91-102,  i20-i33,  163-171). 

Fin  de  l.i  série  des  articles  dont  le  Bulletin  (t.  XV,  1».  86)  a  précédemment 
rendu  compte.  Nous  continuons  à  reproduire  l'indication  des  ( I i \  irions  princi- 
pales, c m.'  nous  l'avons  déjà  fait  : 

Constructions  de  coniques  définies  par  cinq  données  (fin).  —  Théorème  de 
Newton  et  conséquences.  Propriétés  métriques  des  ordonnées  d'une  section 
conique;  équations  des  coniques  à  centre  rapportée  a  deux  diamètres  conju- 
gués; équation  de  la  parabole  rapportée  à  uur  tangente  et  au  diamètre  con- 
jugué. —  Propriétés  des  coniques  dont  les  points  communs  appartiennent  à  un 
cercle-  Propriétés  <le  l'hyperbole;  théorème  de  Frégier.  —  Théorème  de  Joa- 
chimstahl.    —  Application  du  théorème  de  Pappus. 

Ecole  dis  Ponts  et  Chat  sskes  (Concours  de  iH<)o);  Cotjus  prépa- 
ratoires.  —  CoKCOLRS  d'.VDMISSION    \    l'ËcOLE    NAVALE    EN    lttS(). 

—  Concours  d'admission  \  l'Ecole  navale  en  1^90.  —  Enoncés 
des  compositions.  (59-64). 

Lévy  (£•)•  —  Intersection  de  deux  quadriques,  (65-76). 

application  d'une  méthode  de  M.  Darboux,  employée  déjà  par  M.  Carvallo 
pour  l'étude  du  contael  de  deux  quadriques  (même  Recueil,  décembre  1890). 
L'auteur  examine  successivement  les  cas  suivants  : 

A(À)  est  nul  sans  que  i<>n>  ses  premiers  mineurs  le  soient;  A(X)  est  nul 
ainsi  que  tous  ses  mineurs  du  premier  ordre,  mais  un  mineur  au  moins  du 
second  ordre  est  différent  de  zéro;  imis  les  mineurs  du  second  ordre  de  A  {\) 
sont  nuls,  mais  un  élément  au  moins  est  différent  de  zéro;  tous  les  éléments 
«le  Ai /.)  sont  nuls  pour  la  valeur  de  a  considérée;  l'équation  en  X  est  une 
identité. 

Marie  (M.).  —  Observations  sur  un  Mémoire  de  M.  Henri  Poin- 
caré,  publié  en  1887,  dans  Les  teta  mathematica  de  Stoc- 
kholm, et  relatif  aux  résidus  des  intégrales  doubles.  (77-82). 

L'auteur,  malheureusement  enlevé  depuis  à  la  Science,  discute  certains  points 
du  Mémoire  en  question,  el  conteste  notamment  l'exactitude  de  quelques  ré- 
sultats concernant   les  périodes  des  intégrales  doubles. 

Ocagne  (M.  <l  ). —  Sur  une  courbe  définie  par  la  loi  de  sa  recti- 
fication. !  82-90). 

Étude  d'un  mode  de  correspondance  entre  une  droite  et  une  courbe,  tel  que 
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la   distance  entre  deux   points  correspondants   soil   constante,  el   qui 
courbe  soit  égal  au  segment  de  droite  corr<  spondant.  La  question  peu!  a 
traiter  géométriquement;  la  courbe  esl  de  celles  que  M.  Syli 
tractrices.  M.  d'Ocagne  en  donne  plusieurs  propriétés  intéri 

Concours  général  de  1890.  —  Enoncés  des  compositions.     io4- 

108). 

Carvallo  (E.).  —  Démonstration  du  théorème  fondamental  de  la 
théorie  des  équations.  (109-1  io). 

Nouvelle   démonstration  très  simple   el    rigoureuse;    c'esl    un   argumenl 
plus  pour  la  réintégration,  dans   les  programmes,  d'une  proposition 
damentale,  et  qu'on  ne  saurait  admettre  comme  postulatum,  ainsi  qu'on  I 

sans  laisser  clans  l'esprit   une  î  e^rel  laide  lacune. 

Mayer  (D.-E.).  —  Sur  Les  équations  algébriques,  (m-124 

L'article  comprend  :   1"  le  théorème  suivant  :  «  Si,  dan-  une  •■•; 

brique  de  degré  m,  il  existe  un  terme  d'exposant  k,  dont  I îffi<  ienl  ail  nu 

module  plus  grand  que  la  somme  des  modules  des  autres  1  oefficients,  l'équa- 
tion a  m  —  /.  racines  de  modules  supérieurs  à  r,  el  k  racines  de  modules  infé- 
rieurs à  1  »  ;  :>.n  l'indication  d'une  méthode  pour  le  calcul  approché  des  racines 
d'une  équation. 

Nous  signalerons  l'originalité  du  mode  de  démonstration  du  théorème,  rep< 
sur  des  considérations  empruntées  au  Calcul  des  probabilil 

Dolbnia  («/.).  —  Sur  le  développement  <l<i  \  Il  en  fraction  con- 
tinue. (i34-i/|(>)- 

Démonstration  très  simple  de  quelques  1  héorèmes  extraits  du  Méi  \ 

p  tir 

Sur  V intégration  de  la  formule  différentielle  ■  .  1.  I. 

\  •: 

p.    m',). 

Duporcq  (/>'•)•    —    NouncIIc   démonstration    géométrique    d'un 
théorème  de  M.  Faure.  (  1  4o- 1  î  1  1. 

Le  théorème  en  question  esl  le  suivant  :      1 
gles  conjugués  par  rapport   à   une  conique  ii\<-  coupent 
cercle  fixe,  concentrique  à  la  conique. 

\<lam  (P.).  —  Sur  le  lieu  des  centres  de  courbure  d'une  1 
gauche  el  sur  1rs  courbes  gauch 
i5a). 

Démonstration  de  cette  propriété,  que   le  lieu 
l'enveloppe  du  cercle  normal  à  la  courb 
rayon  de  la  sphère  osculatrice  qui  abouti!   ■>  irb      1 

trique  employé  a  été  indiqué  à  l'auteur  par  M 
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Clugnet  i  T.).  —  Note  de  Géométrie.  (i53-i58). 

Propriété  d'une  conique  et  d'une  circonférence  ayanl  son  centre  sur  l'un  des 
,i\,  s.  L'auteur  en  déduit  plusieurs  corollaires  qui  le  conduisent,  en  particulier, 
à  des  constructions  simples  des  normales  de  la  développée. 

Worontzoff.  —  Sur  le  développement  des  intégrales  en  séries. 
(158-162). 

Le  calcul  de  l'auteur  lui  permet  de  retrouver  plusieurs  formules  connues  et 
de  donner  diverses  formes  |><>ur  le  reste. 

Marie  (M.).  —  Réalisation  el  usage  des  formes  imaginaires  en 
Géométrie.  (172-179,  276-296,  329-340,  373-384,  4 17-428, 
159-472). 

Suite  et  fin  de  la  série  des  articles  précédemment  publiés  dans  le  même  Re- 
cueil et  analysés  dans  le  Bulletin  (t.  XV,  p.  81).  Les  sujets  principaux  traités 
ici  sont  : 

Quadratrices  des  courbes  algébriques  (  fin  ).  —  Sur  la  rectification  des  courbes 
planes.  —  Géométrie  dans  l'espace  :  conjuguées  d'une  surface;  cubature  des 
surfaces;  périodes  des  intégrales  doubles;  classification  des  intégrales  doubles 
cubatrices;  applications  aux  surfaces  du  troisième  ordre.  —  Développement  en 
série  d'une  fonction  implicite. 

Quelle  que  soit  l'opinion  de  chacun  sur  les  théories  de  l'auteur  concernant 
les  imaginaires,  auxquelles  il  a  consacré  une  grande  partie  de  sa  vie,  on  ne 
peut  lui  contester  les  qualités  d'originalité  et  d'invention  qui  le  distinguèrent. 
Mais  il  est  permis  de  se  demander  si  les  sujets  traités  par  lui  dans  les  articles 
dont  nous  nous  occupons  étaient  bien  à  leur  place,  adressés  à  des  élèves  de 
Mathématiques  spéciales.  Sans  se  confiner  étroitement  dans  les  programmes,  il 
est  bon,  à  notre  avis,  de  ne  pas  dépasser  certaines  bornes,  et  surtout  de  n'en- 
seigner aux  élèves  que  des  doctrines  dégagées  de  toute  controverse. 

Robert  (le  P.  Cit.).  —  Généralisation  d'un  théorème  sur  l'équi- 
libre des  surfaces  fermées.  (180-189). 

\pn ;s   avoir  rapidement   établi   les  théorèmes  de   MM.  Bertrand  et  Joubert, 

l'auteur  démontre  qu'une  surface  fermée  reste  en  équilibre  sous  l'action  de 

,,      ,    N_  der     fc    . 
forces  normales  et  proportionnelles  a      "       ?  IN  étant  une  quantité  qu  il  exprime 

par  récurrence,  <l~  un  élément  de  la  surface,  et  R,  IV  les  rayons  de  courbure 
princi  pa  u  \. 

Issa ly  (l'abbé).  —  Kxiension  aux  pseudo-surfaces  du  théorème 
de  Malus  relatif  à  la  marche  des  r;i\ ons  lumineux.  (  190-193). 

Voit  les  travaux  antérieurs  de  l'auteur  sur  le  même  suj<  t.  el  qui  onl  été  pré- 
mraenl  anah  ses  (  Bulletin,  1 .  W  ,  p. 
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Jamet  (F.) —  Sur  les  périodes  dc^  intégrales  elliptiques.    io3- 

,96). 

M.  Jamet  montre,    dans   cet    article,    comment    on    rencontre    une   relation 
connue  sur  les  périodes  quand  on  veut  évaluer  le    volume  de  l'elli| 

moyen  des  coordonnées  elliptiques. 

Picard  {E.).  —  Sur  le  théorème  général  relatif  à  l'existence  des 

intégrales  des  équations  différentielles  ordinaires.  (197        1   . 

Extrait  du  Bulletin  de  la  Société'  mathématique  de  Fran  dém  m 

stration  est  aussi  remarquable  par  son  élégante  simplicité  que  p. 

et  mérite  de  devenir  classique. 

Grossetête  {E.).  —  Solution  de  la  question   de  Mathématiqi 
élémentaires  pour  l'agrégal  ion  des  Sciences  mathématiques;  con- 
cours de  1889.  (201-203). 

Divers  problèmes  concernanl  deux  droites  concourantes  e!  un  poinl  du  plan. 

Genly.   —   Solution  de  la  question  de  Mathématiques   spéciales 
pour  l'agrégation   des   Sciences   mathématiques;    concours   de 

1889.  (204-208). 

Questions  sur  un  cône  du  deuxième  degré  el  deux  quadriques  inscri 

Grossetête  (E.). —  Solution  de  la  question  d'Analyse  pour  l'agi 
i;.iiion  des  Sciences  mathématiques;  Concours  de  is  "s- 

•a  1  2  ) . 

Sur  les  invariants  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 

il  z  dz        ,  dz 

"     ,         h  O  -,        h  Ci 


(/.{•(/y  dx  dy 

Barisien.  —  Solution  de  La  question  d'  algèbre  du  <  loncoui  -  «I  ad 
mission  à  L'Ecole  Normale  supérieure  en  1 s  na-2i5). 

Polynôme  entier  f{x)  du  septième  degré,  tel  que/1  r) 
respectivement  < I i \  i s i l> U -^  par  (./■      1  >•,  1  x 

Jamet(V.).  —  Sur  le  nombre  e.  (ai5-ai8 

Démonstration  simplifiée  de  la  propos 1  de  M.  Hermite,  qu<     n'es!  ri 

d'aucune  équation  algébrique  à  coefficients  entiers. 

CarvalloiE.).    -  Théorie  des  déterminants.  I  tig    --i   ■ 
L'exposition  simplifiée  de  M.  Carvallo  a  poui  but  e»s<  oti<  1 
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paration  aux  méthodes  de  Cauchy,  de  Grassmann  el  d'Hamilton.  Il  insiste  sur 
le  caractère  de  produit  symbolique  qui  appartient  ;'i  un  déterminant,  el  qui 
■  •M  de  nature  à  rendre  presque  intuitive  cette  théorie.  Nous  ne  croyons  pas 
qu'il  existe  un  travail  quelconque  dans  lequel  la  multiplication  extérieure  <!<• 
Grassmann  s<>ii  ;iu>^i  simplement  et  <ui^--i  clairement  exposée. 

tder  {II.).   —    Démonstratioa   nouvelle  d'un    théorème  sur  les 
normal  tes.  (  226-228). 

Ce  théorème  consiste  en  ce  que  si  la  directrice  d'une  normalie  passe  par  un 
poinl  d'une  surface,  les  plans  principaux  relatifs  ;i  ce  point  sont  tangents  à  lu 
normalie  aux  centres  de  courbure  principaux. 

Barisien. —  Solution  des  compositions  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  l'Ecole  centrale  en  1889;  première  et  deuxième 
session.  (228-235). 

i°  Sur  nu  faisceau  de  paraboles;  divers  problèmes; 

20  Lieux  géométriques  cl  problèmes  relatifs  à  un  système  de  coniques. 

Mangeot  {S.).  —  Surfaces  de  symétrie  du  troisième  ordre  d'une 
quadrique.  (235-242). 

L'auteur  appelle  surf  aces  de  symétrie  celles  dont  chaque  normale,  limitée  à 
ses  deux  points  de  rencontre  avec  la  quadrique,  a  son  milieu  au  point  d'in- 
cidence. Cet  article  est  le  point  de  départ  d'une  méthode  générale  pour  la 
détermination  de  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  algébriques. 

Barisien.  —  Solutions  des  compositions  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  l'Ecole  centrale  en  1890;  première  et  deuxième 
sessions.  (243-25 1). 

i°  Lieux  de  sommets  et  de  foyers  de  paraboles,  et  autres  problèmes  y   re- 
latif- ; 
2°  Diverses  propriétés  d'une  parabole. 

Barisien.  —  Solution  de  la  composition  pour  le  Concours  d'ad- 
mission à  l'Ecole  Polytechnique  en  [890.  (25i-256). 

Diverses  questions  sur  une  hyperbole  équilatère. 

Grossetête  (E.).  —  Solution  de  la  question  de  Mathématiques 
élémentaires  pour  l'agrégation  des  Sciences  mathématiques; 
Concours  de  1890.  (206-264). 

Sur  deux  droites  fixes  coupées  par   une  droite  mobile;  propriétés,  lieu   el 
en  \  eloppe. 

Liroux  1   !/.).        Solution  géométrique  de  la  question  de  Malin'- 


REVUE   DES   PUBLICA  I  IONS, 

matiques  spéciales  pour   l'agrégation   des   Sciences   mathéma- 
tiques; Concours  de  1890.(264-267 

Lemaire.  — Note  sur  la  question  précédente.  ,  . 

Marchand.  —  Remarques  sur  le  même  problème. 

Il  s'agit  des  coniques  inscrites  dans   un  triangle  donné  el    vues  d'un  | 
donné  P  sous  un  angle  droit.  Lieu   des  centres;  existence  d'un   autre  point  I" 
ayant  la  même  propriété  que  I';  propriétés  divei 

Barisien.   —  Solution  de  la  composition  <lu  Concours  pour  les 

bourses  <le  licence;  Paris,  1889.  (297-301). 

Diverses  questions  relatives  à  l;i  courbe  y  =  - 

Collin  (J.S.).  —  Tangentes  communes  à  deui  coniques.      >"■- 
3o5). 

M.   Collin  traite  la  question  en   évitant   l'emploi    des  coordonnées    tai 
tielles  et  en  faisant  seulement  intervenir  l'équation  aux  coefficients  angi 

des  tangentes. 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Polytechnique  :    \   1   Ëcoli    - 
ciale   militaire;   v  l'Ecole   Normale  supérieur]    in    iv<h.  — 
Enoncés  des  compositions.  (3o5-3t 

Correspondance.  M.  Gomes  Teixeira  (Extrait  d'une   lettre    1 

M.  Rouché)  :  Sur  la  formule  de  Stirling.  Note  de  M.  Rouché. 
(3 12-3 17). 

Genèse.        Sur  un  cercle  remarquable  qui  passe  par  deui  j >« •  «  1 1 1 - 
d'une  conique.  (3  1  S-. >•>(>). 

Si  Ai:  «'-1  une  corde  Gxe  d'une  conique,  C  son  pôle,  P  un  1 ■!  de  la 

QCQ'  une   antiparallèle   .1    V.B  coupant    PA,  IT.  en    Q,   Q', 
s'agit  passe  par  \,  r>,  Q,  Q'. 

Marchand.  —  Remarques  sur  le  problème  de  Mécanique  pi 
;'i  l'agrégal  ion  en  1  889.  I  •'»  2  1  -3  - 

Emploi    des  équations   de    Lagrange   au  lieu  des  formai*  - 
relatif. 

Marchand.         Remarques  sur   le  problème  de   Mathémaltq 

spéciales  <!<•  l'agrégation  de  1  ssi> 
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rransformation  de  l'énoncé  par  le  principe  de  dualité;  généralisation. 

Il  orontzoff,  —  Sur  les  fonctions  symétriques.  (325-320,). 

Généralisation  d'une  proposition  connue. 

Carvallo  (  E.).  —  Multiplication  des  déterminants.  (34i-345). 

(ci  article  t'.iii  suite  à  celui  que  M.  Carvallo  ;i  déjà  publié  (huis  le  même 
tome  (p.  219-  ■  ■  i  )  <'i  qui  ;i  été  analysé  plus  haut.  Il  donne  ici  le  produit  de 
dcu\  déterminants  d'ordres  m  el  //  eu  un  déterminant  d'ordre  m  +  n,  celui 
de  deux  déterminants  de  même  ordre  en  un  déterminant  do  même  ordre,  el 
plusieurs  propriétés  des  déterminants  réciproques. 

Carvallo  (A'.).  —  Sur  une  généralisation  du  théorème  des  pro- 
jections. (345-347). 

l'induit  de  deux  segments  dont  chacun  est  la  somme  géométrique  de  plusieui  - 
autres  par  le  cosinus  de  leur  angle.  Applications. 

Agrégation    des  Sciences  mathématiques    (Concours   de  i 89 1  ). 

Concours  d'admission  a   l'École  centrale   en   i  89 1  ;   Concours 
général  de    1 89 1 .  —  Enoncés  des  compositions.  (347~35"). 

Concours  pour  les  bourses  de  licence  en  1890.  —  Mathéma- 
tiques :  Enoncés  des  compositions.  (357-358). 

Concours  d'admission  \  l'Ecole  des  Mines  de  Saint-Etienne 
en  1890.  —  Énoncés  des  compositions.  (358-36o). 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (Concours  de  1890).  — 
Enoncés  des  compositions.  (36 1 -362). 

Brlll  (•/•)•  —  Note  sur  l'application  de  transformations  de  con- 
tacl  à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  (362-365). 

Cette  courte  Note  esl  intéressante  comme  application  de  la  Géométrie  à 
l'Analyse,  mais  gagnerait  à  être  nu  peu  développée.  L'extrême  concision  qu'elle 
présente  1  m  rend  la  lecl  ure  un  peu  pénible. 

Roberjot.  —  Sur-  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
poinl  fixe.  (  365-3^o). 

Etude  de  la  force  vive,  des  moments,  équations  générales,  indépendamment 
de  tout  système  d'axes  particulier.   Interprétation  géométrique 
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Ravier (S.-L.).  —  Sur  la  transformation  par  rayons  \<<  Leurs  i  - 
ciproques  cl  sur  une  génération  mécanique  des  quadriques. 
(37i-373). 

Indication  d'une  transformation  biralionnelle  du  second  ordre  plus  - 
que  L'inversion.  Combinaison  de  deux  systèmes  articulés,  qui  permettrait  de 

faire  décrire  une  quadrique  par  un  point. 

Svechnicoff.  —  Le  centre  d'inertie  el  les  moments  d'inertie  du 
corps  épicycloïdal.  (380-892). 

(latents  d'intégration  conduisant  à  des  résultats  relativement  simpl 
peut-être  ne  serait-il  pas  inutile  de  définir  exactement    toul   d'abord   le 
épicycloïdal. 

l'uclicivicz  (V.).  —  Noie  sur  les  approximations  dans  !<■  calcul 
logarithmique.  (3g3-3<)9). 

Élude   de  l'approximation    d'un    logarithme,    connaissant    le  nombre;    d'un 
nombre  donton  donne  le  logarithme,  connaissant  l'approximation  de 
rithme.   application  à  un  exemple. 

Ilioux  {V.).  —  Cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés. 

La    solution    donnée  comprend    comme   cas   particulier  celle  '!  nne. 

L'auteur  énonce  et  démontre,  pour   \    arriver,   plusieurs  propositions  • 
d'intérêt. 

Husquin  de  Rhéville.  —  Construction  géométrique  du  centre  de 
courbure  en  un  point  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées 

polaires.  (  j  1  1-  \  [6). 

.     .  ,     '/  p         r_  rf'w    -  ,  -  , 

Inierpreiahon   géométrique   de     ,'    el   de     ,     •  Cintn    d(    courbui 

au  il . 

conchoïde. 

Carvallo  (Â\).  —  Théorème  fondamental  pour  la  résolution  nu 
mérique  <les  équations.  |  [20  1 

La  question  dont  il  s'.i^ii  ,1  déjà  été  ex inée  par  l'auteur  dans  l'ui 

thèses  de  doctorat.   Il   y   revient   pour   la   préciser  et  en  - 1  _ n  •  I  r  l'ii 
théorique   el   pratique.  Sans  pouvoir  essayer  même  d'en  doi 
nous  lit  recommandons  d'une  façon  toute  sp<  ciale  i  l'attention  du 

Molenbroch    (/*.').  Sur   la    représentation    géométrique   des 

points  imaginaires  dan- 1  espace.  1  \  I  1   (53 

L'auteur,  qui  possède  bien  le  calcul  des  quateri 

inspiré,  part  de  la  notion  de  distance,  el  prend  1 al    le 

lieu  des  points  réels  dont    la  distant  ç  au   p   inl  imagin  li  null 
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il  trouve  .nii-i  une  circonférence.  Les  considérations  qu'il  déduit  de  là  offrent 
un  réel  intérêt,  el  coïncident  sur  plusieurs  points  avec  les  résultats  des  travaux 
«le  Laguerre.  Il  est  regrettable  qu'en  terminant,  et  à  propos  des  publication! 
de  ce  dernier  ei  de  M.  Tarry,  il  ait  commis  certaines  erreurs  de  faits,  qui 
semblent  dénoter  une  connaissance  incomplète  des  tentatives  de  ses  prédé 
cesseurs. 

Caken  (A'.V  —  Note  sur  la  convergence  <l<-  quelques  séries. 
(  [53-  (59). 

Exposé  d'une   méthode  que   l'auteur  applique  aux  exemples  y.  ~ '         ~~ ;' 

oo  oo  oo 

v1       •  V"1         '  Y1  cos(a  log/i  ) 

«d    n    lOg  II  '     -mi    II    l0g*/l'     Jmmà  11 

2  ■>  i 

Svechnicoff.  —  Les  centres  d'inertie  <le  la  moitié  et  du  quart  <lu 
corps  épicycloïdal.  (473-476). 
Même  sujet  que  dans  un  article  traité  plus  haut  {voir  p.  385-3p,2). 

00 
Cahen  (E.).  —  Note  sur  la  série  \  nsun.  (  I7O-477  ) • 

1 
\ 
La  somme  de  !;i  série  est  - —  1  A  restant  fini  pour  u  =  1,  s  étant  quel- 

conque,  mais  positil. 

Dolbnia  («A).  —  Remarques  sur  la  théorie  des  fonctions  abé- 
liennes.  (478-002). 

L'auteur  examine  les  intégrales  abéliennes  de  première  espèce,  finies  sur 
1  «m te  la  surface  de  la  sphère,  en  employant  la  méthode  des  lacets  et  des 
feuilles,  analogues  à  celles  de  Riemann.  Dans  une  première  Partie,  il  arrive 
ainsi  à  établir  deux  théorèmes.  Il  en  fait  ensuite  application  à  l'étude  des  pé- 
riodes, et  au  calcul  des  intégrales  hyperelliptiques. 

Laurent  (IL).  —  Sur  les  formes  quadratiques  et  sur  l'équation 
dite  en  S.  ( 5o3-5o7). 

A  l'encontre  de  la  plupart  des  méthodes  connues,  celle  qu'emploie  M.  Lau- 
rent n'a  pas  l'inconvénienl  d'être  hop  particulière  ou  de  s'appuyer  sur  la  mul- 
tiplication des  déterminants,    application  à  l'intersection  de  deux  quadriques. 

Cahen  (A'.i.  —  Noh-  sur  un  développe ni  «les  quantités  numé- 
riques, (jui  présente  quelque  analogie  avec  celui  en  fractions 
continues.  (5o8-5  1  \  ). 

I  >eu  \  développements  des  formes 

x  —  ax  1 ...        el         <       at        '  -  -t-  —  -+-  ^  -h.  •  •  "• 

II  l/l  II  'I  ",  ' 

rjuelquea  conséquences;  exemples  el  généralisation 
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Concours  d'admission    a   l'Lcole    centrale    i\    1891    :    seconde 
session.  —  Enoncés  des  compositions.  1  ~>\.\-~>\ 

De  Saint-Germain.  —  Extrait  d'une  lettre  à  M.  Rouché  :  \ 
sur  le  problème  de  Mécanique  proposé  au   Concours  -I 

tion  en  1891.  (5i6-52Ô). 

Mouvement  d'un  point  matériel,  soumis  .1  1  ertaines  forces,  sur  un 
entraîné  dans  un  mouvement  uniforme  de  rotation. 

Brisse  (C).  —  Réclamation  d<'   priorité  pour  une  1  -   . 

Correction  au  Hecueil  de  problèmes  de  Géométrie  analytique^  de  l'aul 

Lechalas  (G.).   —   Quelques  théorèmes  de  Géométrie  élémen- 
taire. (5>--5  j5). 

Cet  article  a    surtout  un   intérêt    philosophique,  se  rattachant   à   laques! 
des  Géométries  non  euclidiennes.  L'auteur  entreprend  de  démontrer  que,  con- 
trairement à   une  assertion   de  M.  Renouvier,  on   peul   se  passer  d'au 
tulats  que  celui  d'Euclide,  et  qui  paraissent  admis  implicitement,  en 
Nous  n'oserions  affirmer  qu'il  y  parvient,  étant  pour  cela  bien  trop  incoin | 
en  ces  matières. 

Exercices. 

Sons  ce  titre,  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annales  .1  rétabli, 
tion  spéciale  et  sous  forme  sommaire,  d<  -  énonci  -  de  questions  pi 
sol  11  lions,  qu'elle  avait  eu  le  1  rès  grand  tort,  à  notre  avis,  de  supprime) 
totalement  depuis  plusieurs  années.  C'est    une  partie  indispensable  el  pai 
lièrement  intéressante  dans  un  recueil  de  cette  nature. 

Nous  rendons  compte  ci-dessous  de  cette  deuxième  Partie  du  recueil,  ; 
la  même  année  1891 . 

Qi  estions  proposées  :  1593  à  KiOO.  I  1  *- 

Lemoine  {et  divers).  —  Solution  de  la  question  1594. 

Propriété  d'un  triangle  el  de  circonférences. 

Lemaire.  —  Solution  de  la  question  1477. 
Propriété  d'u  n  1  ria  ngle  rectangle. 

Servais.    --  Solution  de  la  question  15io. 

Propriété  d'un  triangle  inscrit  à  une  parab 
Qi  1  s  riONs  proposé]  s  :  M>iH  .  1602 
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Brocard  {H.).  —  Solution  de  la  question  1398.  (6*-y*). 
Roulement  d'un  cercle  sur  une  ellipse:  divers  problèmes 

Brocard  (H.).  —  Solution  de  la  question  1  452.  (7*). 
Sur  une  équation  indéterminée  du  troisième  degré. 

Brocarda  IL).  —  Solution  de  la  question  1558.  (7*-8*). 
Lieu  de  centres  «le  coniques. 

Servais.  —  Solution  de  la  question  1577.  (8*-g*). 


// 


Lim  |  /  èt         "    —  sachant  que  lim  -£±1  =  h. 
\Juxu%...un  Un 

Servais  et  Le  maire.  —  Solution  de  la  question  1578.  (9*). 

Lim  nx  \Jaxat. .  ,an  sachant  que  lim  nxan  =  a,  pour  n  =  ce. 

Questions  proposées  :  1G03  à  1608.  (10*). 

De  Crûs  (fi.).  —  Solution  de  la  question  1595.  (1  i*-i2*). 

Propriétés  des  rayons  de  courbure  en  deux  points  d'une  conique. 

Brocard  (II.).  —  Solution  de  la  question  1550.  (i2*-i3*). 

Lieu  du  point  de  contact  d'un  cercle  et  d'une  droite. 

Lez.  —  Solution  de  la  question  1502.  (  1 3*-i  8*  ). 

Propriétés  de  points  en   ligne  droite  ou  sur  une  conique,  et  de  droites  con- 
courantes. 

Brocard  (H.).   —  Solution  de  la  question  1553.  (18*). 

Divisibilité  par  10  V  -+-  B  de  100 a  -h  10 &  -+-  c  et  de  c X-  —  6AB-H  <aB 

Lemaire.  —  Solution  delà  question  1581.  (i8*-20*). 

Propriétés  de  coniques  passant  par  un   même  point,  et  de  droites  louchant 
une  même  conique. 

Itarboux  (G.),   fiarisien  et  Lemoine  (E.).  —  Solutions  de  la 
question  1603.  (2o*-24*). 

Propriétés  <ln  triangle  <le  surface  maximum  inscrit  dans  une  ellipse. 
Questions  proposées  :  1609  à   1615.  (24*-25*). 
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Bosi  (L.).  —  Solution  de  la  question  Ki!S7.  <  >:>' ->-•  . 

Propriété  des  quatre  normales  menées  d'un  point  à  l'ellipse. 

Âudibert.  —  Solution  de  la  question  1598.     <-" 

Lieu  des  centres  d'hyperboles  équilatères  oscu  la  triées  .1  une  elli] 

Lemaire.  —  Solution  de  la  question  1605.  (a8*-29*). 
Propriété  des  deux  tangentes  à  une  parabole  menées  par  an  point. 

Bardelli  (L.).  —  Solution  de  la  question   1606.  1  29*-  >< 
Sur  le  rayon  de  courbure  de  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

Lemoine  (E.)  et  Greenstreet  (If.-./.).  —  Solutions  de  la  ques- 
tion 1602.  (3o*-3i*). 

Propriété  d'un  triangle  inscrit  dans  une  conique. 

Dertoux.  —  Solution  de  la  question  1607.  (3i*-3a*). 

Trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  dont    le  centre  parcourt    une   dr 

Dertoux.  —  Solution  de  la  question  1608.  (32*-34*)« 

Trajectoires  orthogonales  d'une  sphère  dont  le  centre  parcourt   une  cil 
férence. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1610.  (3«f*-3  i 

Lieu  des  pieds  des  normales  par  un  point  sur  les  coniques  d'un  1     a 
Brocard  (H.).  —  Solution  <lc  la  question  1612.  (3  >"-  '<>' 

Propriété  d'une  normale  en  un  point  d'une  conique. 
Brocard  (H,).  —  Solution  de  la  question  1613 

Valeur  approchée  du  côté  de  l'heptagone  régulier. 
Sondât  (P.).  —  Solution  de  la  question  1562 

Voir  ci-dessus  (  p.  i3*  ). 

Barisien.  —  Solution  de  1;»  question  1560. 

Rayon   d'une  circonférence  passant   par   trois  points   .1 » 

1  rilinéaires  ). 

Duporcq.        Solution  de  la  question  1612.  <  [1 

l  bir  ei  dessus  1  p. 
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Duporcq.  —  Sol  ni  ion  de  la  question  Loi 5.  (4 i*~42*)> 

Propriété  de  tn>i>  points  d'une  conique. 

Qi  estions   proposées  :  1616  à  1620.  (4a*-43*  )• 

Lemoine  (  £*.).  —  Solution  do  la  question  1593.  (43*-47*). 
Formules  sur  l<'>  éléments  d'un  triangle. 

Barisien.  —  Solution  de  la  question  1611.  (47*-4(j*J- 
Lieu  relatif  ;'i  doux  faisceaux  «le  coniques. 

)/<//(>  (E.).  —  Solution  de  la  question  1610.  (5o*-5i*). 
I  oir  ci-dessus  (  |>.  34*  ). 

A.  L. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'fXOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,  purlikks 

SOUS    LES    UJSPICES  DU  MINISTRE  DE  L'INSTRUCTION  PUBLIQUE,  PAR    UN  COMITÉ 
DE  RÉDACTION  COMPOSÉ  DU  MM-  LES  M  VITRES  DE  CONFÉRENCES  DE  l'ÉcOLC. 

3e  série,  t.  VII,  1890  ('). 

Darboux.  —    Sur  les  surfaces  dont  la  courbure   totale  est  con- 
stante. (()-i  8). 

La  théorie  des  surfaces  à  courbure  totale  constante  présente  les  rapport-  les 
plus  étroits  avec  celle  des  surfaces  minima. 
Ainsi  la  détermination  des  surfaces  minima  dépend  de  l'équation 

s  =  <■' . 

et  celle  des  surfaces  à  rourbure  constante,  d'après  M.  Weingarten,  se  ramène 
ii  l'équation 

(1)  s  =  aë '  +  be 

On  n'a  pu  jusqu'à  ce  jour  intégrer  cette  équation,  mais  on   connaît  divers 

procédés  qui  permettent  de  déduire  d'i surface  ;'i  courbure  constante  donnée 

une  infinité  d'autres  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Unsi  M.  Lie  .1  remarqué  que,  *-i  f(x,  y)  est  une  solution  de  l'équation  (1), 

il  en  sera  de  même  de  /'(      >  ym  I,  où  ///  esl  une  constante  arbitraire. 

•      m    J     J 


{*)  \  oir  Bulletin,  t.  \\  ..  p.   18. 
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M.  Bianchi  ;i  indiqué  en  187g  une   méthode  bien   plus  fé< le  donl    voici   le 

principe. 

Soit  (Z)  une  surface  à  courbure  négative       r  dont  on  connaît  les  géodésiq 
Ou  pourra  d'une  infinité  de  manières  mettre  l'élément  linéaire  sous  la  forme 

ds"      <lr       c  ''  <i\  . 

Toutes  les  tangentes  aux  géodésiques  (3       const.  sont,  comme  on  sait, 
rrialcs  à  une  surface  (S)  cl  elles   touchenl    une  seconde  surf  ai        I      de  telle 
manière  que  (S)  et  (L')  constituent  les  deux  nappes  de  la  surface  des  centres 
de  courbure  de  (S).  M.  Bianchi  démontre  que  (£')  est,  <   immi      1   ,  une   sui 

face  de  courbure  — 1.  On  \oit  donc  que  l'on   | ira  déduire  d  jur- 

face  ( -' )  contenant  dans  son  équation  une  constante  arbitraire. 

L'application  répétée  du  même  procédé  conduira   ■<  des  -m  ourbure 

totale   constante  dont   l'équation    renfermera    autanl    de  nies  que   l'on 

voudra.  M.  Lie  a  fait  la  remarque  capitale  que  ce  procédé  exige  si  ni.  ment  1 
série  de  quadratures. 

M.    Darboux    donne  de    la    proposition    de   M.    Bianchi    une   démonstration 

géométrique  des  plus  élégantes.  Il  présente  une  dén stration  analytique  non 

moins    simple    d'un    théorème  presque   identique  de   M.   Ribaucour,  qui    | 
s'énoncer  comme  il  suit  : 

«  Si,  dans  chaque  plan  tangent  ;'i  une  surface  de  courbure       1.  on  trace  un 
cercle  de  rayon  1  ayant  son  centre  au  point  de  contact  de  ce  plan  tangent,  les 

cercles  ainsi  obtenus  seront  orthogonaux  a  une  fam  il  le  de  -m  1.0  es  d< il 

—  1;  ces  surfaces  feront  partie  d'un   système  triple  orthogonal  donl   les  d 
autres    familles   seront    évidemment    composées    de    surfaces    enveloppes    de 
sphères.  » 

Mais  l'objet  principal  de  M.  Darboux   est    de  simplifier  l'application  de  la 

méthode  de  M.  Bianchi.  La  détermination  de  chaque  surface  1 velle  1 

il  est  \  rai,  qu'il  ne  quadrature.  Mais  ces  quadral  ures  portent  -m 
de  plus  en  plus  compliquées  contenant    le-  constantes  arbitra 
variables.  Or  M.  Darboux  parvient  .1  ce  résultai  important  :  il  suffira  d'efl 
tuer  au  début    un  certain    nombre  de  quadratures  (inférieui    d'une  ni 
nombre  des  solutions  nouvelles  que  l'on  veut   obt<  1  rranl  sui 

lions   parfaitement   déterminées   des    variables,  et,  ces   1p1.nl1.1iu1 
effecl  uées,  l'application  delà  méthode  n'exigera  que  les  calculs 
plus  élémentaires. 

Guichard.  —  Sur  une  classe  particulière  d  équations  aux  <!<  1 1\  -  1  - 
partielles  donl  les  invariants  sonl  égaux.  1  ig 

Les  eq ua lions  donl  il  s'agit  -oui 

v  au  dV 

où  x  est  une  solution  quelconque  d.'  l'équation 

Ou 
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...  (jtp        df  •     i  •  •         i 

Ou    \oit    immédiatement    mie   — =-    el  s,.nt    des    -ni  ni  mu-,    particulières   de 

dit  ov 

l'équal ion  ( ■)• 

M.  Guichard  montre  que  d'une  solution  de  l'équation  (i)on  peut,  en  n'effec- 
tuant  que  «les  quadratures,  en  déduire  une  infinité  d'autres. 

Soit,  en  effet,  p  une  solution  de  (i).  Les  deux  équations  compatibles 

i)k  dp    d'-f 

<)u  Ou    ()// 


dv 


permettront  «le  déterminer  >>  par  une  quadrature,  et 

,    ,  d'p        ,  d<o 

(2)  /•  = -  -     +À7- 

v    '  du1  du 

sera  une  solution  de  l'équation  (i). 
Il  en  sera  de  même  de  s  : 

s=—  -r-J  +  0  -^ , 

dvx  <>\' 


où  0  se  tire  par  quadrature  du  système  compatible 

/  de 

(3) 


—    =  o  fus;, 


rj6   _  ^9    dp 

6)f  We   dv 

L'application  répétée  des  transformations  (2  )  ou  (3)  donnera,  en  général,  une 
infinité  de  solutions  nouvelles. 

Méray  et  Riquier.  —  Sur  la  convergence  des  développements 
des  intégrales  ordinaires  d'un  système  d?équalions  différentielles 
partielles.  (23-88). 

Saint-Loup.  —  Sur  la  représentation  graphique  des  diviseurs  des 
nombres.  (88-100). 

La  distribution  des  nombres  pic  mi  ers  dans  la  suite  des  nombres  a  été  l'objet 
de  1 1  •  >  1 1 1 1 >  1  <  uses  recherches  qui  n'ont  pas  abouti. 

M.  Saint-Loup  s'est  proposé  d'examiner  si  une  disposition  graphique  des 
nombres,  autre  que  suivant  une  droite  indéfinie,  pouvait  conduire  à  la  solution, 
et  il  a  été  conduit  à  conclure  que  la  recherche  de  la  loi  des  Dombres  premiers 
semble  de^  oir  êl  re  aba  ndonnée. 

Toutefois  la  disposition  des  nombres  en  triangle  arithmétique  met  en  évi- 
dence des  propriétés  assez  curieuses  au  point  de  vue  graphique. 

Ainsi  tous  les  multiples  d'un  nombre  premier  quelconque  sont,  dans  cette 
disposition,  répartis  sur  une  parabole  constante,  indépendante  du  nombre 
1  onsidéré  el  dont  le  sommet  serait  transporté  aux  divers  sommets  d'un  réseau 
quadra  ng  niai  re. 


REVUE   DES   PUBLICATIONS. 

Cette  même  disposition  permet  d'établir  de  nombreuses  formules  de  nombres 

n'admettant  pas  certains  diviseurs. 

Au  lieu  d'une  distribution  parabolique,  on  peut  obtenir  une  disposition  i 
tiligne,  à  la  vérité  arbitraire  par  son  point  de  départ,  mais  qui  perrael  de  re 
connaître  graphiquement  !<•-<  diviseurs  du  nombre  considéré. 

Elliot.  —  Sur  une  équation  du  premier  ordre  el  l'équation  de 
Jacobi.  (ioi-i 34). 

L'auteur  se  propose  pour  objet  la   réduction  à  la  forme  canonique  el  l'ii 
gration  des  équations  du  premier  ordre  de  la  forme 

dy  _  p. r3  ■+-  Qy  ~  R 

(I  c  Sy  -+-  ï 

où  P,  Q,  R,  S,  T  sont  des  fonctions  de  x. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 

y  =  aY+  b, 

où  a  et  b  désignent  des  fonctions  indéterminées  de  x,  L'équation     1 serve 

la  même  forme;  et  si  l'on  profite  des  fonctions  a  et  h  pour  annuler  dans  la 
nouvelle  équation  le  coefficient  de  y1  au  numérateur  du  premier  membre  el  le 

terme  constant  au  dénominateur,  on  aura 

a'        P  ,  T 

a         S  b 

et  l'équation  proposée  se  transformera  dans  l'équation  réduite 

d\       ,       il 
-. — hl=  .  • 
dx  1 

où  I  et  II  ont  les  valeurs  suivantes 

2PT  — OS       TS        I   -        /'''•/< 
I  =  •    N 

S 

l»T       QST      SI!       -/''/' 
Il  — ^-  <■      ''  s 


Les  fonctions   l   el   II  sonl   des   invariants  relativemenl   au   changement  de 
fonction;  elles  sont  aussi  des  invariants  relativement   .1   un  changement  quel 
conque  de   la  variable  indépendante. 

(>n   pourra,  en  changeant  cette  variable,  faire  en   sorte  que  l  -■    réduis 
l'unité.  Il  suffira  de  faire  la  substitution 

?      's 

dx 


on  ramènera  à  la  forme  canonique 


d\ 
d\       ' 


On  voil  immédiatemenl  que  \  esl  un  invarianl  absolu. 
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11  .        .         ,     . 

Le  rapport  .1  est  un  invariant  absolu. 

L'exponentielle  introduit  un  facteur  constant  h  dans  I  et  le  carré  //-  de  ce 
facteur  dans  h.  L'introduction  de  ce  facteur  donne  des  équations  canoniques 
qui  s,-  déduisent  les  unes  des  autres  par  le  changement  de  ^   en  hY. 

Le  cas  où  les  coefficients  de  l'équation  (i)  sont  tous  constants  est  un  cas 

d'intéçrabilité  qui  se  traduit  par  la  propriété  qu'à  -y-  ou  bien  J  de  se  réduire 
.i  une  constante.  Ce  cas  se  reconnaît  sur  l'équation  proposée  par  le  caractère 

HV     ,  ..H 

Y  )    : .)  --  const.        ou  bien  y  —  const. 

Toules  les  fois  qu'on  saura  intégrer  une  équation  (î)  dont  les  invariants 
sont  I  et  II,  on  saura  intégrer  une  infinité  d'autres  équations  dont  les  inva- 
riant sont 

-  e    J   »  ,        H.=  —  c      J    "  , 


I.  = 


ir  '        ir 


en  utilisant  les  solutions  particulières  u  de  la  première. 
L'équation  réduite  de  la  nouvelle  équation 

<]±  +  j  =  IL 

dx         '      yt 
se  déduira  de  l'équation  réduite  de  la  proposée  par  le  changement  de  fonction 

u3  y. 


y  = 


u?yx—  e    •'    " 


Si,  par  exemple,  on  cherche  quelles  sont  les  équations 

dy  J 

-f  -  -h  i  =  - 
dx  y 

que  l'on  peut  intégrer  en  les  ramenant  par  la  remarque  précédente  à  d'autres 
où  J{  soit  une  constante  k,  on  obtiendra  pour  l'invariant  absolu  J  l'expression 
suivante 

J=±9-7r+i[3(3A"+I)-X1' 

où  X  est  une  fonction  entière  et  linéaire  de  x.  Les  équations  caractérisées  par 
cette  valeur  de  J  sont  des  équations  de  Jacobi. 
L'équation  de  Jacobi  est,  comme  on  sait, 

(Ix-hl'y    -l"){x  dy—y  dx)  —  (mx-    m'y     m")  dy-\-(nx-\-n'y-\-n")  dx  —  o. 

Par  un  -impie  changement  de  notation  et  par  la  substitution  de  x-\  m  à 
elle  devient 

dy        y1 -h  ( nt -r  -+-  n)y  ■+-  p,x  -+-  p  _ 
dx  xy  -+-  nxx% -+-  </, x  ■+■  q 

c'est  -à  due  qu'elle  prend  la  forme  (i). 
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Les  deux  invariants  sont 

(  ?.  q,  —  n  )  x  --  ?>  q 


l  =  h 


x 


_  h2  x2  (  px x  -+-  p  )  ■+■  (  n,  x2  -f-  g,  x  -     9       q,—  n)x  -4-  y] 


Si  l'on  identifie  avec  les  expressions 

A,  a?  4- A,  „       Bsx>-+-  Btx'~  -B .  ./■       B 

1  = >         il  =  — : — » 

xz  X' 

on  aperçoit  immédiatement  les  deux  relations 

^Û     —    R  À„A       _    R    . 

-_B„,        —  -B„ 

et  si  on  les  suppose  vérifiées,  on  pourra   faire  l'identification   d'une  infini! 
manières;  nit  p,  q,  px  seront  exprimés  en  fonction  des  A  el  des  I!.  el  aussi  de 

h,  qif  nt  qui  restent  arbitraires. 
L'équation 

(/Y        ,\,.r    ;    A  B  x        I 

; h 


dx  x1  x  \ 

peut  donc  être  considérée  comme  provenant  d'une  infinité  d'équations  d 
cobi.  On  peut,  comme  le  montre  M.  Elliot,  en  simplifier  l'intégration  en 
litant  de  l'indétermination  tic  h,  q^  //,. 

L'élude  de  l'équation  de  Jacobi  amène  l'auteur  à  rechercher  les  équations  de 
la  forme  (1),  dont  l'intégrale  générale   s'obtient   en  élevant   à  des  1 
convenables  les  facteurs  qui  correspondent    à    trois  solutions  parliculièi 
en  égalant  le  produit  à  une  constante. 

L'intégrale  aura  la  forme 

(»--Ariv-lî)?(7-Cj'.      D      const., 

a,  p,  y  étant  trois  constantes  et    V   B,  C,   D  quatre  fonctions    quelconques 
de  x. 

En  éliminant  la  constante  par  différentiation,  on  obtient  de  deui  une 

équation  où  dy  est    le  quotient   d'un  polynôme  du  second  degré  en  j   1  ir  un 
polynôme  de  premier  degré_: 

i°  Soit  en  prenant 

H  =  const.,        ot  -■ 

■'"  Soit  en  prenant 

D       const.    \    I.  \        r 

La  première  forme  n.-  donne  que  les  équations  provenant  de   I  n  <\r 

Jacobi  par  un  changement  de  la  variable  indépendante;  la  seconde) 
ii  une  classe  d'équations  différentielles  plus  g<  ai  raies  que  l'équation  d 

Si,  au  lieu  de  trois  fonctions  de  x,  on  introduit  qualit  »  A    B,  C,  D 

et  si  l'on  désigne  par  a.  ,-,,  y.  6  quatre  constantes,  l'équation 

1  ,        l)«(j        B 


iSS 
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donne  naissance  à  une  équation  différentielle  où  y'  est  le  quotient  d'un   polj 
nôme  «lu  second  degré  en  y  par  un  polynôme  <ln  premier  degré  sons  les  con 

ditions 

a  -+-    p    -+-    y     h    8    =  o, 

2  \       ;il!-t   y(:  H-6D  =  o. 
Si  l'on  fait  le  changement  de  fonction 


r  =  (A-D)ri+D, 


B 


équation   ne  dépend  |>lus  que  «les  doux   rapports  - —> 


D    C  —  D 


>    liés  cux- 


A  — D      \  —  D 

mêmes  par  une  relation,   et  l'intégrale  de   l'équation  peut  se  mettre   sous   la 
forme 

{y  —  0(r  —  0,l(r  +  k  H-  ht)y-k~h-*  =  const., 

où  /.  et  /*  sont  des  eonstantes  et  £  une  fonction  quelconque  de  x. 

<>n  obtient  .linsi  une  classe  d'équations  différentielles  qui  se  déduisent  les 
unes  des  autres  par  un  changement  de  la  variable  indépendante. 

M.  Elliol  s'attache  à  former  celles  de  ces  équations  dont  quatre  solutions 
particulières  sont  des  fonctions  linéaires,  ce  qui  donne  une  généralisation  de 
l'équation  de  Jacobi. 

Il  termine  en  indiquant  quelques  autres  cas  d'intégrabilité  des  équations  du 
type  (i). 

Zaremba.  —  ÏSote  concernant  l'intégration  d'une  équation  aux 
dérivées  partielles.  (i34-i42)- 


Il  s'agit  de  l'équation 


(0 


<Vz  /<)z 

dz-dy  ^ '^X  +  y\Tx 


dz 

ày 


-\-  y^x-hy)  s  =  o, 


où  f,  et  tpa  sont  deux  fonctions  quelconques  de  x-hy. 

Mlle  peut,  comme  le  fait  voir  M.  Zaremba,  être  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  différentielle  ordinaire  linéaire,  du  second  ordre,  et  à  des  quadra- 
I  ures. 

Si,  en  effet,  l'on  regarde  x  et  y  comme  les  coordonnées  rectangulaires  d'un 
point  dans  le  plan  et  que  l'on  se  donne  en  chaque  point  d'une  courbe  C  la 
valeur  de  c  et  de  l'une  de  ses  dérivées  premières;  si  de  plus  on  désigne  par 
u(x,  y,x„,  y0)  une  fonction  convenablement  déterminée  de  x,  y,  x0,  y0,  mais 
indépendante  de  la  forme  de  la  courbe  C  et  des  valeurs  de  z  et  de  ses  dérivées 
premières  sur  cette  courbe,  <>n  aura  pour  la  valeur  de  c  en  un  point  quel- 
conque  x  .  y0  l'expression  suivante  due  à  Riemann  : 


s(a?o>.n)  = 


(  UZ  n;      -  |  UZ    i. 


-fc  \  b>u'z+l(ud£  sd£)]d* 

I  «  /    àz  du\]  .    , 

-,//-  -i-  -lu- z—       dy\. 

L  '       ày         dy}\   y  j 


(m  l'intégration  doit  être  effectuée  suivant  l'arc  r><'.  de  l.i  courbe  C  interceptée 
pai  les  droites  a:       x   etj       j   . 
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Pour  déterminer  la  valeur  de  u,  M.  Zaremba  fait  le  changement  de  i 

2X         &H-T„  iy  =  \~r„  IX  ij  : 

il  réduit  la  courbe  Cà  la  droite  s       const. ;il  prend  pour  z  une  il 
ticulière  de  l'équation  (i),  savoir 

s      '■'-;j-(^-v. 

a,  r\,  C,,  Ca  désignanl  des  constantes  arbitrai 
lions  fondamentales  de  l'équation  différentielle 

Substituant  cette  valeur  de  z  dans  la  formul  I  appliquant  le  théoi 

de  Fourier,  en  supposant  i\  compris  entre  t,b  el  r,c,  on  obtient   pour  l'exprès 

résultat  déjà  donné  par  Riemann,  mais  sans  démonstration  el  dans  !■ 
ticulier  où  9,  =  0. 

AI.  Zaremba  utilise  cette  dernière  formule  pour  résoudre  un  probli 
par  M.  Darboux  : 

.Mettre  l'élément  linéaire  d'une  surface  développable  sous  la  forme 


<7.v:  =  a  (I '//'  dv*. 

X 

■x  étant  une  fonction  de  u  et   i>. 

Les  fonctions  //  et  v  de  .r  el  ,r,  si  .<-.  .1  désignent  les  coordonnées  qui  figurent 

dans  la  formule 

ds1       Y.  d.r'       a  F  dx  <h     hGrfj 


doivent  ^at  isfaire  à  l'équal  ion 

,;.r'    I  '  dx  '     "  '  'M    ' 


,  ''r    ''- 


J.r  '/_r   Ar  1  . 
Si  l'on  appliqua  à  cette  équation  la  transformation  de  l  1  . 

\        -    -'  ■  : 

p  et  q  désignant  les  dérivées  de   s   par  rappoii 
l'équal  ion 

,r(  d  i  1 

^Y1     '  '  "  '  dp  àq 

dont  l'intégration  revient,  par  le  changement  de  varii 

s  logfp'      g*)      1 

1  .  /' 

v  log  !  />'        ./ 


j  cel  le  de  l 'éq  u  a  t  io  n 


1  1  1 
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Dans  ce  cas,  la  fonction  //  don!  il  .1  été  question  ci-dessus  se  réduit  ;'i 

—  c-  /         \e  %<  e  >(  '  du., 


■  — 


Vi-r 


ou  i  un  a  pose 

el  peul  se  développer  en  une  série  convergente  pour  des  valeurs  quelconques 
de  ses  arguments,  savoir 

M  =  ei<4fl  »-*?    *.    <*>  Vi£'-'?l)"('«"*i")" 


^  4»(/i!)a 

Le  problème  posé  par  M.  Darboux  se  trouve  donc  résolu. 

[ppelL  —  Sur  les  fonctions   de  deux  variables   quadruplcment 
périodiques  de  troisième  espèce.  (i43-i54). 

Une  fonction  quadruplement  périodique  de  troisième  espèce  est  une  fonction 
uniforme  de  deux  variables  x  et  y  qui  se  reproduit,  multipliée  par  une  expo- 
nentielle linéaire  en  x  et  y  quand  on  augmente  les  variables  de  chacune  des 
quatre  paires  de  périodes. 

D'après  un  théorème  énoncé  par  Kiemann,  une  fonction  quadruplcment  pé- 
riodique de  deux  variables  de  première  espèce  qui  n'a  pas  de  singularités  essen- 
tielles à  distance  finie  peut  toujours  être  ramenée  à  avoir  pour  paires  de  pé- 
riodes des  quantités 

(2 ici,  0),     (o,  2  ici),     (a,  [*),     (a',  £') 
vérifiant  la  relation 

Si  la  fonction  admet  des  singularités  essentielles,  les  paires  de  périodes 
(a,  rf)  et  (a',  £')  sont  entièrement  arbitraires.  M.  Picard  a  donné  des  exemples 
de  fonctions  de  ce  genre. 

\  cet  égard,  il  y  a,  entre  les  fonctions  quadruplement  périodiques  de  deux 
variables  de  première  et  de  deuxième  espère  d'une  pari,  et  de  troisième  espèce 
d'autre  part,  cette  différence  remarquable  que,  même  si  une  fonction  de  troi- 
sième  espèce  admet  des  singularités  essentielles,  on  peut  toujours  ramené]  51  s 
périodes  à  être 

(.»-/,  0),     (0,  2  7:0,     (a>  ?),     (*'>  P'). 

avec  la  relation  Ji  =  a'. 

Le  travail  de  M.  \ppcll  est  principalement  consacré  à  la  démonstration  de 
ce  1  héorème. 

L'auteur,  en  terminant,  montre  comment  on  peut  former  des  fonctions  de 
deux  variables  quadruplemenl  périodiques  : 

Soienl  x,  (à,  7  trois  quantités  telles  que  la  partie  réelle  de  la  forme  quadra- 

t  ique 

xm:  ;    [}//--:-  2  ymn 

soil  négative  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  ///  el  //  autres  <illr  '"      /; 
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soit  p  un  entier  positif,  et  cp(a,  v)  une  fonction  uniforme  des  deui  variables 

u  et  v. 

Si  la  série 

m.  n  =  -+■  ■x 
Z,(x,   y)  =  \  gp(,ot.m?+rn*+afmx+mx    u,     nia*    -'"'' 


m,  n  =  —  « 


est  convergente,  elle  définit  une  fonction  uniforme  <!<•  /■.  1    vérifiant  l<  s 
relations 

y(x  +  2izi,y)        ?(&,?), 

?(x,y-h  aici)  =  'ç(.r,  y), 
■ç  (  x  -+-  2  a,  y  -+-  2  y  )  =  e-P(x+a)  ©  (  x, 
cp(#  +  2Y,  ^  +  2p)  =  e  /'  .••   .-  0  (  /•.  y). 

Cette  fonction  est  donc  quadruplcmcnt  périodique  de  troisième  esp< 
Lorsque  ç  (u,  v)  est  un  polynôme  en  u,  v,  -j  -)  la  fonction  ç  esl  cona] 

linéairement  avec  les  fonctions  (-)  de  deux  variables. 

Lorsque  9(w,  v)  est  une  fonction  rationnelle,  tp  possède  des  singularil 
distance  finie. 

Par  exemple,  on  pourra  prendre  pour  ç  les  expressions 

11  1  u  , 

]  +  «'      i  +  v'      (i+«)(i  +  c)'      (i+«)*'(ï+  v)*' 

or,  />,  a',  //  désignant  des  entiers  positif-.  En  supposant  ^.  |:.  7  ré<  Is,  les  fonc- 
tions cp  correspondantes  possèdent  des  surfaces  de  singularités 

x"  =  (  2  h  -1-  1) ic,       y"  =  (  2  A-  -4-  i)w, 

où  l'on  a  posé  .r  =  .r'-i- *.r",  y  =  y' +  iy"  et  <>n  A  et  /,  désignent  des  entiers 
quelconques. 

BluteL  —  Recherches  sur  les  surfaces  qui  >« > n t  en  même  lemps 
lieux  de  coniques  et  enveloppes  <lc  cônes  du   second   deg 
(1 55-2  16). 

Si  l'on  considère  une  conique  variable  dans  l'espace  et  dépendant  d'un  -1  ni 
paramètre,  cette  conique  engendrera  une  surface,  et   l<   long  de  nique 

le-  plans  tangents  à   la  surface  envelopperont  une  développable  de  quati 
classe.  L'auteur  de  ce  travail  s'est  proposé  d'étudier  le  1 .1-  où  la  pablc 

en  question  se  réduit  à  un  cône  du  second  degré. 

U  était  aisé  de  prévoir  que  cette  condition   impos  e  au 
conique  devait  conduire  à  des  résultats   intéressant 

engendrées  {-)  qui  se  rapprochent  alors  des  quadriques  en  [u'une  trans 

formation  par  polaires  réciproques  les  remplace  par  d'autres  surfa<  es  jouis 

des  mêmes  des  de  génération,  soit  ponctuel,  soit  tangentiel.  Ce  rappi 

ment  c-i  indiqué  dès  !<•  début  par  l'énoncé  suivant  : 

Les  surfaces  (S)  peuvent  être  envisagées,  soit  comme  envelop] 
roulant  mit  deux  dévcloppables,  soit   comme   lieux   de  con  niant   sur 

deux  courbes. 

Le  choix  d'un  système  de  coordonnées  étroitement  « 

génération  s'imposait  évidemment.  L'auteur  s'est   servi  d<   celui  qui 
par  les  pënératrices  coniques  et  p  11  l<  ut  s  •  onju 
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pour  ces  dernières  une  propriété  importante  :  elles  partagent  homographique- 
menl  les  coniques  général  nées. 
Cela  lui  permet  d'écrire  les  équations  générales  des  surfaces  sous  la  forme 

l',<  a  |p     t     -  ni  a    u     |    li   Ta)         \,i  a.  fx); 
Pi  X)ix2-i-'i  Q(X  lu        Kl  X  |  Nia.  p.)  ' 

Ni    A.    U_)  \.(A,    u_) 

M,  a.  ;M'  *        N(X,  |i)' 

Les  courbes  1'/.  const.)  son!  les  coniques,  el  les  courbes  (jx  const.) 
leurs  conjuguées.  On  .1  de  plus,  identiquement  (quel  que  soit  p.), 

Oh  V       '  <>h  Ô\  Ôh  ,)/.  ()/. 

\ ,  \  ,  7.  désignent  les  coordonnées  du  sommet  du  cône  circonscrit  le  long  de 
la  conique  (a),  (tu  voit,  d'après  cela,  que  les  fonctions  X,  Y,  Z  peuvent  être 
choisies  arbitrairement,  ainsi  que  I'.  Q,  I!:  la  détermination  de  la  surface  s'en 
déduit  par  des  quadratures. 

\  ces  équations  réduites  en  coordonnées  ponctuelles  en  correspondent  évi- 
demment de  semblables  en  coordonnées  tangentielles;  ce  sonl 

M,(X,   p.)  M.,i  a,    p.)  M   Ta.  a) 

M(\  u.)  '  :   M(X,  p.)"  M  (a,  p.)  ' 

.i\  ec  les  relations  identiques 

<)h  v     '   Oh  Oh  V     ;  Oh  Oh  Oh 

l  .  \  ,  \Y  désignent  les  coordonnées  du  plan  de  la  conique  variable.  <>n  passe 
d'ailleurs  de  l'une  à  l'autre  de  ces  formes  par  de  simples  quadratures. 

L  équation  —  —  0    fournil    la    courbe    enveloppe    des   coniques    tandis    que 

— — ■  =  o  représente  la  développable  sur  laquelle  roulent  les  cônes. 
oh 

Une  première  application  importante  de  ces  deux  formes  réduites  consiste  à 
montrer  que  les  surfaces  (H)  pour  lesquelles  on  se  donne  la  courbe  lieu  des 
sommets  des  cônes  et  la  développable  enveloppe  des  plans  des  coniques  ne  dé- 
pendent plus  que  de  cinq  constantes  arbitraires,  figurant  linéairement  dans  leurs 
équations,  et.  par  suite,  qu'elles  sont  complètement  déterminées  si  l'on  s'en 
donne  de  plus  une  conique  ou  un  cône  circonscrit. 

La  première  Partie  de  ce   travail  se  termine  par  l'analyse  de  quelque-  sur- 
faces simples,  et,  en   particulier,  des  surfaces  algébriques  des  troisième,  qua- 
trième et  cinquième  degrés,  et  par  la  détermination  des  surfaces  (-)  pour  les 
quelles  les  cônes  sont  de  réi  olul  ion. 

Ces  dernières  se  partagent  en  deux  catégories  qui  se  tiennent  d'une  ma- 
nière très  ''Moite  :  les  une-  sont  des  enveloppes  de  sphères,  les  autres  sont  les 
surfaces  lieux  des  centres  de  seconde  courbure  des  précédentes. 

l  ne  seconde  Partie  est  consacrée  à  l'étude  des  propriétés  des  lignes  asympto- 
tiques  des  surfaces  (S)  dont    l'équation    se  présente  sous  forme  relativement 
simple  lorsqu'on  emploie  le  système  de  coordonnées  indiqué  plus  hau.t. 
tt<   équal  ion  est  de  la  forme 

du     '■        fl     .      "N    <<M 
I         H 


REVUE   DES   PUBLICATIONS, 

On  voit  qu'elle  se  simplifie  beaucoup  dans  trois  i  as  i  gaiement  importai] 

t       ,•         "^    àM  ...  , 

i°   Les  deux    lonctions  -r-  >     -   >  considérées   comme    polynômes    en 

<)/.      ok  '     • 

mêmes  racines,  c'est-à-dire  que   la  développable  enveloppe   d 
conscriie  à  la  courbe  enveloppe  des  coniques. 

L'intégration  de  l'équation  (i)  se  ramène  alors  .1  celle  de  deux  équations 
Riccati,  de  sorte  que  les  coniques  génératrices  sont  partagées  bomographi 

ment  par  les  deux  séries  de   lignes  asymptotiques.  Signalons  e re  quelques 

propriétés  caractéristiques  des  surfaces  de  ce  genre  : 

Les  tangentes  aux  deux  séries  de  lignes  asymptotiques  en   tous  les   j *•  •  1  n « ~ 
d'une  même  conique  sont  les  génératrices  de  deux  byperboloïdi  -  1  in  ons< 
la  surface  le  long  de  cette  conique- 

Si  le  lieu  des  sommets  des  cônes  est  une  courbe  plane,  la  développable 

plans  des  coniques  est  un  cône,  et  réciproquement,  etc. 

,      -  àN     àM 

20  Les  deux  polynômes -rr- »  —^  sont  carrés  parfaits,    \l-i-   l.i   coniqi 
1     •  a  A      oa 

ratrice  reste  osculatrice  à  une  courbe  gauche  dans  son  déplacement,  1 lis  que 

le  cùne  circonscrit  est  lui  même  oscillateur  à   une  développable.  La  pro| 

d'homographie  signalée  ci-dessus  persiste  dans  ce  1 

,      ,         àN     dM 
3°  Les  racines  de  deux  polynômes     .   1  --.-   sont  respectivement  constan 

1  <)/>      1)/, 

les  coniques  passent  par  deux   points  lixe.  et  les  cônes  roulent  sur  d<  ux  | 
fixes.  La  détermination  des  lignes  asymptotiques  s'effectue  alors  au  moyen  de 
simples  quadratures   puisque  les  variables   se  trouvent  -  dans  l'< 

lion  (1). 

La  fin  de  coite  seconde  Partie  est  occupée  par  la  détermination  des  suri 
enveloppe,  de  cônes  de  révolution   appartenant  aux  deux  premières 
et  par  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  de  quelques  surfaces  simpl 
particulier  de  la  surface  du  quatrième  degré  à  conique  double  et  quatre  1 
doubles. 

Dans  la   troisième   Partie  du   travail,  la   moins  importante,   l'auteur  étudie 
quelques  propriétés  métriques  relatives  aux   trajectoires  orthogonales  des 
niques  génératrices.  Mais  il  se  trouve  amené,  dès  le  d<  but, 
tion  et  à  chercher  les  trajectoires  orthogonales  d'une  conique  dépendant, d  une 
façon  quelconque,  d'un  seul  paramètre.  On  peut  remplace]  ce  problèn 
problême  correspondant  dans  le  plan;  en  particulier,  au  |ue  qui  - 

place  dans  l'espace  de  telle  sorte  que  son  plan  reste  constamment  normal  •»  la 
trajectoire  de  l'un  de  ses  foyers,  on  peut  faire  correspondre  une  . 
un  foyer  fixe  dans  un   plan   fixe.  L'équation  des  traji 
tègre  alors  bien  facilement  dan-  quelques  cas  simpl  >ant  aux 

(S),  ..11   démontre   que  les  coniques  sont    partagées  hoi 
leur,  trajectoires  orthogonales  lorsque  le  plan  de  la  coniqu< 
tant  normal  aux   courbes  décrites  par  ses.  deux  foyers,  1  ',1, 

deux  courbes  pli s  parallèles. 

I  n  grand  nombre  des  propriétés  que  nous  venons  de  | 
dément,  et .  en  particulier,  celles  qui  sont  r<  latives  à  l'h 
asymptotiques,  son!   susceptibles  de 
traiter  le  cas  des  génératrices  coniqu 

Méray.        Extension  de  la  méthode  de  I  icohi  |  "■"' 
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seule  équation  aux  dérivées  partielles  à  une  fonction  inconnue 
donl  les  dérivées  \  entrenl  linéairemenl  au  cas  d'un  système 
l>a>->if  d'équations  <lc  celle  sorte  eu  nombre  quelconque.  (217- 

232). 

Guickard.  —  Recherches  sur  les  surfaces  à  courbure  totale  con- 
stante  el  sur  certaines  surfaces  qui  s'y  rattachent.  (233-a64). 

Il  existe  des  relations  très  étroites  entre  les  trois  groupes  suivants  de  sur- 
faces :  i°  les  surfaces  à  courbure  totale  constante;  20  les  nappes  focales  S,,  S^ 
d'une  congruence  C  telle  que  les  développables  de  C  touchent  S,,  Sa  suivant 
leurs  lignes  de  courbure;  3°  les  surfaces  1  qui  admettent  un  réseau  conjugué 
formé  de  géodésiques. 

M.  Guichard  établit  les  relations  qui  existent  soit  entre  les  surfaces  d'un 
même  groupe,  soit  entre  les  surfaces  de  groupes  différents,  et  il  met  à  profit 
ces  relations  pour  déduire  de  surfaces  connues  des  surfaces  nouvelles. 

Il  ramène  la  détermination  des  surfaces  à  courbure  constante  à  l'intégration 

de  l'équation 

d3  ¥ 


<)u  <)v 


=  sin  » 


et  à  la  résolution  iïunc  équation  de  Hiccali,  ce  qui,  au  fond,  ne  diffère  pas  de 
la  méthode  de  M.  Weingarten. 

Comme  on  ne  sait  pas  intégrer  cette  équation,  on  a  cherché  des  méthodes 
qui  permettent  de  déduire  d'une  surface  à  courbure  constante  une  infinité  de 
surfaces  analogues. 

Telle  est  la  méthode  de  M.  Backlund  qui  comprend  comme  cas  particulier 
celle  de  MM.  Bianchi  et  Ribaucour.  M.  Backlund  montre  que,  si  dans  une  con- 
gruence la  dislance  focale  est  constante  et  si  les  plans  focaux  font  un  angle 
constant,  les  surfaces  focales  sont  des  surfaces  à  courbure  constante.  M.  Gui- 
chard  donne  de  la  transformation  de  Backlund  une  nouvelle  expression  analy- 
tique qu'il  utilise  dans  la  recherche  de  quelques  surfaces  S  particulières. 

Il  s'attache  spécialement  à  l'élude  des  surfaces  S  et  £.  I!  montre  qu'un  couple 
S,,  S2  peut  être  obtenu  par  des  quadratures  quand  on  connaît  une  surface  à 
courbure  constante  rapportée  à  ses  lignes  asymptotiques  et  une  solution  de 
l'équation  correspondante 

d'p 

(  1)  — —  —  p  cos  -. 

v  ;  du  dv 

Cette  équation  admel   comme  solutions  particulières  -^  et  ~;  dans  ce  cas, 
1  ()u       dv 

l'une  des  surfaces  S,,  S,  esl  une  sphère.  La  congruence  formée  par  les  tangentes 

communes  à  deux  sphères  est  manifestement  une  congruence  du  type  C;  il  3 

correspond  des  solutions  particulières  de  l'équation 

d'v 


du  dv 


=    Slll'w, 


[ue  l'on  peul  obtenir  à  l'aide  de  quadratures  elliptiques. 

I.  -  ■  isinus  x,  p,  7  de  la  normale  à  une  surface  à  courbure  constante  sonl 
solutions  de  l'équation  (1);  il  3  correspond  des  congruences  C,  donl  la  surfac< 
cent  r  1 1<    est  un  pi 
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L'équation  (i)  admet  enfin    une  infinité  de  systèmes  distincts  de  li 
lions  Ç,  rn  Ç  liées  par  la  relation 

/(  :.,  r,  Ç)  =  const., 

où  /est  une  fonction  quadratique  bomogéne.  Les  sui  fa<  es  S  corri  spondantes  sonl 
telles  que  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sonl  coupées  sous  un 
stant  par  les  rayons  vecteurs  issus  d'un  poinl  fixe. 

La  détermination  analytique  des  surfaces  i  esl  identiqui  ave<   celle  des  sur- 
faces S,  car  le  plan  tangent  à  S  a  pour  coordonné»  -  a,    :.  ■•  .  i    .     .  étant  a 
solution  quelconque  de  l'équation  (i)]. 

Il  y  a  une  relation  géométrique  simple  entre  les  surfaces  S  el  les  surfaces  i 
L'une  des  nappes  de  la  surface  des  centres  des  courbures  de  S  esl  an 
Inversement,  le>  tangentes  aux  géodésiques  conjuguées  de  i  sonl   norm   les 
des  surfaces  S. 

De  là  résulte  que  d'une  congruence  C  donnée  on  peu!  en  déduire  une  infl- 
nité  d'autres.  La  méthode  de  transformation  pourra  être  poursuivie  tant  que 
la  surface  S  que  l'on  obtient  existera  réellement,  c'est-à-dire  tanl  qu'on  n<- 
tombera  pas  sur  une  sphère. 

\  cette  transformation  géométrique  correspond,  au  point  de  \u<-  analytique, 
une  transformation  de  l'équation  (i)  :  les  solutions  :  <  ■  -  soi  I  les  s<  u!<  s  qui, 
par  cette  transformation,  se  reproduisent  multipliées  par  un  facteur  constant. 

Riquier.  —  Sur  les  fonctions  continues  d'un  nombre  quelconque 
de  variables  cl  sur  le  principe  fondamental  de  la  théorie  tirs 
équations  algébriques.  (265-288), 

L'auteur  s'est  proposé  d'établir  quelques  propriétés  les  des  fonctions 

continues  de  plusieurs  variables  et,  en  particulier,  d'étendre  à  ces  dernières  le 
théorème  de  M.  Darboux  d'après  lequel,  si  une  fonction  continue  de  deui 
riables  réelles  prend,  pbur  tous  les  points  situés  .1  l'intérieur  d'un  contour 
fermé,  des  valeurs  comprises  entre  deux  nombres  II  el  K.  elle  prend  I 
ment,  pour  un  système  au  moins  de  valeurs  des  deux  variables  ind<  p  odanles, 
la  valeur  qui  marque  la  limite  maximum  ou  minimum  de  toutes  les  valeurs 
qu'elle  peut  prendre. 

On  sait  que  ce  théorème  était   impliqué  à  l'état  de  postulat  dans  la  démon- 
stration donnée  par  Cauchy  du   principe  fondamental  de  la  • 
lions  algébriques. 

INI.   Riquier  cherche  à   réduire  à   la  plus  grande  simplicité  possible  h  s 
sonnements  qui    permettent   d'éviter  toute  considération   relative   ■>  l  VI 

dans  la  démonstration  de  ce  principe  f lamentai,  que  Caui  lis  : 

sur  des  considérations  empruntées  à  la  théorie  des  font  Lions  1  irculi 

Darboux.  —  Sur  le  déplacemenl  d'une  Ggure  invariable. 
3a6.). 

Réimpression  d'une  Note  publiée  dans  les  l 
/'  icadémie  des  Sciences,  t.  XCI1,  p.  118, 

Darboux,  —  Sur  une  classe  de  courbes  unicursales  el  sur  u 
propriété  du  cercle.  1  »  '7    !  I  1 


I  .,(•, 
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Réimpression  de  deux  Notes  publiées  dans  le  i.  \<'.l\  des  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  sciences,  p.  g3o  el  no8. 

Fouché.  —  Sur  les  courbes  algébriques  à  torsion  constante.  (335- 

344). 

Il  existe  une  courbe  el  une  seule  dont  le  rayon  de  torsion  est  constamment 
égal  à  une  constante  donnée  et  telle  que  le  cône  formé  par  des  parallèles  aux 
binormales  >"H  égal  à  un  cône  donné.  Quand  on  connaît  l'équation  de  ce  cône. 
la  détermination  de  la  courbe  à  torsion  constante  ne  dépend  que  de  qua- 
dratures. 

Pour  que  la  courbe  soit  algébrique,  il  faut  el  il  suffit  :  r  que  le  cône  parallèle 
aux  binormales  soit  algébrique;  2°  que  l'intersection  de  ce  cône  avec  une 
sphère  ayant  son  centre  au  sommet  se  projette  sur  un  plan  quelconque  suivant 
une  courbe  algébriquement  carrable,  de  sorte  que  la  question  se  trouve  ra- 
menée à  la  recherche  des  courbes  sphériques  dont  l;i  projection  sur  un  plan 
quelconque  est  algébriquement  carrable. 

La  détermination  dune  pareille  courbe  dépend  de  la  détermination  de  deux 
fonctions  algébriques  d'une  seule  variable  qui  doivent  vérifier  une  certaine 
équation  différentielle  qui  est  du  second  ordre  et  du  second  degré  par  rapport 
à  l'une  des  fonctions  et  qui  est  une  équation  de  Riccati  par  rapport  à  l'autre. 

Enfin  on  peut  trouver  une  infinité  de  courbes  algébriques  (imaginaires)  à 
torsion  constante;  en  particulier,  toul  polynôme  entier  en  fournira  une. 

Dautheville.  —  Sur  la  transformation  du  mouvement.  (36 1 -3^4)- 

M.  Appell  a  montré  {American  Journal  of  Mathematics,  vol.  XII,  p.  io3) 
l'utilité  des  transformations  homographiques  dans  diverses  questions  de  Mé- 
canique, et  il  a  proposé  la  généralisation  suivante  des  résultats  qu'il  a  obtenus  : 

Étant  données  les  équations  de  La  grange 


d_  (&T_\        M     _  ,       dq\ 

r)n'i  I  //,/  J'  ■'  '/'  dt 


dt  \ôq 


dq 


(i  =  i,  2,  ...,  k), 


où  T   est    une   (orme  quadratique   des  q'   avec  des  coefficients  fonctions  des  q 
et  où  les  Q    dépendent  seulement  des  g.,  trouver  les  transformations 

>'.    ■fi(Ç1 9k)  (i  =  i,2 k), 

dtx      a(71?  . ..,  qk)  dt, 

qui  changent  ces  équations  en  d'autres  de  la  forme 


d 

,h    '  dr\ 


dr 


B„ 


/■ 


dt, 


(i      i,2 k), 


où  S  est  une  forme  quadratique  des  r-  avec  des  coefficients  fonctions  des  g.  a 
les  r.    ne  dépendant  que  des  g  . 

M.  Dautheville  se  borne  au  cas  du  mouvement  d'un  point  sur  une  surface  et 
fait  voir  que  les  transformations  cherchées  sont  celles  qui  conservent  l^s 
Imm-  géodésiques,  ainsi  que  l'a  prévu  M.   \.ppell. 
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